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Resumo

O presente artigo tem por objetivo realizar uma breve discussio sobre o paradoxo de Curry
e sua propriedade de ser livre da negacdo (negation-free). Além disso, discorro também
sobre a correlagao do paradoxo em questio com importantes topicos da filosofia da logica,
tais como os conceitos de consisténcia e verdade.

Palavras-chave

Curry. Paradoxo. Negagao.

FUNDAMENTO - Revista de Pesquisa em Filosofia, n. 12, jan-jun - 2016

111



Algumas consideragdes sobre o Paradoxo de Curry

Abstract

The purpose of this paper is to hold a short discussion about Curry’s paradox and its property
of being negation-free. In addition, I also go into the correlation of the paradox at hand with
important topics on the philosophy of logic, such as the concepts of consistency and truth.
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Introducao

De um ponto de vista estritamente formal, um paradoxo é caracterizado como um
argumento vélido contendo premissas amplamente aceitas como verdadeiras, mas dotado
de uma conclusao falsa. Os paradoxos produzem grande desconforto na medida em que,
sendo argumentos vélidos, eles deveriam ser capazes de preservar verdade. Afinal, nosso
entendimento padrao de validade nos diz que um argumento é vélido quando a pura
forma légica do argumento garante que, caso as premissas sejam verdadeiras, a conclusao
também serd. No entanto, de maneira desconcertante, partindo de sentencas aceitas como
verdadeiras, as conclusoes obtidas em argumentos paradoxais sao falsas. Essas conclusées
falsas podem figurar de trés modos bésicos. Elas podem ser:

(i) Uma contradicao explicita, ou seja, uma sentenca do tipo pA-p;

(i) Uma contradigdo implicita, ou seja, uma sentenca que nio é per si uma
contradi¢do, mas que, no contexto da teoria em que ela estd inserida, possui uma
carga inferencial contraditéria;

ou ainda;

(iii) Uma sentenga cuja suposta verdade seria fortemente contraintuitiva.
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Exemplos de paradoxos que ilustram as conclusdes dos tipos (i), (ii) e (iii) sdo,
respectivamente, os paradoxos de Russell, de Curry e a classe de paradoxos conhecida
como Sorites.

Costumeiramente, os chamados paradoxos16gicos sio dotados de conclusdes do tipo (i)
e, portanto, envolvem a nogao cldssica de negagao. Mas isso nem sempre é o caso. Publicado
em 1942 pelo légico e matemético estadunidense Haskell B. Curry, o chamado paradoxo de
Curry é mais um dos resultados que compdem a classe dos chamados paradoxos da auto-
referéncia, ou paradoxos da circularidade — tais como o paradoxo de Russell, o paradoxo do
mentiroso, o paradoxo de Grelling-Nelson, dentre tantos outros —, mas que, ao contrdrio
dos paradoxos mencionados, dispensa o uso de negacio (negation-free).

Alguns autores, tais com Haack (2002: p.190), sustentam uma distingdo entre uma
solugdo formal e uma solugdo filosdfica aos argumentos paradoxais. A solucido formal consiste
em indicar quais premissas ou principios aparentemente verdadeiros e utilizados no
argumento sdo, na verdade, problemdticos e que, por isso, devem ser eliminados. Ja uma
solugao filosoéfica, em principio, deveria oferecer uma razao extra légica que fundamente
a rejeigao de alguma premissa ou principio do argumento em questdo. Essa razdo ¢ dita
extra logica, pois ela deve ter um carater independente do simples fato de que a premissa ou
principio esteja envolvido em um argumento paradoxal.

Se realmente levarmos em consideragdo a possibilidade de que haja uma solugao
unica que evite o surgimento de paradoxos, seja de que tipo eles forem, devemos também
assumir a necessidade de que tal solugio satisfaca a dois critérios basicos: (i) ela nio pode
ser demasiadamente forte para desabilitar ndo s6 os argumentos paradoxais, mas também
argumentos nao paradoxais; (ii) ela ndo pode ser demasiadamente fraca ao ponto de que
haja algum paradoxo que escape incélume as restricdes impostas pela solu¢ao. Em resumo,
uma solug¢ao unica pressuposta por uma teoria geral de paradoxos deve satisfazer ao lema in
medio stat virtus; ela deve ser um remédio administrado na justa medida.

No presente artigo nao pretendo dar conta de uma teoria geral de paradoxos. Meu
ponto é mais modesto. No que segue, meu objetivo serd o de realizar uma apresentagao do
paradoxo de Curry, bem como de alguns desdobramentos légicos e filoséficos que podem
ser levantados a partir dele. O resultado obtido por Curry pode ser, mutatis mutandis,
apresentado em duas versdes. Uma versio é demonstrada com base em operagoes da
teoria dos conjuntos (set-theoretic) e outra estabelecida dentro da teoria da verdade (truth-
theoretic). Comisso, na primeira secio, tento reconstruira demonstracio do resultado obtido
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por Curry em contraste com o famigerado paradoxo de Russell. Nesta mesma segao, mostro
como o paradoxo de Curry dispensa o apelo ao operador de negagao. Essa apresentacio do
paradoxo de Curry é realizada no seio da teoria ingénua dos conjuntos. Na segunda se¢ao,
apresento a relagao do resultado de Curry com a concepgao ingénua de verdade. Neste
contexto, ha uma estreita relagao entre o resultado de Curry e o tao celebrado paradoxo do
mentiroso na medida em que ambos revelam que uma linguagem que contenha seu préprio
predicado de verdade — o que Tarski chamou de linguagem semanticamente fechada — é uma
linguagem inconsistente.

1. Russell e Curry: dois resultados em torno do principio ingénuo
da compreensao

Juntamente com o paradoxo de Russell, o resultado obtido por Curry é recorrentemente
compreendido como prova da inconsisténcia da teoria ingénua dos conjuntos. No entanto,
o paradoxo de Russell é certamente mais famoso na medida em que ele foi obtido num
contexto mais amplo de prova da inconsisténcia do programa logicista fregeano. Nas duas
proximas segdes apresento os tragos gerais dos dois resultados e tento destacar semelhangas
e diferenca entre eles.

1.1. O paradoxo de Russell

Ha basicamente duas formas de apresentar um conjunto, a saber, uma extensional e
outra intesional. Quando apresentamos um conjunto através de uma lista exaustiva de todos
os elementos que pertencem a ele, apresentamos uma defini¢io extensional do conjunto
em questdo. Por outro lado, se expressamos o conjunto através de uma propriedade ou
condi¢iao comum compartilhada por todos os elementos do conjunto em questio, estamos
oferecendo uma defini¢do intensional do conjunto. Por exemplo, o conjunto C de sele¢des
campeas mundiais de futebol pode ser expresso extensionalmente por:

B={Brasil, Uruguai, Argentina, Alemanha, Itlia, Franca, Espanha, Inglaterra}

FUNDAMENTO - Revista de Pesquisa em Filosofia, n. 12, jan-jun - 2016

114



André Nascimento Pontes

ou intensionalmente por

B={ix|x é uma sele¢do campea mundial de futebol}

(Lé-se: “B é o conjunto de elementos x, tal que x satisfaz a condigao ser selecdo camped
mundial de futebol” ou simplesmente, “B é o conjunto de elementos x, tal que x é uma selegao
camped mundial de futebol”)

No caso de conjuntos apresentados extensionalmente, a ordem em que os elementos
ocorrem na lista ndo importa e repeticoes sdo permitidas. Sendo assim, os trés conjuntos
abaixo sdo exatamente 0 mesmo conjunto.

A= {1) 2,3, 4}
A= {2) 4,3, 1}
A ={1,2,3,4,2)

Quanto ao modo intensional, ele é costumeiramente expresso em livros texto de légica
e matematica basica quando conjuntos sao introduzidos como uma colegao ou agregado de
objetos distintos selecionados por uma lei.

Na origem histérica da teoria dos conjuntos, um importante principio foi proposto
de modo a correlacionar intensoes e extensdes. Amplamente conhecido como principio
ingénuo da compreensao, ele foi formulado em uma versao ainda nao axiomatizada da teoria
e, posteriormente, se mostrou inconsistente, pois por intermédio dele é possivel derivar uma
contradicao (veja abaixo a demonstracao do paradoxo de Russell). A ideia basica expressa no
principio em questdo ¢é a de que para toda propriedade ou condigao @, hd um conjunto
que possui como elementos apenas os objetos que satisfazem (. Em termos formais temos:

Principio Ingénuo da Compreensao

VxV@IP(xepop(x))
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Em outras palavras, toda propriedade ou condi¢do ¢ - sendo aqui (p uma intensao —
determina um conjunto B formado pelos objetos que exemplificam @. E precisamente a
esse conjunto p que chamamos de extensao de .

A relagao entre intensao e extensao pode ser expressa no seguinte esquema:

O(x) = {x| @(x)}

onde do lado esquerdo temos uma dada propriedade ¢ e do lado direito o conjunto de
objetos de que satisfaz a propriedade em questao. Por exemplo, parece facilmente aceitével
que se escolhermos arbitrariamente uma propriedade, por exemplo, ser azul, associado a ela
temos um conjunto de todos os objetos azuis. Isso valeria também para propriedades que
ndo sao satisfeitas por nada. Por exemplo, a propriedade de ser 0 maior niimero primo possui
uma extensao nula e, portanto, a ela estd associado o conjunto vazio.

Embora bastante intuitivo, o principio ingénuo da compreensao foi irremediavelmente
abalado por um resultado obtido por Bertand Russell. Na prética, o que Russell mostrou foi
que o principio em questdo nao é universalmente aplicivel. Nem toda intensao corresponde
a uma extensao. Para isso, Russell tomou uma propriedade ou condi¢do definida dentro da
propria teoria dos conjuntos, a saber, conjunto que ndo pertence a si mesmo e mostrou, por
reducio ao absurdo, que nio existe uma extensao ou conjunto associado a ela. Desse modo,
Russell mostrou que o principio ingénuo da compreensao leva a inconsisténcia a teoria dos
conjuntos que o contém, pois podemos obter uma contradi¢do a partir de tal principio.
Uma pequena reconstrugao da demonstragao pode ser dada como segue.

Definigao: R = {x | x¢x}

(1) VxV@AB(xepo®(x)) [principio ingénuo da compreensio]

(2) Vx(xeRoxgx)) [instanciagdo universal e existencial de (1) para o
caso R]
(3) RERR¢R 1 [instanciagdo universal de (2) para o caso R]
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A definiao introduz um conjunto R [de Russell] que contém todos os conjuntos que
nao sio membros de si mesmo (x¢x). Esse parece ser um conjunto perfeitamente legitimo,
uma vez que todo conjunto ou é ou ndo é membro de si mesmo. Por exemplo, o conjunto
B de selegdes campeds mundiais de futebol, nao é membro de si mesmo, pois ele nao satisfaz
a condi¢ao que o determina; afinal, B é um conjunto e ndo uma selecao de futebol. Ja o
conjunto de todos os conjuntos com mais de trés elementos é membro de si mesmo, uma vez
que ele satisfaz a condi¢do que o determina; ele possui certamente mais de trés elementos.

Com base no principio ingénuo da compreensio, a intensio ou condigdo ndo ser
membro de si mesmo (x&x) deveria determinar uma extensio definida aqui como o conjunto
R. No entanto, dado que R, ele préprio, é um conjunto, podemos perguntar: R é ou nio
um membro de si mesmo? A passagem de (2) a (3) revela que essa questdo leva a uma
contradi¢do e que, portanto, ndo hd nenhum conjunto R associado & condi¢do ndo ser
membro de si mesmo. Em (3) temos claramente uma contradigao! (3) é uma contradigio
explicita e isso fica evidente uma vez que ela é equivalente a

(3*) ReRAR¢R

Logo, o resultado de Russell revela que o principio ingénuo da compreensao nao pode ser
consistentemente endossado. Caso contrario, ele traria para dentro da teoria dos conjuntos
que o admitisse uma contradi¢do e, por conseguinte, a inconsisténcia e o trivialismo
dedutivo da teoria em questdo. Mais adiante irei retomar esse ponto do trivialismo dedutivo
de teorias inconsistentes.

Vale destacar ainda que o resultado obtido por Russell depende fundamentalmente do
operador 1égico da negagdo em pelo menos dois aspectos: (i) a condigdo de partida do
paradoxo é a propriedade (x¢x) que nada mais é que a negacdo da relagdo de pertenca,
ou seja, 7(x€x); (ii) a conclusdo do argumento, na medida em que ela é uma contradicao
explicita, também envolve uma negagao.

(3**) ReRA-(ReR)

E isso é o basico que precisamos saber sobre o paradoxo de Russell para os objetivos do
presente artigo.
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1.2. O Paradoxo de Curry

Antes de apresentar o paradoxo de Curry, vale introduzir o leitor iniciante em uma
bastante util ferramenta da logica cldssica conhecida como Lei de Contragdo:'

Lei da Contracao

(o= (o= )~ (o~ P)

Ela afirma basicamente que se uma sentenga a implica uma sentenga do tipo o—f3 — onde
o é, ela mesma, o antecedente —, entdo o implica o consequente dessa mesma implicagéo,
ou seja, 0—f3. Esse é um dos mecanismos disponiveis em l6gica clssica que simplificam o
raciocinio apresentando uma sentenga mais elementar como equivale a uma sentenga mais
complexa. Voltemos agora nossa atengao para a interessante descoberta de Curry.

O resultado apresentado por Curry tem a interessante caracteristica de ser obtido por
intermédio da substituicio da condi¢o que Russell propés (x¢x), pela condigio xex—B,
onde nao hd ocorréncia do operador de nega¢io e B figura como uma sentenca arbitraria.
Desse modo, dado o esquema geral:*

(4) FyVa(xeyoFx)

Vale aqui destacar que (4) expressa uma forma concisa do principio da compreensio
apresentado anteriormente. Ao substituir em (4) a varidvel predicativa Fx pela condigao
x€x—B obtemos a seguinte sentenga:

I - Uma demonstragio de que a Lei de Contragao é de fato uma verdade ldgica — ou seja, uma tautologia — pode ser obtida
a0 se construir a tabela de verdade para a sentenca que a expressa, ou ainda, pela construgio de uma drvore semantica desta
mesma sentenga.

2 - A presente demonstragao do paradoxo de Curry reproduz, em linhas gerais, a demonstragio contida em Da Costa et. al.
(1998). Uma versao bastante didatica do paradoxo de Curry foi apresentada por Prior (1955).
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(5) yVx(xeyo xex—B)

Assumindo ¢ como o conjunto postulado pela varidvel y em (4), segue-se:

(6)Vx(xece xex—B)

Em seguida, ao instanciarmos a quantificagio universal em (6) para o caso c, obtemos:

(7) ceco(cec~B)

Por eliminagio do bicondicional em (7):

(8) cec~(cec—B)

(9) (cec»>B)—cec

Por intermédio da Lei de Contragio aplicada a (8) obtemos:

(10) cec—~B

e por modus ponens de (9) e (10):

(11) cec
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e, por modus ponens de (10) e (11):

(12)B n

Sendo B uma sentenca arbitrdria, como foi assumido acima, o paradoxo de Curry revela
que toda teoria dos conjuntos que inclua o principio da compreenséo é trivialmente dedutiva,
uma vez que ela pode obter uma derivagao de toda sentenca do sistema. Em outras palavras,
toda sentenca do sistema é também um teorema do sistema! Em termos cldssicos, esse
trivialismo dedutivo implica em inconsisténcia formal, uma vez que dada uma sentenca p de
um sistema formal S trivialmente dedutivo, ambas p e -p seriam derivadas em S. Desse modo,
o paradoxo de Curry funciona como uma prova da inconsisténcia do sistema onde ele foi
obtido, pois mostra que podemos provar sentengas contraditérias no sistema em questao.

Um importante principio classico revela também um caminho inverso ao apresentado
acima. O raciocinio descrito anteriormente mostra que, do ponto de vista classico no qual o
resultado de Curry foi obtido, se eu posso derivar toda sentenca do sistema, entdo eu posso
derivar sentencas contraditérias. O chamado principio da explosio afirma que, caso haja uma
sentenga contraditdria como um axioma ou teorema do meu sistema, entao eu posso derivar
toda sentenca do sistema em questdo; o que equivale ao trivialismo dedutivo do sistema.

Principio da Explosao

Sendo o e ~a sentencas de um dado sistema formal
Sendo alA—0L um axioma de um S, I' um conjunto de sentengas e p uma sentenca
dado sistema S, segue-se que: arbitrdria do mesmo sistema S, segue-se que:

on-o kg B IF'kol k-a

I ke
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2. O paradoxo de Curry e as linguagens semanticamente fechadas

O paradoxo de Curry é também responsivel por lancar um importante desafio a
compreensao ingénua do conceito de verdade. Nessa abordagem do resultado de Curry, é
possivel perceber que uma concepgao tedrica que ndo imponha restri¢des ao uso do predicado
de verdade - especialmente, aqueles usos que associam tal predicado a procedimentos
envolvendo circularidade ou auto-referéncia — torna inconsistente a linguagem que comporta
tal predicado. Vejamos de maneira bastante direta como isso ocorre.?

Se uma determinada abordagem da nogao de verdade pode ser capturada pelo
esquema-T do seguinte tipo

(esquema-T) T[p] « p

onde o operador T[...] expressa uma atribuicao de verdade a uma dada sentenca e p ¢
uma sentenca arbitraria da linguagem para qual estamos definindo o conceito de verdade,
segue-se que, caso nao estabelecamos nenhum tipo de restri¢ao a aplicagdes circulares ou
auto-referenciais do esquema-T, a concep¢ao de verdade para a linguagem em questio
serd inconsistente. Essa conclusio pode ser demonstrada em um ntimero relativamente
pequeno de passos da seguinte maneira. Assuma a sentenca auto-referencial L de uma dada
linguagem 7 semanticamente fechada que afirma de si mesma que se ela é verdadeira, entao
é o caso que toda sentenga S de L é verdadeira. Ou seja,

(L) T[L] > S

Curiosamente, sendo(T[L] — S) uma sentenca de 7, podemos tomé-la como uma
instancia substitutiva do esquema-T acima apresentado e obter:

(13) T[L] » (T[L] > S)

Por eliminagio do bicondicional de (13) temos:

3 - A presente versao do paradoxo de Curry aplicado ao conceito de verdade é uma reconstrucio da versio apresentada por
Beall (2008).
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(14) T[L] - (T[L] > S)

(15)(T[L] = S) » T[L]

Aplicando a Lei de Contragdo — cf. subsegdo 1.2. —a (14), segue-se que:

(16) T[L] - S

Por modus ponens de (15) e (16):

(17) T[L]

Finalmente, por modus ponens de (L) e (17) segue-se que:

(18)S =

E novamente o paradoxo de Curry insiste em conduzir nossas teorias ao trivialismo

dedutivo!

Nesse contexto, a principal estratégia de enfrentamento ao problema encontra-se na
obra de Tarski.* A célebre distin¢ao de niveis de linguagem estabelecida por Tarski (1933;
1944) tem como uma de suas principais finalidades evitar a derivagao de paradoxos obtidos
quando usamos o esquema-T de forma irrestrita, a exemplo do que ocorre no caso dos
paradoxos do mentiroso e de Curry em sua versao truth-theoretic. Tarski chamava de
semanticamente fechadas as linguagens que permitem o uso irrestrito do esquema-T de
modo que elas contém o predicado de verdade que elas aplicam as suas préprias sentencas.

4 - Outras abordagens podem ser encontradas em Parsons (1974), Kripke (1975), Gupta-Belnap(1993) e Glanzberg (2001).
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De modo contrdrio, as linguagens que restringem o uso do esquema-T baseado em uma
hierarquia de sistemas linguisticos impondo a aplicagio do predicado de verdade apenas
as sentencas de uma linguagem hierarquicamente inferior eram chamadas por Tarski de
semanticamente abertas. O que estd por tras da hierarquia tarskiana de linguagens é, dentre
outras coisas, bloquear o uso de circularidades como a presente na sentenca (L) acima.

3. Algumas consideragoes finais

Dado o exposto acima, fica patente a estreita relagao entre o paradoxo de Curry e uma
vasta gama de topicos de profundo interesse em légica e filosofia, tais como a consisténcia
de sistemas formais, a natureza da negagao, a semantica do predicado de verdade, etc. Uma
avaliagdo do resultado obtido por Curry tem certamente muito a revelar. Um exemplo
paradigmatico é dado pela consequéncia derivada do resultado de Curry de que nao sé
a ocorréncia de contradigdes explicitas ndo é necessdria para o surgimento de paradoxos,
como também ndo é necessdrio o operador cléssico de negagao. Nesse aspecto, é destacével
o interesse de légicos nao cldssicos com relagiao ao paradoxo de Curry. Tanto a légica
paraconsistente quanto a légica paracompleta possuem abordagens do resultado de Curry
que buscam evitar suas consequéncias mais radicais. Para compreensio do iniciante, aldgica
paraconsistente busca, ao rejeitar algumas regras cldssicas de inferéncia, barrar o principio
de explosao. Com isso, logicas paraconsistentes se caracterizam por ser inconsistente,
porém nao dedutivamente triviais; algo que, do ponto de vista cldssico, é inconcebivel. Jd a
légica paracompleta rejeita o principio cldssico do terceiro excluido, ou seja, a verdade da
disjungao entre uma sentenga P qualquer e sua negagao. Ela sustenta que ha sentengas P¥,
tal que ela e sua negagao sejam ambas falsas; o que tornaria falso P*V-P*.

Outra caracteristica que durante muitos anos foi considerada por filésofos, légicos
e matemdticos como um constituinte fundamental dos paradoxos foi a circularidade/
impredicatividade. Russell e Poincaré fizeram defesas bastante enféticas de que nossas teorias
deveriam evitar procedimentos que envolvessem circularidade e defini¢des impredicativas
se quisessem evitar o surgimento de paradoxos. No entanto, mesmo essa proposta mostrou-
se posteriormente insuficiente. O chamado paradoxo linear de Yablo (1993) revelou que
circularidade e impredicatividade nao sao propriedades necesséarias de paradoxos.

Desse modo, penso que, juntamente com o paradoxo linear de Yablo, o resultado
obtido por Curry representou o calcanhar de Aquiles das principais propostas de teoria
geral de paradoxos que pretendiam eliminar argumentos paradoxais focando no cardter
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contraditdrio e na circularidade presentes em tais argumentos.

A despeito de suas particularidades, o paradoxo de Curry cumpre o mesmo fundamental
papel da ampla lista de resultados obtidos no que se convencionou chamar de crise dos
paradoxos, a saber, revelar as entranhas da nossa ingénua e problemdtica compreensao de
conceitos fundamentais para as ciéncias formais e para a racionalidade em geral. Falo aqui
de conceitos tais como o de conjunto, verdade, propriedade, etc.
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