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OS DIFERENTES TIPOS DE DEMONSTRACOES:
UMA REFLEXAO PARA OS CURSOS DE
LICENCIATURA EM MATEMATICA

Marcos Coutinho Mota', Marcos Pavani de Carvalho®

Resumo: O presente trabalho é parte dos estudos realizados em um projeto de Iniciacdo Cientifica
financiado pela FAPEMIG. Ele traz uma reflexdo e exposicdo sobre os principais métodos de
demonstracdo. Por meio de uma revisdo bibliogridfica e seguindo uma sequéncia ldgica,
demonstraremos algumas proposi¢cdes bdsicas em Matemadtica, objetivando informar e, sobretudo
deixar bem claro as principais diferencas entre os tipos de demonstragdes. Tendo em vista que durante
o Ensino Fundamental e Médio a Matematica é apresentada aos alunos de uma maneira simbdlica e
cheia de férmulas mégicas, sem que essas sejam explicadas ou justificadas. Os alunos ndo tém a
necessidade de uma maior reflexdo sobre o que se estd fazendo, tornando uma das principais causas
dos problemas que eles encontram, nos cursos superiores, com as demonstragdes. Espera-se com este
trabalho, promover uma facilitagdo nas demonstracdes dos alunos dos cursos de Licenciatura em
Matematica.
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1 Introducao

“Enunciar e demonstrar teoremas é uma das ocupagdes centrais de todo professor ou estudioso da
matematica; e nao € admissivel que tal pessoa sinta-se deficiente em demonstracdes” (AVILA, 2006,
pref.). Além do fato de que quando o aluno faz uma demonstragdo, ele estd desenvolvendo sua
expressdo oral, escrita e grifica, pois uma demonstragdo exige certo dominio de argumentacdo, algo
que, como futuro professor, ird lhe ser de grande valor na sala de aula.

2. Objetivos

Demonstrar ndo é facil, mas € necessario. Durante o Ensino Fundamental e Médio a Matematica é
apresentada aos alunos de uma maneira simbdlica e cheia de férmulas mégicas, sem que essas sejam
explicadas ou justificadas, os alunos nio tém necessidade de uma reflexao mais profunda sobre o que
se estd fazendo, gerando uma formagdo estreita e acritica. (NAGAFUCHI, 2008, p.128). E neste
aspecto que se encontra nosso papel, pois iremos informar e deixar bem claro as principais diferencas
entre os tipos de demonstragdes.
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3. Metodologia

Por meio de uma revisdo bibliogréfica realizada em estudos de Iniciacdo Cientifica e seguindo uma
sequéncia l6gica, explicaremos e exemplificaremos os principais métodos de demonstragdes.

4. Demonstracoes

Quando temos que demonstrar ¢ comum nos depararmos com os seguintes termos: Provar, Explicar,
Proposiciio e Teorema (Hipotese e Tese). E fundamental que se saiba o significado e aplicagdo de
cada um deles:

4.1 Provar: ¢ utilizar uma argumentagdo precisa que convenga o leitor de que certa proposicio
anteriormente enunciada estd correta. E algo essencial para o estabelecimento da verdade matematica.
Pode ser realizada direta ou indiretamente. A prova direta € estimada pelos matemadticos, ao passo que
ela explica, por meio dos axiomas e resultados ja provados, a razdo da validade da afirmacdo que esta
sendo provada. Ela é direta, pois ndo usa de artificios. Nela assumimos a hipétese como verdadeira e
através da utilizacdo de uma série de argumentos verdadeiros e dedugdes ldgicas, concluimos a
veracidade da tese.

Exemplo de prova direta: Seja n um niimero impar. Entdo n? também é um nimero fmpar.

Prova: Assumindo que n é um numero natural {mpar, entdo existe um nimero natural k tal que n =
2k+ + 1. Consequentemente, n? = (2k + 1)% = 4k? + 4k +1= 2(2k?+ 2k) +1, o que implica que n? é
um ndmero {mpar. u
Vale ressaltar que se um teorema é contraposto a outro, logo sdo equivalentes: Para provar o teorema:
“o quadrado de um niimero par também é par”, basta observar que ele € contraposto ao acima
provado, portanto, sdo equivalentes.

4.2 Explicar: Encontra-se no nivel do sujeito locutor com a finalidade de comunicar ao outro o carater
de verdade de um determinado enunciado matematico. Por exemplo: quando um professor explica
uma matéria a uma turma, ela pode ser reconhecida como convincente por aquele grupo de pessoas,
constituindo-se para eles uma prova, seja ela verdadeira ou nio.

4.3 Proposicoes: Também chamadas de sentengas, sdo frases afirmativas em forma de oracdo, com
sujeito, verbo e predicado, podendo ser verdadeira ou falsa, ndo admitindo uma terceira opc¢do
(principio 16gico do terceiro excluido).

Exemplo: Sejam as proposi¢des: A: A soma dos angulos internos de qualquer tridngulo é 180°. B:
Marte € um planeta. C: Todo brasileiro € alagoano.

Todas estas proposi¢des se enquadram no conceito que citamos acima. Quando classificadas, as
proposi¢des A e B sdo verdadeiras, e a proposi¢do C € falsa, pois o conhecido jogador de futebol Pelé
(Edson Arantes do Nascimento), nasceu em Trés Coragdes, Minas Gerais. Para negar uma proposigao,
basta apresentar um contra-exemplo.

4.4 Teoremas: Sdo proposi¢des verdadeiras que pode ser verificadas mediante uma demonstragao.
Podem ser validados partindo-se da hipdtese (o que possuimos como verdade), objetivando chegar a
tese (0 que queremos demonstrar).



Sdo geralmente apresentados: “A = B* ou “A implica B”. Sendo denominadas assim as proposi¢des:
A: Hipétese ou condigfo suficiente para a validagédo de B.

B: Tese ou condicdo necessdria para a validacao de A.

Seguindo esta relacdo, se vale A, vale B.

Exemplo: Sejam as proposicdes: D: n € um nimero que pode ser escrito na forma 2k, com k€ N. E: n

¢ um niimero par.

Pelo exposto, temos: D é condicao suficiente de E, ou seja, basta a hipdtese D ser verdadeira para que
tese E também seja. A tese, por sua vez € uma condi¢do necessdria da hipdtese. Se D for verdadeira, E
serd necessariamente verdadeira. A reciproca de um teorema A = B € a proposi¢do B = A ou A < B.
Ela pode ou ndo ser verdadeira. Um exemplo em que ela ndo seja verdadeira: A reciproca do teorema
“todo nimero primo maior que dois é impar” é “todo nlimero impar € primo e maior do que dois”. Isto
¢ falso, porque nem todo ndmero impar € primo. Caso a reciproca do teorema seja verdadeira, ele pode
ser representado por: A & B (A se, e somente se, B). Neste caso, qualquer uma das proposi¢des € ao
mesmo tempo condi¢do necesséria e suficiente para a validade da outra.

Vale ressaltar que geralmente no final de uma demonstracdo pode aparecer “C.Q.D.”, para “Como
Queriamos Demonstrar”. Ou um pequeno quadrado preenchido ou ndo: M, O com a mesma
equivaléncia. Para a realizacio de uma demonstragdo ndo existe um unico caminho. Existem
problemas em que é necessdria a utilizacdo de métodos diferentes. A seguir, expomos e
exemplificamos os principais métodos de demonstragao:

4.5 Demonstracdes por Contraposicio: E um método muito utilizado em demonstragdes. Sua
caracteristica principal é a negacdo da tese, ndo é a tese que se deseja provar, e sim a negacdo da
hipétese.

Exemplo: Se x? — 6x + 5 ¢ par, entdo x é impar. Ao negarmos nossa tese, afirmamos que x é par.
Sendo par, pode ser escrito na forma x = 2k, comk € N.

Assim,
x2—6x+5=2k)?*—6Qk)+5=4k*—-12k+5 <
& 202k*—-6k+2)+1=2m+1,comm €N.
Ou seja, concluimos que x% — 6x + 5 é impar. O que contradiz a hipétese. [

4.6 Demonstracoes por Reducio ao Absurdo: Este método € considerado uma das ferramentas mais
poderosas da matemdtica. De um modo geral, o roteiro que segue uma demonstracdo por reducdo ao
absurdo € o seguinte: Assumimos a validade da hipétese e supomos que a nossa tese € falsa. Usando as
duas informagdes anteriores, concluimos um “absurdo”, ao chegar a uma proposicdo que contradiz
uma suposi¢do levantada anteriormente.

Exemplo: Para provar a irracionalidade de v2 utilizamos o método de redugio ao absurdo.

Demonstracéo: Se v/2 fosse racional, (negamos a tese) entdo haveria dois inteiros positivos p e q tais

que V2 = p/q, sendo p/q uma fragio irredutivel, isto &, p e q primos entre si. Temos: V2 = p/q.

Elevando esta igualdade ao quadrado, encontramos:



(V2)2 = (p/q)* =22 = p?/q* =p*=2¢°

Isso nos mostra que p? é par. Como provamos acima, se p? ¢ par, entdo p também €& par. Assumindo
p = 2r,comr € N, temos:

p?=2q%= (2r)? = 2¢? @ 4r? = 2¢*> = q*> = 2r?

2

A partir dai, conclui-se que q também é par. Isto é absurdo, pois se p € q s@o ambos pares,
consequentemente sdo ambos divisiveis por 2 e a fracdo p/q ndo € irredutivel. O absurdo a que

chegamos é consegiiéncia da hipétese que fizemos inicialmente, de que V2 fosse racional. Somos,

assim, for¢ados a afastar essa hipétese e concluir que v/2 § irracional. ]

4.7 Demonstracoes por Inducao Finita: A indu¢do matemadtica ou inducio finita serve para provar
que uma sequéncia de proposi¢des denotadas por P(1), P(2),..., P(n) é verdadeira, sem a necessidade
de realizar a prova para cada uma delas. O principio é mostrar que P(1) é verdadeira, e supondo
verdade uma quantidade P(K), mostrar que P(K+/) € verdadeira. P(K) é denominada Hipétese de
Inducao (H.L).
Exemplo: Provar se a sequéncial+2+3+4+--+n=n(n+1)/2 é verdadeira para todo
nimero natural n. Prova:
(i) Mostrar que P(1) é verdadeira: P(1): 1 =1(1+1)/2 = 1.
Portanto, P(1) é verdadeira.
(i1) Supondo vélida para uma quantidade k, mostrar que € verdade para uma quantidade (k+1), isto é,
P(k) = P(k+1).

Pk):1+2+3+4+--+k=k(k+1)/2(HL)
Logo,

Plk+1):142+3+4++k+(k+1)=[k(k+1D]/2+k+1) =
= [k(k + 1)+ 2(k + 1)]/2 = [(k + 1) (k + 2)]/2 =
= (k+ D[k +1) + 1]/2

Portanto, ao assumir P(k), conseguimos provar P(k+1), concluindo a demonstragdo. ]

5 Conclusoes

Existem vérios métodos de se provar uma sentenga, cabendo ao professor escolher a mais apropriada
ao que se pretende demonstrar, pois:

O desenvolvimento cognitivo dos estudantes deve ser levado em conta tal
que a prova seja apresentada em formas que sejam para eles potencialmente
significativas. Isto requer que os educadores e os matemdticos repensem a
natureza da prova matemdtica e considerem o uso de diferentes tipos de
prova de acordo com o desenvolvimento cognitivo do individuo.
(BALACHEFF, 2008, p. 506).



Além do exposto acima, tdo importante quanto saber os principais métodos de demonstracdes, é: Ler
bem o enunciado do problema e utilizar todas as informagdes disponiveis; Buscar de imediato
identificar hipétese e tese; Fazer casos particulares ou casos mais simples de problemas similares, para
adquirir familiaridade; Mudar sua representacdo, transformando-o em um problema equivalente; Usar
a imaginacdo pesquisando caminhos alternativos. Extrapolar os limites!
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