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PENALIZACAO POR NAO-CONECTIVIDADE
PONDERADA DE GRAFOS

Spencer Barbosa da Silva!, Anderson Ribeiro Duarte!

Resumo: O problema de detec¢do e inferéncia de clusters vem sendo recentemente tratado em
muitos trabalhos através de técnicas de otimizacao. Recentes medidas de penalizacdo sdo associ-
adas a Fstatistitica Scan Espacial para a detecgao de clusters irrequlares. Uma destas medidas
€ a de Nao Conectividade, que se mostra bastante eficaz no auzilio para a deteccao. Entretanto
tal medida apresenta dificuldades para interpretar as diferencas existentes quanto a importincia
de cada conexao dentro de um possivel cluster. Serd proposta uma estratégia de ponderacdo para
0s termos associados a medida de Nao conectividade visando aumentar a eficiéncia da medida
anterior para deteccdo de clusters irregulares.

Palavras-chave: Teoria de Grafos, Otimizacao Multi-objetivo, Penalizacao por Nao-Conectividade,
Penalizagao por Nao-Conectividade Ponderada.

Introducao

Em geral, ao trabalhar com conglomerados espaciais, se tem por interesse mapear agrupa-
mentos de regioes nos quais a incidéncia de um determinado fenémeno de interesse é discrepante,
ou seja, muito acima ou abaixo dos valores esperados. Sao muito comuns estudos de fenémenos
associados a doencgas que em geral apresentam riscos para a satide publica. Entretanto diversos
outros fenémenos podem ser avaliados como: poluicao, criminalidade, entre outros.

Diversos métodos de detecgao e inferéncia para clusters espaciais se baseiam na maximizacao
da estatistica Scan Espacial. A referida estatistica se encontra detalhada nos artigos de Kulldorff
and Nagarwalla (1995)[6] e Kulldorff (1997)[7]. Ela é definida como uma razao de verossimi-
lhanca e busca identificar o cluster mais verossimil dentre algumas possiveis configuracoes de
clusters no mapa em estudo.

Os métodos que utilizam a maximizacao da estatistica Scan Espacial sao bastante difundidos,
mas apresentam algumas deficiéncias quando os clusters nao apresentam formato regular (por
exemplo, conjuntos nao circulares) que sao bastante comuns. Neste estudo, é bastante frequente
a existéncia de clusters com formatos bastante irregulares.

Em diversos problemas os clusters nao regulares podem ser observados como: problemas
de trafego, poluicao, vigilancia sindromica. Em muitos destes casos, formatos nao regulares
se devem as caracteristicas geograficas do mapa em estudo, tais como rios, regices litoraneas,
regioes montanhosas entre outras. Diversos métodos para a detecgao de clusters com formatos
irregulares ja foram discutidos e pode-se encontrar uma interessante revisao bibliografica deste
assunto em Duczmal et al. (2009)[5].

O recorrente problema da irregularidade da forma dos possiveis clusters vem sendo discutido
com profundidade nos ultimos anos. Muitas estruturas para controlar a forma das possiveis
solugoes apresentadas pelos métodos de deteccao ja foram apresentadas. Cada uma destas
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formas apresenta vantagens e desvantagens que, em geral, sdo inerentes a composicao espacial
do mapa completo, bem como a distribuicao populacional ao longo do mapa.

Todos estes métodos sao bastante importantes em estudos de vigilancia sindrémica e também
no estudo epidemioldgico dentre outra possiveis areas de aplicagao.

Objetivos

Neste trabalho serd utilizada uma proposta multi-objetivo para o procedimento de deteccao
de clusters. E importante salientar que neste momento nao é objetivo principal apresentar
detalhes profundos sobre a estratégia otimizadora.

Tem-se por objetivo principal, apresentar uma proposta de funcao objetivo que seja eficiente
no processo de deteccao de clusters. A funcao objetivo é denominada Funcdo de penalizacdo por
Nao Conectividade ponderada de Grafos. Esta funcao se baseia na fungdo de penalizacao por
Nao Conectividade apresentada anteriormente por Yiannakoulias et al.(2007)[9)].

Além disto observar que a funcao proposta tem aplicacdo nao somente na area de deteccao
de clusters, mas pode ser utilizada em diversos problemas que envolvem a Teoria de Grafos.

Metodologia

A medida de penalizagao por Nao Conectividade proposta por Yiannakoulias et al.(2007)[9]
se baseia no subgrafo associado ao cluster candidato e se mostra bastante eficiente na deteccao e
inferéncia de clusters. Entretanto o formato desta penalizacao leva em conta apenas a contagem
das arestas do subgrafo associado ao cluster candidato. Nao existe uma consideracado quanto
ao grau de importancia de uma aresta na conexidade do subgrafo. Em outras palavras, a
pergunta interessante seria se existem arestas mais ou menos relevantes para a conexidade do
grafo. Pensando apenas na analise do grafo, é fato que tal relevancia nao precisa ser considerada.
Quando observamos que estamos trabalhando com subgrafos associados a conjuntos de regioes
em um mapa, lembramos que as arestas sao conexoes de vizinhanca entre regides que podem ser
muito ou pouco populosas. Neste contexto, observamos que existem sim arestas mais e menos
importantes para a conexidade do subgrafo associado a um cluster candidato. A mesma analise
pode ser realizada para o grau de importancia de cada um dos vértices do subgrafo em estudo.

A medida de penalizacao por Nao Conectividade é dada por:

_al®)
v&) = 300 —

Ela se baseia em uma relacdo do nimero de vértices v(z) e de arestas a(z) do subgrafo
associado ao cluster candidato z.

Para a medida ponderada, serd estabelecida uma ponderacdao para os vértices e arestas
do subgrafo associado a um cluster candidato. Tal ponderagao sera construida pensando na
estrutura da distribuicao populacional ao longo das regioes deste cluster candidato.

A ponderacao das arestas do subgrafo associado ao cluster candidato z seré definida pela
média entre as populacoes das regides cujos vértices sao conectados pela aresta em questao.
Portanto para uma aresta a; ; conectando os vértices v; e v; associados as regioes Ri e Rj com
populagoes pop(Ri) e pop(Rj), teremos o seguinte peso ponderador:

pop(Ri) 4+ pop(Rj
Pla = P pon(F)
Ja a ponderacao dos vértices serd dada pela populacao da regidao associada ao respectivo
vértice, ou seja, para o vértice v; associado a regiao Ri cuja populacao é pop(Ri), teremos o
seguinte peso ponderador:

P(vi) = pop(Ri)
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Se considerarmos a figura 1 com regioes definidas por R1, R2, R3 e R4, podemos construir

diferentes cendrios de distribuicao populacional e entao verificar a poderagao das arestas e dos
vértices para diferentes distribuigoes populacionais.

Figura 1: Possivel cluster

Um destes possiveis cendrios € ilustrado na figura 2 com as populagoes das regides sendo:

pop(R1) = 1000, pop(R2) = 400, pop(R3) = 400 e pop(R4) = 800.

Figura 2: Ponderacao de arestas e vértices

Teriamos entao os seguintes pesos para as arestas:

1000 + 400 1000 + 400 400 +- 400
P(al’Q) = 7_}_ = 700, P(a1,3) = % = 7007 P(OL273) = + = 400,
400 + 800 400 + 800
Plagg) = 00 =600, Plaga) = o = 600,

Ja para os vértices os seguintes pesos:
P(v1) = 1000, P(vy) = 400, P(v3) = 400, P(v4) = 800.

Utilizando o mesmo formato de cluster, quando consideramos um outro cendrio de distri-

buicao populacional, os pesos associados as arestas ficam modificados.

Considere neste novo cenario as populagoes pop(R1) = 400, pop(R2) = 1000, pop(R3) = 800

e pop(R4) = 400, isto pode ser observado na figura 3.
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Figura 3: Ponderacao de arestas e vértices

Terfamos entao os seguintes pesos para as arestas:

400 + 1000 400 + 800 1000 + 800
P((LLQ) = +7 = 700’ P(a1,3) = % = 600’ P(a273) = % — 900’
1000 + 400 800 + 400
Plaga) = 2 =700, Plaga) = 0 = 600.

Para os vértices os seguintes pesos:
P(v1) = 400, P(v2) = 1000, P(v3) = 800, P(v4) = 400.

Para reformular a funcéo descrita, susbtituiremos as arestas e vértices por seus respectivos
pesos ponderadores da seguinte forma:

k-1 k
Z P(ai;)
i=1 j=i+1

yplz) = ——— p .

em que k é a quantidade de regies no cluster candidato z.
k

P(v;)
1

1=

Alguma duavida pode pairar sobre o termo associado ao valor 2 no denominador,

entretanto se pensarmos na suposicao de todas as populagoes idénticas nas regioes da zona a
ser avaliada, se faz necessdrio este termo para que tenhamos y(z) = yp(z) para esta situagao
especifica.

Com este novo formato estaremos levando em conta nao somente a estrutura do subgrafo
associado a zona z, mas também informagcoes inerentes a estrutura da distribuigao populacional
dentro da zona z e o grau de relevancia das vizinhancas entre regides quanto as suas populagoes.

Voltando aos exemplos descritos através das Figuras 2 e 3 podemos observar o efetivo efeito
da utilizagao deste formato de funcao de penalizagdao. No exemplo apresentado através da Figura
2 as regides mais populosas (R1 e R4) nao estao conectadas, ou seja, nao sdo vizinhas. J4 no
exemplo da Figura 3 as regides mais populosas (R2 e R3) estao conectadas, ou seja, sdo vizinhas.
A motivacao deste formato de penalizacao fica evidénciada nesta situacdo. Em outras palavras,
nossa suposicao se baseia no fato de acreditarmos que vizinhancas de regides mais populosas
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devem gerar maior movimentacao entre habitantes e portanto tendendo a reforcar a proliferacao
do fenémeno de interesse. Neste caso estariamos reforcando o cluster em questao.

Note que utilizando a medida de Nao Conectividade proposta anteriormente, os exemplos
das Figuras 2 e 3 apresentariam a mesma medida de Nao Conectividade que neste caso seria:

(5) = — —0.833
V=50 -9~

Agora utilizando a medida de Nao Conectividade Ponderada, as medidas seriam diferentes
em cada um dos exemplos.

No exemplo da Figura 2 teriamos:

700 + 700 + 400 + 600 + 600
yp(z) = 2600
3 <1000 + 400 + 400 + 800 — 2 (4))
yp(z) = 0.769

No exemplo da Figura 3 teriamos:

700 + 600 4 900 + 700 + 600
yp(z) = 2600
3 (400 + 1000 + 800 4 400 — 2 <4>>

yp(z) = 0.897

confirmando entao o objetivo da proposicao da nova funcao de Nao Conectividade Ponderada.

Conclusoes

Observamos que a Fungao de Nao-Conectividade é eficiente na avaliagdo do grau de conexi-
dade de um grafo, entretanto para problemas nos quais existem diferencas entre a importancia
das arestas e vértices, se faz necessario o auxilio das ponderagoes propostas através da Funcao
de Nao-Conectividade Ponderada.

Para o problema especifico da deteccao de clusters espaciais, ja foi implementado um al-
goritmo genético como estratégia de otimizacdao. No caso foi utilizado o algoritmo genético
NSGA-II Deb et al.(2002)[1]. Quanto ao poder de deteccao de clusters, foi utilizado um bench-
mark com dados reais de cancér de mama no nordeste dos Estados Unidos. Neste mapa foram
construidos clusters artificiais e a qualidade no processo de deteccao foi comparada entre o algo-
ritmo genético multi-objetivo em que um dos objetivos é a Funcao de Nao-Conectividade e outro
algoritmo genético multi-objetivo em que um dos objetivos é a Fun¢ao de Nao-Conectividade
Ponderada.

Foi detectado em média um poder de deteccao 4% superior ao método anterior. Dado que
o método anterior ja era bastante eficiente, esta melhoria aparentemente pequena ja pode ser
observada como significativa. Outrossim para outras abordagens de problemas, os efeitos da
utilizacao da metodologia ponderada podem se tornar ainda mais evidentes.

Um fato relevante é que nao ocorreu perda em tempo computacional na execucao do algo-
ritmo seja com a Fungao de Nao-Conectividade ou com a Funcao de Nao-Conectividade Ponde-
rada.

29



Referéncias

1]

DEB, K., PRATAP, A., AGRAWAL, S. AND MEYARIVAN, T., A fast and elitist multiobjec-
tive genetic algorithm: NSGA-II, IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 2(6),
182-197, 2002.

DUARTE, A.R., DuczMAL, L., FERREIRA, S.J. AND CANCADO, A.L.F., Internal cohesion
and geometric shape of spatial clusters, Environmental and Ecological Statistics, 17, 203-
229, 2010.

DuczMmaL, L., CANgADO, A.L.F., TAKAHASHI, R.H.C. AND BESSEGATO,L.F., A genetic
algorithm for irregularly shaped spatial scan statistics, Computational Statistics € Data
Analysis, 52, 43-52, 2007.

DuczmaL, L., Cangapo, A.L.F. AND TAKAHASHI, R.H.C., Geographic Delineation
of Disease Clusters through Multi-Objective Optimization, Journal of Computational &
Graphical Statistics, 17, 243-262, 2008.

DuczMmAL, L., DUARTE, A.R. AND TAVARES, R., Extensions of the scan statistic for the
detection and inference of spatial clusters, em “Scan Statistics” (Glaz J., Pozydnyakov V.
and Wallestein S., eds.) pp. 157-182, Birkhauser, Boston, 2009.

KULLDORFF, M. AND NAGARWALLA, N., Spatial disease clusters: detection and inference,
Statistics in Medicine, 14, 799-810, 1995.

KULLDORFF, M., A Spatial Scan Statistic, Communications in Statistics: Theory and
Methods, 26(6), 1481-1496, 1997.

StvA, S. B. Dissertagao de Mestrado: Penalizagao por Nao-Conectividade Ponderada de
Grafos, Departamento de Estatistica-UFMG, 2010.

YIANNAKOULIAS, N., RosycHUK, R.J. AND HODGSON, J., Adaptations for finding irre-
gularly shaped disease clusters, International Journal of Health Geographics, 6, 28, 2007.

30



