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UTILIZACAO DO ALGORITMO SIMULATED ANNEALING
EM PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Victor Ferreira da Silva!, Anderson Ribeiro Duarte!

Resumo: FEste trabalho tem um cardter bastante introdutério. Ndo sendo de interesse um es-
tudo profundo a cerca dos itens que serdo mencionados. Os objetivos principais giram em torno
de apresentar os detalhes bdsicos da utilizacdo do algoritmo Simulated Annealing e sugerir um
problema real para sua utilizacao. Inicialmente é apresentada a idéia central que permeia a pro-
posta do algoritmo. Posteriormente sao citados alguns detalhes bdsicos sobre a sua formulagado.
Sua implementacdo € discutida na secdo metodoldgica. Uma instancia pequena do cldssico pro-
blema do caizeiro viajante € mencionada a titulo de exemplo e o algoritmo € implementado para
solucionar tal exemplo. E proposto um problema aplicado em Teoria das Filas para ser solucio-
nado através do algoritmo proposto e Conclusdes Finais sao expostas.
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Introducao

Para a apresentacao do algoritmo Simulated Annealing, se faz necessaria uma discussao
inicial sobre tal nomenclatura. Pela defini¢do, o nome recozimento (annealing) é dado ao processo
de aquecimento de um sdlido até o seu ponto de fusao, seguido de um resfriamento gradual e
vagaroso, até que se alcance novamente o seu enrijecimento.

Computacionalmente falando o processo consiste em um procedimento estocastico (em um
jargao simples o mesmo que aleatério) desta maneira procura-se encontrar um estado ideal que
seja razoavelmente bom para se tomar como uma otimizacao de fato.

Simulated Annealing é considerado um tipo de algoritmo conhecido como de busca local. Ele
se constitui em um método de obtencao de boas solucoes para problemas de otimizagao vistos
como problemas de dificil resolugao. Desde a sua introducdo como um método de otimizacao
combinatorial, ele vem sendo vastamente utilizado em diversas areas, tais como projeto de
circuitos integrados auxiliado por computador, processamento de imagem, redes neurais, etc.

A sua semelhanca com o método original no qual foi inspirado é muito grande. Na sua
apresentacao, nos trabalhos independentes de Kirkpatrick et al.(1983)[6] e Cerny (1985)[2], é
mostrado como um modelo de simulacao de recozimento de sélidos, como proposto em Metropolis
et al.(1953)[7]. Pode ser utilizado em problemas de otimizacao, onde a fungdo objetivo, a ser
minimizada, corresponde a energia dos estados do sélido

Na utilizagao desse método, muito simples e rapido, um problema aparente é que o minimo
local encontrado pode estar longe de ser um minimo global, o que se traduziria em uma solugao
inaceitavel para o problema. Uma estratégia muito simples de aprimorar a solucao obtida através
desse tipo de algoritmo seria escolher a menor solucao, de um conjunto de solucées obtidas de
execucoes sucessivas, realizadas a partir de diferentes solugoes iniciais.
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O método Simulated Annealing nao utiliza uma “estratégia” (uma lei por exemplo para
convergéncia total), assumindo assim na maioria vezes um minimo ou maximo que nao é o
global, mais se configura como uma boa opgao para solugao do problema em questao.

Metodologia

Uma abordagem bastante interessante pode ser encontrada em Ross (2006)[8]. Utilizando
o formato proposto na referéncia anterior, serdao apresentados a seguir os conceitos béasicos da
modelagem do problema e a proposta do algoritmo Simulated Annealing.

Modelagem via Simulated Annealing

Seja A um conjunto finito de vetores e seja V(z) uma funcao ndo-negativa definida para
x € A, suponha que estamos interessados em encontrar o seu valor maximo ou entao o argumento
x em que o valor maximo é atingido, ou seja,

V*:meaj(V(x) e M={zecA:V(z)=V"}

busca-se encontrar V*, bem como um elemento em M. Sera mostrado agora como isso pode ser
feito através de Simulated Annealing.
Inicialmente, seja A > 0 e considere a seguinte fun¢ao de probabilidade no conjunto de valores

em A:

e)\V(x)

Z eAV(;t)

zeA

pa(z) =

. . . . _ * o1
Multiplicando o numerador e o denominador da forma anterior por e™*"" e utilizando | M|
para denotar o nimero de elementos de M, vemos que:

AV (@)-V7)

"M+ 3 V@V
¢ M

pa(z)

entretanto, uma vez que V(z) — V* < 0 para = ¢ M, obtemos que, A — oo,

d(z, M) _f 1lsexeM
pA(x)%’T em que (5(x,M){ 0se ¢ M

Assim, deixando o valor A ser arbitrariamente grande e gerando uma cadeia de Markov
cuja distribuicao limite é py(z), entdo a maior parte da massa de probabilidade da distribuigao
limite se concentrard em pontos de M. Uma abordagem que é frequentemente til na definigao
de tal cadeia é introduzir o conceito de vetores vizinhos e, em seguida, usar o algoritmo de
Metropolis-Hastings. Por exemplo, pode-se dizer que os dois vetores x € A e y € A sao vizinhos
se eles diferem em apenas uma tUnica coordenada, ou se um pode ser obtido a partir do outro,
trocando dois dos seus componentes. Nesta situacao, o préximo estado a partir de z seria
algum dos estados vizinhos de forma equiprovavel. A escolha de um novo estado serd segundo o
seguinte procedimento, escolhe-se um vizinho y, entao o préximo estado serd y com a seguinte

probabilidade:

o {1 ew<y>/|N<y>\}
'V N ()|

caso contrario a cadeia permanece no estado z. Na defini¢do anterior, |N(.)| é o nimero de
vizinhos de (.). Suponha que o estado y, seja escolhido aleatoriamente; se V(y) > V(x), em
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seguida, a cadeia se move para o estado y. Ja se V(y) < V(z), em seguida, a cadeia se move para
o estado y estado com probabilidade e*V®=V(#)) oy permanece no estado  caso contrario.

Uma deficiéncia do algoritmo anterior é que, como foi escolhido um valor A\ arbitrariamente
grande, se a cadeia entra em um estado z cujo valor V(x) é maior do que V/(.) para cada um dos
seus vizinhos, entdo pode demorar muito tempo para a cadeia passar para um estado diferente,
ou seja, enquanto um grande valor de A é necessario para a distribuicao limite colocar mais
da sua massa de probabilidade nos pontos em | M|, esse valor normalmente requer um nimero
muito grande de transicoes antes da distribuicao limite ser atingida. Um segundo ponto fraco
é que, desde que exista apenas um numero finito de valores possiveis de z, todo o conceito
de convergéncia parece sem sentido uma vez que pode sempre, em teoria, utilizar uma busca
exaustiva dentre as possiveis solucoes e assim obter a convergéncia em um nidmero finito de
etapas. Assim, ao invés de considerar a proposta anterior, de um ponto de vista estritamente
matematico, faz mais sentido considera-la como uma abordagem heuristica, e encontrar um valor
A usual que se atualize com o tempo.

O Simulated Annealing é uma variacao bastante difundida deste método e opera da seguinte
forma:

Se o n—ésimo estado da cadeia de Markov é z, entao algum vizinho de x é selecionado
aleatoriamente. Se o estado vizinho escolhido for y, entao o préximo estado da cadeia sera y
com probabilidade:

V0 /N (y)

) 1
T T V@ /| N ()|

ou x caso contrario, nesta definicdo temos que A, para n > 1 é fixado em um conjunto de
valores que comegam pequenos (resultando em um grande nimero de mudangas de estado) e
depois crescem com as sucessivas transigoes.

Uma escolha computacionalmente usual de A é C'log(1 + n) em que C é alguma constante
positiva pré-fixada (veja Besag et al.(1995)[1] e Diaconis and Holmes (1995)[4]).

Gerando m estados sucessivos Z1, ..., Zy, pode-se entao estimar V* por: max V/(Z;), e se
i=1,....m

0 maximo ocorre em Z;«, entao este é tomado como um ponto estimado em M.

O Problema do Caixeiro Viajante

Uma versao do problema do caixeiro viajante é considerar um vendedor que inicia uma
sequéncia de visitas a cidades iniciando na cidade 0 e, em seguida, sequencialmente visitando
todas as cidades 1,...,7r. Uma escolha possivel é entdo uma permutagao Xy,..., X, de 1,... r
com a interpretacao de que a partir de 0, o vendedor vai para a cidade Xi, em seguida, Xs
e assim por diante. Supondo que a recompensa nao negativa V(i,j) é o ganho sempre que o
vendedor vai diretamente da cidade 7 a cidade j, entao o retorno da possivel sequéncia escolhida
x = (X1,...,X,) é dado por:

,
V(x) = ZU<X7J—17X7J) em que Xo =0
i=1

Duas permutacoes serao consideradas vizinhas se uma ¢é resultado de um intercambio entre
duas das coordenadas da outra, pode-se usar o Simulated Annealing para aproximar o melhor
caminho, ou seja, comecar com alguma permutacdo x, portanto Zy = x. Agora, uma vez que o
n—ésimo estado foi obtido, entao serd gerado de forma aleatéria algum vizinho do atual estado
da seguinte forma:

Escolhe-se de forma aleatéria os valores i e j no conjunto {1,...,r} considerando que os
valores sao equiprovaveis e que ¢ deve ser diferente de j. Posteriormente se constroi o vizinho
de Z,, através da troca entre as coordenadas ¢ e j de Z,, este serd o vizinho y de Z,.
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Agora é necessdrio determinar se a cadeia terd o (n 4+ 1)—ésimo estado igual a y, para tanto
escolhe-se de forma aleatéria (uniforme) um valor u no intervalo [0, 1], entao:

y seV(y) >V(Z,)
Zpt1 = y seV(y)<V(Z)eu<(1+ n)V(y)—V(Zn)
Zn se V(y) <V(Zp) eu> (14 n)V®-V(Zn)

note que estd sendo usado A = log(1 + n).

Um problema aplicado

Um problema importante para a aplicagdo do Simulated Annealing pode ser encontrado no
estudo de Teoria das Filas. Suponha uma central de atendimento com espaco total para alocar
K pessoas na fila de espera. Entretanto a central de atendimento deve ser subdividida em p
estacoes de atendimento, cada uma destas estagoes faz um tipo distinto de atendimento, portanto
tém taxas distintas de chegada de pessoas e taxas distintas para o tempo de atendimento.
Considerando que cada estacao tem a chegada de clientes ocorrendo segundo a taxa A; com
i € {1,...,p}, buscamos os valores k;, tamanho da fila para cada uma das estac¢oes que preservem

P

K = Z k; e também minimizem a soma das probabilidades de bloqueio (chance de chegada
i=1

de umZ cliente no instante que a fila ja estd com todos os lugares ocupados) em cada uma das

estacoes.

Cruz et al.(2008)[3] propoem uma aproximagao eficiente para a probabilidade de bloqueio
em uma fila M /G/1/k, da notagao de Kendall (1953)[5], M entrada markoviana, G atendimento
geral, 1 um tnico servidor e com espago de tamanho k(unidades alocadas) na fila.

A aproximagao proposta é dada por:

(2+\/ﬁc§—\/25+2(k—1))
P\ ) (1)

Pk = (22+ﬁc§fﬁ+<k—1>)
p 2+ Bt —/p 1
AL . ) - . e -
em que p = — é a intensidade do trafego na estagdo de atendimento (taxa de utilizagao
1

da estagdo) para uma taxa de chegada A\ e uma taxa de atendimento (servigo) u e ainda,
o Var(Ty)
C = ————-
©EA(TY)
caracterizar sua distribuicao geral.

O problema entao serd modelado da seguinte forma:

quadrado do coeficiente de variacao do tempo de atendimento Ty utilizado para

V* =minV (x)

em que:
r = (/ﬁ,...,k'p);

P
KZZ’% com k; € {0,1,...,K};
i=1

(2+ picgi—m+2(ki—l)>
2+ /Pied; —/Pi
’ (~1+p)
2+/Pied; —/Pit (ki —1)
2+/Pic, — /i 1

P

0;

V(z) = Zpki com py, = —
i=1

i
Note que modificagoes na alocacao individual de espago entre as filas, mantendo fixo o espago
total alocado levara a alteragoes no valor da fungao objetivo V.
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Neste caso, se torna importante a defini¢do de vizinhanga para uma possivel alocagao (k1, ..., kp).
Dado dois valores aleatérios i e j em {1,...,p}, um dos vizinhos da alocacao anterior é dado por
(ki,.. kici, ki — L kiga, .. kj—1,kj + 1,kj41, ..., kp), neste procedimento é importante notar
que uma configuracao somente é considerada factivel se suas coordenadas estdo em {1,..., K}.

Desta forma serd bastante relevante propor uma busca dentre as possiveis alocagoes (k1, ..., kp)
através do algoritmo Simulated Annealing, visando obter a configuragdo que minimiza a soma
das probabilidades de bloqueio pensando em um espago alocado total pré-fixado K.

Conclusoes

As idéias aqui discutidas sao frutos de um projeto de iniciacao cientifica ainda embrionério,
portanto a discussao ainda se encontra em estdgio preliminar, entretanto, algumas conclusoes ja
foram observadas.

O algoritmo Simulated Annealing é uma proposta de algoritmo estocastico e, como todas
as outras propostas deste género, nao garante obtencao de étimos globais, mas apresenta boas
solucao em tempo computacional satisfatério.

O problema do caixeiro viajante discutido anteriormente ja foi amplamente discutido e di-
daticamente se torna um excelente exemplo para a discussao inicial do algoritmo Simulated
Annealing. Uma versao para o problema com a instancia aqui discutida ja foi implementada e
forneceu resultados bastante interessantes. Entretanto por se tratar de um exemplo puramente
didatico neste trabalho, os resultados obtidos nao foram mencionados.

O problema sugerido para ser otimizado através da técnica Simulated Annealing é um tema
de bastante relevancia e acredita-se que as solugoes obtidas serao de grande valia. Além disso
utiliza-se de um artigo recente mostrando que sao propostas bastante atualizadas.

Espera-se com este trabalho nao apenas apresentar uma ilustracao sobre o algoritmo Simu-
lated Annealing, como também, propor discussao sobre problemas especificos de aplicagao que
podem ser solucionados através desta técnica.

Ja temos a implementacao em linguagem C++ da proposta Simulated Annealing para o
problema do caixero viajante.
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