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RGV: UMA APLICAÇÃO DO MODELO GLARMA POISSON

Alyne Neves Silva1, Valdério Anselmo Reisen2
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Resumo: Neste trabalho é utilizado o modelo Poisson GLARMA para descrever os delitos co-
mumentes registrados na Região da Grande Vitória, ES, Brasil, pelo CIODES. Com base no
trabalho de Davis et al. (1999), que provém uma revisão de modelos para séries temporais com
distribuição de Poisson, procedimentos de identificação e análise residual do modelo GLARMA
são considerados. Os resultados do ajuste indicaram que o modelo GLARMA é bastante apro-
priado para modelar os dados observados.
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Introdução

Nos últimos anos ocorreu um considerável aumento no estudo de modelos de séries tem-
porais para variáveis com distribuição de probabilidade não-Gaussiana. Grande parte desses
estudos considera a variável de interesse como sendo um processo discreto. Mais precisamente,
a série temporal de interesse é a contagem de determinado evento, que ocorre num dado peŕıodo
de tempo em uma taxa média conhecida, e cada evento observado é independente do tempo
decorrido. Nesse caso, a distribuição de probabilidade “candidata natural” é a Poisson.

O Modelo Linear Generalizado (MLG), proposto por [12], foi uma das primeiras metodolo-
gias apresentadas sobre o estudo de modelagem para dados discretos. Este pode ser interpretado
como uma generalização do tradicional modelo de regressão linear. Anos à frente, [11] formali-
zaram as idéias que envolviam a estrutura teórica, os procedimentos de estimação e os métodos
de adequação do MLG.

Inúmeros trabalhos relacionados ao MLG foram realizados desde 1972, pode-se citar [15], e
[7], entre outros.

Contudo, essa metodologias não considera, como em um modelo de regressão, as relações que
podem ocorrer entre as observações analizadas ao longo do tempo. Dessa forma, surge a necessi-
dade e o interesse em se realizar estudos que combinassem os métodos de regressão e de série tem-
porais. [3] define em seu trabalho duas classes de modelos para análise de séries temporais não-
Gaussianas, os observation-driven models e os parameter-driven models. No parameter-driven
model existe um processo latente que rege a função média condicional. Já no observation-driven
model a estrutura de dependência é introduzida através da incorporação dos valores desfasados
das contagens observadas, obtidas diretamente da função média do modelo.

No contexto do trabalho de [3, 16, 17, 10, 9, 14, 6, 4, 5, 1], entre outros autores abordaram
o estudo de modelos matemáticos para análise de séries temporais discretas. Os autores acima
citados, derivam em seus trabalhos a metodologia clássica de séries temporais ARMA(p,q) [2],
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de forma a unificar aos modelos de regressão generalizada as componentes autorregressivas e
médias móveis.

Na classe do observation-driven model destaca-se a interessante metodologia do modelo
GLARMA (Generalized Linear Autoregressive Moving Average Models), proposto primeiramente
por [14] e, sequencialmente apresentado por [6, 4, 5]. O modelo GLARMA estende a estrutura
familiar do MLG, de forma a permitir a correlação serial entre as observações, bem como uma
variação binomial extra nos dados, e obter o logaritmo natural da média condicional do processo
como uma função linear das observações passadas.

O modelo GLARMA é utilizado para modelar uma variedade de variáveis respostas depen-
dentes do tempo (que também sejam covariáveis dependentes do tempo), que possuam distri-
buição marginal condicional pentencente à famı́lia exponencial, por exemplo, dados cont́ınuos
com distribuição Gama condicional (e.g., a volatilidade no modelo GARCH) ou dados de con-
tagem com distribuição condicional binomial negativa, binomial ou Poisson.

Neste trabalho a metodologia do GLARMA Poisson é utilizada para modelar o número diário
de delitos registrados na Região da Grande Vitória (RGV). Os dados de delitos são referentes aos
principais crimes contra a pessoa e contra o patrimônio registrados nos munićıpios da Grande
Vitória pela Gerência de Estat́ıstica e Análise Criminal da Secretaria de Estado da Segurança
Pública e Defesa Social do Esṕırito Santo.

Modelo Linear Generalizado

Trata-se da generalização do modelo de regressão linear e gaussiano de forma a adequá-
lo para a modelagem de variáveis de resposta independentes que apresentem caracteŕısticas
expĺıcitas de não-normalidade, tais como variáveis cont́ınuas com assimetria e dados de conta-
gem.

O Modelo Linear Generalizado, segundo [11], pode ser caracterizado em três pontos:

1. Componente Aleatória. Considerem-se N variáveis aleatórias Yi (i = 1,...., n) inde-
pendentes, de média µi respectivamente e função de probabilidade ou função densidade de
probabilidade pertencente à famı́lia exponencial, isto é

f(yi|θt, ϕ) = exp

{
yiθi − b(θi)

αi(ϕ)
+ c(yi, ϕ)

}
(1)

em que ai(.), b(.) e c(.) são funções espećıficas para cada distribuição. Se ϕ for conhecido
tem-se uma distribuição da famı́lia exponencial com parâmetro canônico θ.

2. Componente Sistemática. As N observações destas p variáveis constituem a matriz X
(i = 1, ..., n).

A partir desta matriz define-se um preditor linear ηi , i = 1,...,n, da forma

ηi =

p∑
j=1

xijβj

constituindo os βj , j = 1,...,p, um vetor de parâmetros desconhecidos, a estimar a partir
dos dados.

3. As duas componentes anteriores relacionam-se através de uma função de ligação gi, que se
admite existir, ser monótona e diferenciável, e que transforma µi em ηi, ou seja

ηi = gi(µi), i = 1, ..., N. (2)
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Essa função de ligação é invert́ıvel, logo é posśıvel obter

g−1(ηi) = µ (3)

que é denominada função média.

Ficam assim definidas as componentes do MLG. Suponha agora que a variável de interesse,
Yi, segue um processo de Poisson com média µi com função densidade

P (Yi = yi) =
exp(−µi)µ

yi
i

yi!
, yi = 0, 1, 2, . . . . (4)

Reescrevendo (4) na forma de (1)

P (Yi = yi) = exp

{
log

[
exp(−µi)µ

yi
i

yi!

]}
= exp {log [exp(−µi)µ

yi
i ]− log(yi!)}

= exp{−µi + yi log(µi)− log(yi!)}
= exp{yi log(µi)− µi − log(yi!)}. (5)

Comparando o resultado (5) com (1), pode-se concluir que ai(ϕ) = 1, b(θi) = log(µi) e
ci(y, ϕ) = − log(y!). Fazendo θi = log(µi), então tem-se que µi = exp(θi).

Assim, considerando o vetor de covariáveis (regressoras) x

µi = exp(θi) =⇒ g−1(ηi) = µi = exp(θi)

=⇒ log(µi) = θi =⇒ ηi = log(µi)

=⇒ log(µi) = xiβ, i = 1, . . . , n. (6)

Quando a variável de interesse é um processo de contagem, isto é, um processo de Poisson,
o modelo linear generalizado obtido é referido apenas como modelo de regressão de Poisson,
por ser derivado da parametrização da relação entre o parâmetro µ, média, e as covariáveis
ou regressoras. De acordo com (6), a suposição padrão é utilizar a parametrização da média
exponencial,

µi = exp(x′
iβ), i = 1, . . . , n. (7)

A estimação do MLG dá-se pelo método de máxima verossimilhança.

Modelo GLARMA

Esta seção está fundamentada em descrever o modelo Autorregressivo Média Móvel Linear
Generalizado (GLARMA) de acordo com o trabalho apresentado por [6, 4, 5].

O GLARMA é uma combinação dos modelos MLG e ARMA, [2] , sendo considerado uma ex-
tensão para distribuições condicionais não-Gaussianas, pertencentes à famı́lia exponencial. Este
é defenido neste trabalho com a mesma notação utilizada nos MLG para amostras independentes.

Sejam {Yt} e Zt−1 = (Z(t−1)1, ..., Z(t−1)p), para cada t = 1, ..., n, a série temporal de interesse
e o correspondente vetor p-dimensional do passado das variáveis explanatórias ou covariáveis,
respectivamente. Seja ℑ o campo-σ gerado por Yt−1, Yt−2, ...,Zt−1,Zt−2, ..., isto é, valores pas-
sados da série resposta e posśıveis valores do presente (quando conhecidos) das covariáveis

ℑt−1 = σ{Yt−1, Yt−2, ...,Zt−1,Zt−2, ...}.

Séries temporais segundo o MLG podem ser definidas com as seguintes modificações nas
componentes aleatória e sistemática, [8].
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1. A componente aleatória, apresentada em (1), passa ser definida a partir da distribuição
condicional da resposta dado o passado, isto é, para t = 1,..., n

f(yt; θt, ϕ|ℑt−1) = exp

{
ytθt − b(θt)

αt(ϕ)
+ c(yt, ϕ)

}
; (8)

2. A componente sistemática passa a ser da seguinte forma

g(µt) = ηt = x′
tβ + Zt = x′

tβ +

∞∑
i=1

γiet−i (9)

onde et = (Yt − µt)/µ
λ
t , λ ∈ (0, 1], é uma sequência diferença martingale e γ é o vetor de

parâmetros.

Conforme apresentado na seção anterior, quando a variável de interesse, Yt, segue um pro-
cesso de Poisson com média µt, tem-se que ηt = g(µt) = log(µ). Assim, no contexto deste
trabalho de modelos de regressão para séries temporais de contagem, assume-se que

Yt|ℑt−1 ∼ Po(µt).

Logo, o processo log(µt) é dirigido por um rúıdo que é uma sequência diferença martingale
gerada pelo conjunto de dados observado.

De acordo com [5] é posśıvel especificar o termo média móvel infinito neste modelo por um
número finito de parâmetros. Mais precisamente,

∞∑
i=1

γiet−i =

∞∑
i=1

γiz
i = θ(z)/ϕ(z)− 1,

onde ϕ(z) = 1−ϕ1z− . . .−ϕpz
p e θ(z) = 1+θ1z+ . . .+θqz

q são, respectivamente, os polinômios
autorregressivos e média móvel do filtro ARMA, cada um possuindo seus zeros fora do ćırculo
unitário, e γ é o vetor dos parâmetros consistindo nesses ϕ′

is e θ′js. Assim, segue que {Zt} pode
ser computado como nas recursões do modelo autorregressivo média móvel

Zt =

p∑
i=1

ϕi(Zt−i + et−i) +

q∑
i=1

θiet−i. (10)

Propriedades do modelo

Seja
Wt = log(µt) = x′

tβ + Zt,

segue que, inicialmente, es = 0 e Ys = 0 para s ≤ 0, ℑe
s−1 = {et : t ≤ s − 1} e ℑs−1 = {Yt :

t ≤ s − 1} geram o mesmo campo-σ e, como definido anteriormente,et forma uma sequência
diferença martingale,

E(es|ℑe
s−1) = 0, para s ≥ 1,

onde ℑs−1
e é o σ-álgebra gerado por {et : t ≤ s− 1}. Como et tem média zero, sua variância é

V ar(et) = E(e2t ) = E[E(e2t |ℑt−1)] = µ1−2λ
t ,

que é unitário quando λ = 0, 5. Outra propriedade da diferença martingale é que a covariância,
para s ̸= t, é

E(etes) = 0.

Dessas propriedades segue que, para qualquer λ,

E(Wt) = x′
tβ e
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V ar(Wt) =
∞∑
i=1

γ2i µ
1−2λ
t−i , e, para l > 0,

Cov(Wt,Wt+l) =
∞∑
i=1

γiγi+lµ
1−2λ
t−i ,

e, novamente, se λ = 0, 5, as covariâncias não dependem do tempo t, nem mesmo se {µt} não
for estritamente estacionária.

Estimação

[6, 4, 5] estabelecem uma aproximação da função de verossimilhança similar as apro-ximações
usadas nos modelos de séries temporais lineares. No entanto, as propriedades de estimação e
inferência para o modelo são consideradas somente quando λ = 0, 5.

Para estimar os parâmetros do modelo GLARMA a função de verossimilhança deve ser ma-
ximizada. A aproximação da verosssimilhança, com as derivadas de primeira e segunda ordem,
podem ser calculadas recursivamente utilizando o procedimento de Newton-Raphson. De acordo
com [12] as estimativas dos parâmetros do MLG pelo método de Mı́nimos Quadrados Iterativos
Reponderados (Iteratively Reweighted Least Squares - IWLS) são equivalentes as estimativas de
máxima verossimilhança, levando em consideração algumas suposições. A função glm do R [13]
utiliza o método IRLS para obter os parâmetros estimados.

Outra ferramenta utilizada na estimação dos parâmetros autorregressivos e média móvel, p
e q respectivamente, do GLARMA é a identificação do modelo à partir das funções de autocor-
relação. A Função de Autocorrelação (FAC) e a Função de Autocorrelação Parcial (FACP) para
Yt − g−1(xtβ) são apropriadas para identificação do modelo.

Diagnósticos

O diagnóstico de um modelo de regressão consiste em explorar e testar a adequacidade e
a qualidade do ajuste do modelo estimado. Nos modelos lineares generalizados, isso cocorre a
partir de uma análise dos reśıduos e do deviance.

Para séries temporais de contagem {Yt}, sob um modelo log-linear de Poisson, o deviance
tem a forma

Deviance = −2

n∑
t=1

{
Yt log

(
Yt
µ̂t

)
− (Yt − µ̂t)

}
.

O deviance é comumente associado aos critérios de informação de Akaike (AIC) e Bayesiano
(BIC). Estes são utilizados para avaliação e seleção de modelos.

Aplicação

O conjunto de dados observados trata-se do número diário de delitos ou ocorrências registra-
das nos munićıpios de Vitória, Vila Velha, Guarapari, Viana, Serra e Cariacica, no peŕıodo de 01
de janeiro de 2005 a 25 de maio de 2007. Os dados foram contabilizados pelo Centro Integrado
Operacional de Defesa Social (CIODES), compreendendo um total de 875 dias. Realizou-se a
estimação das componentes de séries temporais do modelo GLARMA(p,q) Poisson para cada
um dos munićıpios em que foram registrados a presença de autocorrelação. As análises foram
realizadas na linguagem computacional R, [13], considerando ńıvel de significância de 5%.

A Tabela 1 apresenta o AIC, o BIC e a variância estimada, σ̂2, dos modelos estimados.
Com base nesses resultados é evidente que para os munićıpios de Cariacica, Guarapari, Viana e
Vitória a estrutura do GLARMA Poisson identificada foi o GLARMA(1,1). Para o munićıpio de
Vila Velha, os valores identificados pelo AIC e BIC para os modelos estimados divergiram. Logo,
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considerando o prinćıpio da parcimônia, optou-se na escolha do modelo que possuisse a menor
quantidade de parâmetros, isto é, os delitos registrados no munićıpio de Vila Velha podem ser
estimados pelo modelo GLARMA(1,1).

Conclusões

O objetivo principal deste trabalho foi avançar no estudo da modelagem dos processos de
séries espaço-temporal e regressão generalizada considerando casos onde a variável de interesse
ou resposta seja não Gaussiana (normal), mais precisamente, possua distribuição de Poisson. Ela
expressa, por exemplo, a probabilidade de certo número de eventos ocorrerem num dado peŕıodo
tempo, caso estes ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente
do tempo decorrido desde o último evento.

Como metodologia de modelagem utilizou-se o conceito do Modelo Autorregressivo Média
Móvel Linear Generalizado, o GLARMA. A forma funcional do GLARMA, propriedades, es-
timação e diagnósticos foi apresentada por [4] e esta que se utiliza neste trabalho

Realizando o estudo de regressão para análise de séries constatou-se que o modelo Poisson
GLARMA adequou-se muito bem para descrever o número diário de delitos registrados nos
munićıpio da RGV. Com exceção dos munićıpios de Viana e Serra que, devido a existência de
vários dias em que não foram registrados delitos nesses munićıpios (presença de valores nulos),
os pressupostos para ajuste dos modelos não foram satisfatórios. Pelos ajustes, verificou-se que
os delitos dos munićıpios podem ser descritos pelo modelo Poisson GLARMA (1,1). De acordo
com esse modelo, os delitos que são registrados em um dia qualquer, tem relação com os delitos
que foram registrados um dia atrás. Além disso, o mesmo delito só é registrado um dia após o
mesmo ter ocorrido.
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té
ri
o
s
A
IC

,
B
IC

e
va
ri
â
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