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ASSOCIACAO ENTRE OS DELITOS REGISTRADOS NA
RGV: UMA APLICACAO DO MODELO GLARMA POISSON

Alyne Neves Silva!, Valdério Anselmo Reisen?

Resumo: Neste trabalho é utilizado o modelo Poisson GLARMA para descrever os delitos co-
mumentes registrados na Regido da Grande Vitoria, ES, Brasil, pelo CIODES. Com base no
trabalho de Davis et al. (1999), que provém uma revisio de modelos para séries temporais com
distribuicao de Poisson, procedimentos de identificacao e andlise residual do modelo GLARMA
sdo considerados. Os resultados do ajuste indicaram que o modelo GLARMA € bastante apro-
priado para modelar os dados observados.
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Introducao

Nos ultimos anos ocorreu um consideravel aumento no estudo de modelos de séries tem-
porais para varidveis com distribuicdo de probabilidade nao-Gaussiana. Grande parte desses
estudos considera a varidvel de interesse como sendo um processo discreto. Mais precisamente,
a série temporal de interesse é a contagem de determinado evento, que ocorre num dado periodo
de tempo em uma taxa média conhecida, e cada evento observado é independente do tempo
decorrido. Nesse caso, a distribuicao de probabilidade “candidata natural” ¢ a Poisson.

O Modelo Linear Generalizado (MLG), proposto por [12], foi uma das primeiras metodolo-
gias apresentadas sobre o estudo de modelagem para dados discretos. Este pode ser interpretado
como uma generalizagao do tradicional modelo de regressao linear. Anos & frente, [11] formali-
zaram as idéias que envolviam a estrutura tedrica, os procedimentos de estimacao e os métodos
de adequacao do MLG.

Indmeros trabalhos relacionados ao MLG foram realizados desde 1972, pode-se citar [15], e
[7], entre outros.

Contudo, essa metodologias nao considera, como em um modelo de regressao, as relagoes que
podem ocorrer entre as observacoes analizadas ao longo do tempo. Dessa forma, surge a necessi-
dade e o interesse em se realizar estudos que combinassem os métodos de regressao e de série tem-
porais. [3] define em seu trabalho duas classes de modelos para andlise de séries temporais nao-
Gaussianas, os observation-driven models e os parameter-driven models. No parameter-driven
model existe um processo latente que rege a fungdo média condicional. J& no observation-driven
model a estrutura de dependéncia é introduzida através da incorporacao dos valores desfasados
das contagens observadas, obtidas diretamente da fung¢ao média do modelo.

No contexto do trabalho de [3, 16, 17, 10, 9, 14, 6, 4, 5, 1], entre outros autores abordaram
o estudo de modelos matematicos para andlise de séries temporais discretas. Os autores acima
citados, derivam em seus trabalhos a metodologia cldssica de séries temporais ARMA(p,q) [2],
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de forma a unificar aos modelos de regressao generalizada as componentes autorregressivas e
médias mdveis.

Na classe do observation-driven model destaca-se a interessante metodologia do modelo
GLARMA (Generalized Linear Autoregressive Moving Average Models), proposto primeiramente
por [14] e, sequencialmente apresentado por [6, 4, 5]. O modelo GLARMA estende a estrutura
familiar do MLG, de forma a permitir a correlacao serial entre as observacoes, bem como uma
variacao binomial extra nos dados, e obter o logaritmo natural da média condicional do processo
como uma fungao linear das observacoes passadas.

O modelo GLARMA ¢ utilizado para modelar uma variedade de varidveis respostas depen-
dentes do tempo (que também sejam covaridveis dependentes do tempo), que possuam distri-
buicao marginal condicional pentencente a familia exponencial, por exemplo, dados continuos
com distribuicdo Gama condicional (e.g., a volatilidade no modelo GARCH) ou dados de con-
tagem com distribui¢ao condicional binomial negativa, binomial ou Poisson.

Neste trabalho a metodologia do GLARMA Poisson ¢ utilizada para modelar o numero didrio
de delitos registrados na Regiao da Grande Vitoria (RGV). Os dados de delitos sao referentes aos
principais crimes contra a pessoa e contra o patrimonio registrados nos municipios da Grande
Vitéria pela Geréncia de Estatistica e Andlise Criminal da Secretaria de Estado da Segurancga
Piblica e Defesa Social do Espirito Santo.

Modelo Linear Generalizado

Trata-se da generalizacao do modelo de regressao linear e gaussiano de forma a adequa-
lo para a modelagem de varidaveis de resposta independentes que apresentem caracteristicas
explicitas de nao-normalidade, tais como varidveis continuas com assimetria e dados de conta-
gem.

O Modelo Linear Generalizado, segundo [11], pode ser caracterizado em trés pontos:

1. Componente Aleatéria. Considerem-se N varidveis aleatérias Y; (i = 1,...., n) inde-
pendentes, de média u; respectivamente e fungao de probabilidade ou funcao densidade de
probabilidade pertencente a familia exponencial, isto é

P ) = exp { LA 1oy 9] )

em que a;(.), b(.) e ¢(.) sdo fungdes especificas para cada distribuigdo. Se ¢ for conhecido
tem-se uma distribuicao da familia exponencial com parametro canonico 6.

2. Componente Sistemdtica. As N observagoes destas p varidveis constituem a matriz X
(i=1, .., n).

A partir desta matriz define-se um preditor linear »; , i = 1,...,n, da forma

p
mi=Y_ xi;B;
i=1

constituindo os §;, j = 1,...,p, um vetor de parametros desconhecidos, a estimar a partir
dos dados.

3. As duas componentes anteriores relacionam-se através de uma funcao de ligagao g;, que se
admite existir, ser monotona e diferencidvel, e que transforma p; em 7);, ou seja

ni:gi(,ui),’izl,...,N. (2)
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Essa funcao de ligacao é invertivel, logo é possivel obter

9 () = p (3)
que é denominada funcao média.

Ficam assim definidas as componentes do MLG. Suponha agora que a varidvel de interesse,
Y;, segue um processo de Poisson com média p; com fungao densidade

_exp(—pa) g

P(Y; = yi) i
;!

,yi:0,1,2,.... (4)

Reescrevendo (4) na forma de (1)

exp(—pi) i’
P =u) = ey {log | PRI}
= exp {log [exp(—p;)pf'] — log(ys!)}
= exp{—pu; + y; log(ui) — log(yi!)}
= exp{y;log(u;) — i — log(vi!)}. (5)

Comparando o resultado (5) com (1), pode-se concluir que a;(¢) = 1, b(6;) = log(ui) e
¢i(y, ¢) = —log(y!). Fazendo 0; = log(u;), entao tem-se que p; = exp(6;).
Assim, considerando o vetor de covaridveis (regressoras) x

pi =exp(0;) = g '(n;) = pi = exp(6;)
= log(ui) = 0; = n; = log ()
= log(ui) =x;8, i=1,...,n. (6)

Quando a varidvel de interesse é um processo de contagem, isto é, um processo de Poisson,

o modelo linear generalizado obtido é referido apenas como modelo de regressio de Poisson,

por ser derivado da parametrizacao da relagdo entre o parametro p, média, e as covaridveis

ou regressoras. De acordo com (6), a suposicdo padrao é utilizar a parametrizagao da média
exponencial,

wi =exp(x’if), i=1,...,n. (7)

A estimagao do MLG dé-se pelo método de méxima verossimilhanga.

Modelo GLARMA

Esta secao esta fundamentada em descrever o modelo Autorregressivo Média Mével Linear
Generalizado (GLARMA) de acordo com o trabalho apresentado por [6, 4, 5].

O GLARMA ¢é uma combina¢ao dos modelos MLG e ARMA, [2] , sendo considerado uma ex-
tensao para distribuigoes condicionais nao-Gaussianas, pertencentes a familia exponencial. Este
é defenido neste trabalho com a mesma notagao utilizada nos ML G para amostras independentes.

Sejam {Y;} e Zy—1 = (Z(t,l)l, s Z(t,l)p), para cadat =1, ...,n, a série temporal de interesse
e o correspondente vetor p-dimensional do passado das variaveis explanatérias ou covariaveis,
respectivamente. Seja & o campo-o gerado por Y;_1,Y: 9, ..., 241,72 o, ..., isto é, valores pas-
sados da série resposta e possiveis valores do presente (quando conhecidos) das covaridveis

Cx —
Sto1=0{Y1-1,Yi2,.., Lt—1,Zy2, ... }.

Séries temporais segundo o MLG podem ser definidas com as seguintes modificagoes nas
componentes aleatéria e sistemética, [8].
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1. A componente aleatéria, apresentada em (1), passa ser definida a partir da distribuicao
condicional da resposta dado o passado, isto é, para t = 1,..., n

Y0 — b(6;)
()

2. A componente sistemédtica passa a ser da seguinte forma

st 6191-) = e { +elnnd) ) )

o0
9(p) = e = x84+ Zy = ;6 + Z%’etfi (9)
i=1

onde e; = (Y; — py)/up, A € (0,1], é uma sequéncia diferenga martingale e y é o vetor de
parametros.

Conforme apresentado na secao anterior, quando a variavel de interesse, Y;, segue um pro-
cesso de Poisson com média p, tem-se que 17, = g(pt) = log(p). Assim, no contexto deste
trabalho de modelos de regressao para séries temporais de contagem, assume-se que

Yi[St—1 ~ Po(pt).

Logo, o processo log(u;) é dirigido por um ruido que é uma sequéncia diferenga martingale
gerada pelo conjunto de dados observado.

De acordo com [5] é possivel especificar o termo média mdvel infinito neste modelo por um
namero finito de parametros. Mais precisamente,

D vieri=» izt =0(2)/6(2) - 1,
=1 =1

onde ¢p(2) =1—¢1z2—...—¢pzP e 0(2) = 1+ 012 +...+ 6,29 sdo, respectivamente, os polinémios

autorregressivos e média movel do filtro ARMA, cada um possuindo seus zeros fora do circulo
. 7 . ’ A~ . . / , .

unitério, e v é o vetor dos parametros consistindo nesses ¢;s e Hjs. Assim, segue que {Z;} pode

ser computado como nas recursoes do modelo autorregressivo média mével

P q
Zy = Z Gi(Ze—i +er—i) + Z Oier_;. (10)
=1 i=1

Propriedades do modelo

Seja
Wt = log(ut) = X%B —+ Zt,

segue que, inicialmente, e, =0 e Yy =0 para s <0, 3¢ ={e;: t <s—1} e Q-1 = {¥;:
t < s — 1} geram o mesmo campo-o e, como definido anteriormente,e; forma uma sequéncia
diferenca martingale,

E(es|SS_1) =0, para s > 1,

onde $571 é o o-dlgebra gerado por {e; : t < s — 1}. Como e; tem média zero, sua variancia é
Var(er) = B(e}) = BE(ef|Se-1)] = >,

que é unitario quando A = 0,5. Outra propriedade da diferenga martingale é que a covariancia,
para s £ t, é
E(etes) = 0.

Dessas propriedades segue que, para qualquer A,
E(Wt> = X;ﬁ e
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o
Var(Wy) = ny?ui:f’\, e, para [l > 0,
i=1

o
Cov(Wy, Wyyy) = Z %’WHM%:?\,
i=1

e, novamente, se A = 0,5, as covariancias nao dependem do tempo ¢, nem mesmo se {y;} nao
for estritamente estacionadria.

Estimacao

[6, 4, 5] estabelecem uma aproximagcao da fungao de verossimilhanga similar as apro-ximagoes
usadas nos modelos de séries temporais lineares. No entanto, as propriedades de estimacao e
inferéncia para o modelo sdo consideradas somente quando A = 0, 5.

Para estimar os parametros do modelo GLARMA a fungao de verossimilhanga deve ser ma-
ximizada. A aproximacao da verosssimilhanca, com as derivadas de primeira e segunda ordem,
podem ser calculadas recursivamente utilizando o procedimento de Newton-Raphson. De acordo
com [12] as estimativas dos parametros do MLG pelo método de Minimos Quadrados Iterativos
Reponderados ([teratively Reweighted Least Squares - IWLS) sdo equivalentes as estimativas de
maxima verossimilhanca, levando em consideragao algumas suposi¢oes. A fungao glm do R [13]
utiliza o método IRLS para obter os parametros estimados.

Outra ferramenta utilizada na estimacao dos parametros autorregressivos e média movel, p
e ¢ respectivamente, do GLARMA ¢ a identificacdo do modelo a partir das func¢ées de autocor-
relacdo. A Funcao de Autocorrelagao (FAC) e a Fungao de Autocorrelagao Parcial (FACP) para
Y; — g1 (x;8) sdo apropriadas para identificacio do modelo.

Diagnésticos

O diagnéstico de um modelo de regressao consiste em explorar e testar a adequacidade e
a qualidade do ajuste do modelo estimado. Nos modelos lineares generalizados, isso cocorre a
partir de uma anélise dos residuos e do deviance.

Para séries temporais de contagem {Y;}, sob um modelo log-linear de Poisson, o deviance
tem a forma

- Y,
Deviance = —22 {Ytlog ([Lt) - (Y: — ﬂt)} .
t=1 t

O deviance é comumente associado aos critérios de informagao de Akaike (AIC) e Bayesiano
(BIC). Estes sao utilizados para avaliacao e selegao de modelos.

Aplicacao

O conjunto de dados observados trata-se do nimero didrio de delitos ou ocorréncias registra-
das nos municipios de Vitoria, Vila Velha, Guarapari, Viana, Serra e Cariacica, no periodo de 01
de janeiro de 2005 a 25 de maio de 2007. Os dados foram contabilizados pelo Centro Integrado
Operacional de Defesa Social (CIODES), compreendendo um total de 875 dias. Realizou-se a
estimagao das componentes de séries temporais do modelo GLARMA (p,q) Poisson para cada
um dos municipios em que foram registrados a presenca de autocorrelacdo. As andlises foram
realizadas na linguagem computacional R, [13], considerando nivel de significancia de 5%.

A Tabela 1 apresenta o AIC, o BIC e a variancia estimada, 62, dos modelos estimados.
Com base nesses resultados é evidente que para os municipios de Cariacica, Guarapari, Viana e
Vitéria a estrutura do GLARMA Poisson identificada foi o GLARMA(1,1). Para o municipio de
Vila Velha, os valores identificados pelo AIC e BIC para os modelos estimados divergiram. Logo,
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considerando o principio da parcimonia, optou-se na escolha do modelo que possuisse a menor
quantidade de parametros, isto é, os delitos registrados no municipio de Vila Velha podem ser
estimados pelo modelo GLARMA(1,1).

Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi avancar no estudo da modelagem dos processos de
séries espago-temporal e regressao generalizada considerando casos onde a variavel de interesse
ou resposta seja nao Gaussiana (normal), mais precisamente, possua distribui¢ao de Poisson. Ela
expressa, por exemplo, a probabilidade de certo niimero de eventos ocorrerem num dado periodo
tempo, caso estes ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente
do tempo decorrido desde o ultimo evento.

Como metodologia de modelagem utilizou-se o conceito do Modelo Autorregressivo Média
Movel Linear Generalizado, o GLARMA. A forma funcional do GLARMA, propriedades, es-
timagao e diagnésticos foi apresentada por [4] e esta que se utiliza neste trabalho

Realizando o estudo de regressao para analise de séries constatou-se que o modelo Poisson
GLARMA adequou-se muito bem para descrever o numero didrio de delitos registrados nos
municipio da RGV. Com excec¢ao dos municipios de Viana e Serra que, devido a existéncia de
vérios dias em que nao foram registrados delitos nesses municipios (presenca de valores nulos),
os pressupostos para ajuste dos modelos nao foram satisfatérios. Pelos ajustes, verificou-se que
os delitos dos municipios podem ser descritos pelo modelo Poisson GLARMA (1,1). De acordo
com esse modelo, os delitos que sao registrados em um dia qualquer, tem relagao com os delitos
que foram registrados um dia atrdas. Além disso, o mesmo delito s6 é registrado um dia apds o
mesmo ter ocorrido.
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