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ALGORITMO PARA OBTENQAO DAS PROBABILIDADES DO
TESTE DE COMPARACOES MULTIPLAS DE DUNNETT

Siomara Cristina Broch!, Daniel Furtado Ferreira®3

Resumo: O teste de Dunnett é um teste de comparacoes multiplas com um tratamento teste-
munha que controla simultaneamente a taxa de erro tipo I por experimento. A limitacao para
o seu uso é a dificuldade de obter as probabilidades da distribuicao e os valores dos quantis
da estatistica do teste, pois as correlacOes possiveis entre os tratamentos tém larga amplitude.
Neste trabalho sao propostas fungoes R para obtencao das probabilidades do teste bilateral de
Dunnett balanceado, usando quadraturas gaussianas para a resolucao das integrais. Quando se
comparam os resultados destas funcoes com aqueles obtidos pelas rotinas dos pacotes muvtnorm
e mutnormpcs do software R e com os apresentados na literatura observam-se resultados precisos.

Palavras-chave: Comparacdes maltiplas; Integragcdo numérica; Fstatistica experimental.

1 Introducao

O teste de Dunnett (1955) [5] é utilizado para comparar médias de r tratamentos em teste com
a média de um tratamento testemunha, quando se tomam amostras aleatdrias e independentes
da normal.

A grande vantagem de se utilizar este teste é que ha um ajuste da multiplicidade de com-
paracoes, ou seja, as taxas de erro por experimento sao controladas em um nivel de significancia
exato a.

A limitacdo para o uso do teste de Dunnett é a dificuldade de obter as probabilidades da
distribuicao e os valores dos quantis da estatistica do teste, pois as correlagoes possiveis entre
os tratamentos tém larga amplitude e geralmente nao se encontram tabelados valores para os
casos de correlagoes diferentes de 0, 5.

Na literatura especializada existem algumas alternativas, a maioria delas implementadas no
software R [8]:

e 0 pacote mutnorm [4] com duas rotinas bésicas: pmot é utilizada para a obtencao da
fungao de distribuicao da distribuicao ¢ multivariada; utilizados métodos de aleatorizagao
quase-Monte Carlo; tem a vantagem de aceitar matrizes de correlagao com estrutura ar-
bitraria, porém isso nao influencia no teste de Dunnett. A funcao gmut calcula quantis
equicoordenados, invertendo a funcao pmut pelo método uniroot do R; segundo os autores
do pacote, o uso da funcdo uniroot pode resultar em quantis com limitada acurdcia. Os
algoritmos possuem a limitacao de utilizar no maximo 1000 tratamentos em teste;

e 0 pacote mutnormpces (2], com as limitagoes: o pacote deixou de ser disponibilizado no
CRAN por falta de manutengdo e s6 pode ser usado em versdes mais antigas do R; o
pacote limita o niimero de tratamentos em 50 testes.

NFF-Instituto Federal Farroupilha, siomarabroch@jc.iffarroupilha.edu.br
2DEX-Universidade Federal de Lavras, danielff@dex.ufla.br
3 Agradecimento & FAPEMIG e ao CNPq pelo apoio financeiro.

231



Em 1981, Dunlap et al. [1] descreveram uma funcao em Fortran IV para obtencgao da
funcao de distribuicao acumulada da estatistica do teste bilateral de Dunnett. As probabilidades
acumuladas da normal padrao sao resolvidas por aproximagoes fornecidas por Dunlap and Duffy
(1975 apud [1]) e por Zelen and Severo (1965 apud [1]). As demais integrais sdo resolvidas
utilizando o método numérico denominado de regra de Simpson com 20 a 30 pontos. A precisao
dos valores obtidos quando comparados aos das tabelas publicadas em Hanhn and Hendrickson
(1971 apud [1]) sao da ordem da quarta casa decimal.

No presente artigo é apresentado parte de um trabalho de tese que estd em desenvolvimento,
onde a partir da proposta de Dunlap et al [1] apresentou-se um algoritmo alternativo para
obtencao das probabilidades do teste bilateral de Dunnett balanceado. Ele utiliza métodos
numéricos de quadratura gaussiana ao invés da regra de Simpson para resolver as integrais.
Comparam-se os resultados do algoritmo proposto com aqueles obtidos pelo algoritmo de Dunlap
et al. [1] que foi implementado no software R, pelas func¢oes dos pacotes mutnormpes [2] e
mutnorm [4] do R e com os apresentados na literatura em [3] e [6].

2 Teste de Dunnett

Considerando Yj1, ..., Yj,; uma amostra aleatéria do j-ésimo tratamento (populagio) de tama-
nho n;, em que os Yj,’s sao independentemente distribuidos paraa =1, 2, ..., n; e para j =1, 2,
., 7+ 1. Assumindo normalidade e homogeneidade de variancias da amostra aleatéria, tem-se
o modelo Yj, = pj + €jq, em que p; ¢ a média do j-ésimo tratamento, e €1, .. .,6(r+1)(nT+1%
sao independentes e identicamente distribuidos como uma normal com média 0 e variancia o

n
N = Y - o
desconhecida. Considerando p; = Y, = E ﬂ] a média amostral do j-ésimo tratamento;

n
a=1 7
r+1 1y *A

a [N . . . . . .~
=QMFE = E E ] a variancia residual amostral combinada; a distribuigao da
j=1la=1

estatistica para comparar r médias com a testemunha considera v = >
2

r+1 (
7=1
dade associados & o*, com distribuicao independente & das médias e com diferentes correlacées

entre os r tratamentos em teste e o tratamento controle.
O coeficiente de correlagao entre o j-ésimo tratamento em teste e o tratamento controle é

—1) graus de liber-

2
(o n; ’ , o~ - .
dado por p; = 02+’1++102_ = 0 TJLHI , em que n; ¢ o numero de repeticoes do j-ésimo tratamento e
r J
ny+1 € 0o nimero de repeticoes do tratamento controle. Quando os experimentos sao balanceados,
ou sejan =n; para j = 1, ..., 7+ 1, tem-se o caso equicorrelacionado com p = 1/2.

Para determinar quais tratamentos em teste sao melhores e ao mesmo tempo quais sao piores
do que um tratamento controle, o teste bilateral de Dunnett balanceado, define a sua estatistica
de teste |d| como a solugao da equagao

/ /*OO [ (let‘z’s) -0 (W)yqﬁ(@dﬁ(swds =1-a, (1)

com ¢(.) e ®(.) as fungdes densidade e de distribuicdo da normal padrao; neste caso, p = 0.5;

f(s;v) = Ws” Le=vs*/2 3 funcdo densidade de S = g, com S > 0.

O quantil |d| depende de «, r, v = (r + 1)(n — 1) e de p. O valor critico |d| é o percentil da
distribuicao do méaximo absoluto da distribuicao t-multivariada com correlagao p e v graus de
liberdade, correspondente a uma probabilidade de erro tipo I igual a a.

3 Quadraturas gaussianas

A quadratura gaussiana consiste em tomar x1 < 3 < 3 < ... < T, um conjunto de n pontos
distintos no intervalo [a,b], de modo que a aproximagao I = ff M) f(z)de =~ Y77 wif(x:),
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cujos coeficientes wi, wo, ..., w, sdo determinados sob os pontos x1,x2, ..., Ty, minimize o erro
esperado no céalculo da integral (adaptado de Khuri [7]). A func@o positiva A(z) é denominada
de funcao peso.

A escolha dos x;’s depende da forma de A(x). Os valores dos x;’s sdo as raizes do polindmio
de grau n, pertencente a sequéncia de polinomios ortogonais em relagao a A(x) no intervalo [a, b].
Cada fungao peso e seu polindmio ortogonal dé origem a um tipo de quadratura gaussiana, cujo
nome esta relacionado com o polinémio interpolador.

No algoritmo proposto, sao resolvidas integrais com intervalos infinitos ou semi-infinitos
através de uma mudanca de varidvel obtendo-se uma integral finita, levando o intervalo de
integracao para [—1,1] e aplicando uma quadratura Gauss-Legendre. Neste caso usou-se as

transformacoes
o ' d 1 (" [(z2+1
dr = -—1)=== d
;o= [ (=) m =3 0 (5)
> ! d 1 (1 [1+s
[T oo = [Ca-min§ =5 [ o (45 as
0 0 -1

4 Algoritmo - pseudocodigo

ou

O algoritmo descrito neste artigo utiliza a funcao “gauss.quad” do pacote “statmod’ para obter
os n6s (x;’s) e pesos (w;’s) da quadratura desejada, fornecendo os argumentos:

e n - nimero de pontos que se deseja realizar a quadratura;

e o tipo de quadratura (kind =), que pode ser: “legendre”; ” chebyshevl”; “chebyshev2”; “hermite”

que neste programa é com a func¢do peso A\(xz) = e~ %" ; “jacobi” em que é necessdrio especificar o

valor de v e de f3: e “laguerre” cujo padrao é o = 0 mas pode ser especificado outro, contanto que
seja maior do que —1;

e 0o valor de a que por padrao ¢é zero, nesse caso nao sendo necessério especificar;
e o valor de 8 que por padrao é zero, nesse caso nao sendo necessario especificar.
Além disso, utiliza as rotinas implementadas no software R:

e “pnorm” que possibilita a obtengao do valor da funcao de distribui¢ao da normal padrao fornecendo
o quantil desejado;

e “lgamma” que possibilita a obtencao do logaritmo do valor da fungao de densidade da probabilidade
Gamma fornecendo o valor dos graus de liberdade desejado.

O parametro de entrada |d| é o quantil da distribui¢ao bilateral de Dunnett em cada uma das r
comparacoes, dado por d = %

52./2
A.1. Fungao auxiliar para computar os valores da fungao da integral interna, deno-
tada por gzDunlInfty(x,|d|,cc,r).

1. Recebe z: real (valor do né da quadratura Gauss-Hermite), |d|, cc e r;

2. calcular t, = y/cc e by = /1 — cc;
In(2m)
2

)

3. calcular s, =

4. calcular f, =r x In [pnorm (M) — pnorm (M)} + L; — Sp3

t t
5. retornar exp(fs,).

A.2. Quadratura Gauss-Hermite para obtencao do valor da integral mais interna do
teste bilateral de Dunnett para dados balanceados, denotada por GH Dun(|d|, cc,r,n).

1. Recebe |d|, cc, r e n;
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. calcular os nds e os pesos da quadratura Gauss-Hermite por zalpha = gauss.quad(n,kind =

“hermite”) que corresponde aos vetores xalpha$nodes (n x 1) dos nés e xalpha$weights (n x 1)
dos pesos;

. chamar a fungdo grDunlInfty e criar um vetor denotado por dun (n x 1) e calcular o seu i-ésimo

componente por dunli] = grDunlnfty(xalpha$nodesli), |d|,cc,r) com i = 1, 2, -+ | n;

calcular auz = Y. | dunli] x zalphaSweightsi];

5. retornar auzx.

. Funcao original da integral mais interna, denotada por fOdunnett(s, |d|,r, cc,df).

1. Recebe s: vetor de pesos da quadratura Gauss-Legendre de dimenséao (n x 1), |d|, cc, r e df;

4.
D.
A.4.

. calcular o vetor gsdf (n x 1), sendo seu i-ésimo elemento dado por

gsdfi] = %f x In(df) — InT x (%) - (%f - 1) + (df — 1) x In(s[i]) — w comi=1,2 -, mn

. chamar a fun¢do GH Dun e calcular o vetor gs (n x 1) por gs[i] = GHDun(s[i] x |d|,r, cc,32) com

Z.:172,"',TL;
obter o vetor auxiliar aux (n x 1) por auz|i] = gs[i] X exp(gsdf[i]) com i =1, 2, --- | n;
retornar aux.

Funcgao para transformar a escala de 0 a 1 para 0 a oo numericamente, denotada

por fldunnett(s,|d|, cc,r,df).

1.
2.

4.
A.5.

Recebe s (n x 1), |d|, cc, r e df;

calcular o vetor trans (n x 1), sendo seu i-ésimo elemento dado por
transli] = —In(s[i]), com i =1, 2, -+ | n;

. chamar a func¢ao fOdunnett e calcular os elementos do vetor f1 (n x 1) por

f1[i] = % x fOdunnett(transli], |d|, cc,r,df) com i = 1,2, --- | n;
retornar f1.

Funcgao para transformar a escala de —1 a 1 para 0 a 1 numericamente, denotada

por dunnett(s, |d|, cc,r, df).

1.
2.

Recebe s (n x 1), |d|, cc, 7 e df;

calcular o vetor trans (n x 1), sendo seu i-ésimo elemento dado por transfi] = 3 x s[i] + 1, com i
= 17 27 e, 1y

. chamar a func¢ao fldunnett e calcular os elementos do vetor £2 (n x 1) por

f2[i] = % x fldunnett(transli], |d|,r, cc,df) com i = 1,2, --- | n;

. retornar f2.

. Fungao principal para calcular as probabilidades do teste bilateral de Dunnett

dados balanceados, denotada por GLdunnett(|d|,cc,r,df,n).

. Recebe |d|, cc, r, df e n;

se (df > 1000)&(n < 200) faga n = 1000 sendo se (df > 10000)&(n < 500) faca n = 1000;
se df = oo, entdo retorne GH Dun(|d|,r, cc, 32) sendo vé para o passo 4;

calcular os nds e os pesos da quadratura de n pontos Gauss-Legendre usando a funcao auxiliar
“gauss.quad’ do R por zalpha = gauss.quad(n, kind = “legendre”);

chamar a funcdo dunnett para cada né e calcular seu resultado no vetor dunn, sendo seu i-ésimo
elemento dado por dunn[i] = dunnett(zalpha$nodes[i], |d|,r, cc,df) com i = 1,2, --- | n;

. calcular auz = dunnli] x zalpha$weightsli;

retornar aux que é a probabilidade 1 — a desejada.
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Tabela 1: Probabilidade do teste bilateral de Dunnett balanceado em funcao do ntmero r de
tratamentos em teste, do quantil |d| e dos v graus de liberdade, com correlagao p = 0, 5.

r  quantil |d| v Probabilidade do teste bilateral de Dunnett no intervalo (—d, d)
tabela  algoritmo proposto  algoritmo Dunlap et al. “mutnormpcs” “mutnorm”
3 3,391 16 0,99 0,990015188380339 0,9900126692757222  0,990001678466797  0,990044139733016
3 3,154 30 0,99  0,990010336839415 0,9900077298696600  0,989996492862701  0,990046703495114
5 3,052 9 0,95  0,950009517241960 0,9500061659666910  0,949997842311860  0,950052592282534
12 3,532 40 0,99  0,990019721301850 0,9900170859413210  0,990010499954224  0,990015754898422
12 2,902 40 0,95  0,950039074835228 0,9500364401254280  0,950035214424133  0,950130612774131
16 2,893 120 0,95  0,950046711605909 0,9500441103419875  0,950050115585327  0,950119716130834
16 2,846 00 0,95  0.949981317864986 0,9499813274655727  0,949979662895203  0,950063995134200

5 Conclusoes

Comparando os valores das probabilidades obtidas com os valores das referéncias observa-se
que o algoritmo proposto utilizando quadraturas gaussianas na resolucao das integrais forneceu
resultados precisos.
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