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DISTRIBUICAO BETA LOG-NORMAL: UMA ALTERNATIVAA PARA
ANALISE DE TEMPO DE VIDA DE DADOS DE SOBREVIVENCIA

Alexandre Henrique Martins!?, Lourdes Coral Contreras Montenegro'~

Resumo: FEste trabalho visa apresentar a distribuicao beta log-normal (BLN), bem como suas
funcées de densidade, acumulada e de sobrevivéncia. Além disso, buscamos adaptar essa funcdo
em dados de sobrevivéncia e compard-la com as distribuicoes cldssicas utilizadas neste tipo de
experimento como a exponencial, Weibull e log-normal. Para avalia¢do do modelo proposto, fo-
ram ajustadas as fungoes de sobrevivéncia dos modelos cldssicos por meio do pacote do software
R survival() bem como grdficos para avaliagdo de ajuste. Assim, comparamos com os resultados
da BLN e verificamos que o ajuste dessa func¢do € mais adequado que as distribuicdes anterio-
res quando ajustamos os testes de razao de verossimilhanca cldssico e generalizado. Portanto,
verificamos que a beta log-normal funcdo se adequa aos dados trabalhados e que ela pode ser
utilizada em andlise sobrevivéncia.

Palavras-chave: distribuicao beta log-normal, andlise de sobrevivéncia aplicada.

1 Introducao

A distribuigao beta log-normal (BLN), em termos gerais, é a uniao das fungoes beta e log-
normal. Com essa juncao, espera-se fazer uso em diversas dreas de pesquisa tanto em &reas
especifica de seguranca em engenharia e em outros campos que necessitem da utilizacao de
modelos probabilisticos para andlise de confiabilidade (Castellares et al. 2009). Em analise de
sobrevivéncia, ha a utilizacao de modelos probabilisticos para a descricao do tempo de vida
tanto de produtos industriais quanto em andlise clinica de pacientes que apresentem alguma
doenga. Segundo Colosimo et al. (2006), para esse tipo de pesquisa, devido a melhor adequagao
em varias situagoes praticas, as distribuigoes frequentemente utilizadas nessa metodologia sao:
exponencial, Weibull e log-normal. Assim, pretendemos apresentar neste trabalho a insercao da
distribuicao BLN em anélise de dados de sobrevivéncia. Para isso, adaptaremos esse modelo
a problemas proposto por Colosimo et al. (2006) e realizaremos comparagoes dos modelos
informados anteriormente por meio do Teste de Razao de Verossimilhanga e por métodos graficos.

2 Objetivo

Visamos neste trabalho apresentar a distribuicado BLN no tratamento de dados de sobre-
vivéncia e verificar sua aplicabilidade neste tipo de experimento.
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3 Metodologia

A distribuicao beta log-normal

Segundo Castellares et al. (2009), a nova distribuigdo com quatro parametros (a,b, u e o2),
dita beta log-normal (BLN) foi introduzida com a expectativa de aplicagdo em teste de anédlise
de sobrevivéncia na area da engenharia e em outros ramos de pesquisa.

Esse novo modelo é dado pela seguinte funcao de distribuicao generalizada beta

G(x)
F(z) = B(c:t, b /0 w1 (1 — w)b tdw = I (a,b) (1)

onde a > 0 e b > 0 além de serem dois parametros cuja funcao é introduzir assimetria e
variar o peso da cauda representada pelo grafico da distribuicdo. A funcédo de densidade da
BLN com quatro parametros (a, b,y e 02) é definida por

flz) = - {_% (10gg—~>2}q) (1"” - “)a_l {1 By <1°gx_”> }b_l (2)

xov/2mB(a,b) o o

A funcao de distribui¢ao acumulada e a fungao de risco correspondente da BLN s&@o expressas,
respectivamente

F(z) = I[¢(M)](aa b) (3)

o

cap{ - (22" o (o) 7 (1 - (g}
oy ) o () e () )
JIU\/%B(apb) [1_1@(%)](@,1))]

A funcéo de sobrevivéncia da BLN é dada por:
S(ZE) = ].—F(SL‘) = 1—I[¢(1ogxw)](a,b) (5)

Teste da Razao de Verossimilhanca

Para esse teste sao definidas as seguintes hipdteses: Hg: O modelo de interesse é adequado
vs. Hy: o modelo de interesse nao é adequado
A estatistica de teste para o TRV é dada por:

L(Owm)

TRV = —2log L(c) = 2log |log L(Ag) —logL(éM)]] (6)

G

onde, log L(Ag) ¢ o logaritmo da funcdo de verossimilhanca do modelo generalizado e log L(6r)
¢é o logaritmo da funcao de verossimilhanca do modelo de interesse. Temos que, sob Hg, a es-
tatistica de teste tem, aproximadamente, uma distribuicao qui-quadrado com graus de liberdade
igual a diferenca do niimero de parametros de cada um dos modelos que sao comparados.

Teste da Razao de Verossimilhanga Generalizado (TRVg)

As hipdteses sao definidas da seguinte maneira: Hg: O modelo G, é mais adequado para o
conjunto de dados do que Fy vs. Hi: O modelo Fy é mais adequado para o conjunto de dados
do que G,

Para tal teste usa-se a seguinte estatistica:
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yz|xu )
TLR,NN =< — X
{IZ; yz|l‘u )}
A\ 2) L
yz|xz, yz|xu
log 7
yz‘xzv > < Z y2|x17 )> ()

onde, f (y,]a;z,é) e g(yilzi,7) sdo as funcoes densidade de Fy e G, respectivamente e n é o
tamanho da amostra dos dados que serao analisados. Além disso, sob Hy, essa estatistica de
teste tem distribuicao aproximadamente normal padrao.

4 Resultados e Discussoes

Utilizaremos como base para nossas analises o problema 4, do capitulo 3, do livro “Analise de
sobrevivéncia aplicada” e cuja referéncia é Colosimo et al. (2006). O exercicio aborda a aplicagao
das técnicas paramétricas de andlise de sobrevivéncia para estimar o tempo médio e mediano
de vida de um tipo de isolador elétrico funcionando a uma temperatura de 200°C. Para isso,
foram coletados 60 isoladores, dos quais 45 haviam falhado e 15 ainda estavam funcionando apéds
o tempo de 2729 horas (censura). No entanto, abordaremos nesta pesquisa somente a fungao
de distribuicdo que melhor se adequa aos dados. As funcoes de densidade de probabilidade
utilizadas serao a exponencial, Weibull e log-normal:

1 1
exponencial: f(t) = —exp {—} >0 (8)
a a

t
weibull: f(t) = %ty_lexp {_a } >0 9)

2
log-normal: f(t) = \/;tea;p {—; <1®5(2_“> } >0 (10)

O software que nos serviu de plataforma foi o R, pois o mesmo obtém o pacote survival(),
base para este tipo de analise.
A funcao de sobrevivéncia é gerada pela seguinte relagao:

S(z) =1— F(x) onde F(t) é a funcdo acumulada de probabilidade (11)

Assim, com base nos dados do problema, foram gerados os modelos de sobrevivéncia para
cada uma das distribuigoes, conforme a seguir:

exponencial: S(t). = exp{—t/2017,756}, onde o = 2017, 756
weibull: S(t), = exp{—(t/1993,215)528131} " onde o = 1993,215 e v = 1, 28131
log-normal: S(t);,, = exp{—(log(t)—7,224766)/0,9505452}, onde p = 7,224766 e o = 0, 9505452

beta log-normal: 1—T1 ¢, logt_87783272>] (0,5600049; 14, 56351), onde pu = 8,783272,0 = 0,9227727,

0,9227727

a = 0,5600049 e b = 14, 56351

De posse dessas informacoes, geramos os seguintes graficos de sobrevivéncias estimadas em
comparacao ao modelo nao paramétrico de Kaplan-Meier:
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Figura 1: gréaficos das sobrevivéncias estimadas por Kaplan-Meier versus as sobrevivéncias esti-
madas pelos modelos exponencial, Weibull e log-normal.
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Figura 2: grafico de sobrevivéncia estimada por Kaplan-Meier versus BLN.

Pelas figuras 1 e 2, notamos que a distribuicao que apresenta o desvio menos significativo
em relagao ao método de Kaplan-Meier é a distribuicao Log-Normal. Contudo, necessitamos de
outro padrao de andlise via testes de hipdteses para ratificar a conclusao grafica e verificar se a
BLN realmente nao se adapta melhor aos dados trabalhados.

Apesar de nao existir uma funcao generalizada que abranja as quatro funcdes estudadas até
entdo, usaremos a BLN como funcao de comparacao em dois momentos: (1°) utilizaremos o
TRVg para verificar se a BLN é mais adequada que os modelos de Weibull e exponencial e (2°)
como a log-normal é um caso particular da beta

Os resultados seguem na tabela abaixo:

Tabela 1: Resultado dos testes TRV e TRV generalizado

Comparagao Teste utilizado Valor do teste P-valor
BLNxexponencial | TRV generalizado 3,99727 < 0,0001

BLN x Weibull TRV generalizado 3,857019 < 0,0001
BLN xlog-normal TRV 62,1694 < 0,0001

Pelos dados da tabela 1, podemos verificar que, em comparagao aos modelos propostos, a
inferéncia realizada pelos TRV e TRVg demonstrou que ha evidéncias que a BLN é um modelo
mais adequado para explicar o tempo de vida dos isoladores elétricos.
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Tabela 2: Critérios de selecao

Distribuicao AIC BIC HQ
BLN 711,1812 | 719,5586 | 708,8196
exponencial | 776,8767 | 778,971 | 776,2863
Weibull 775,394 | 779,5827 | T74,2132
log-normal | 769,3506 | 773,5393 | 768,1698

5 Conclusao

Com base nas informagoes tratadas acima, concluimos que, apesar de graficamente a BLN
nao apresentar um ajuste adequado quando comparada a distribuicao nao paramétrica Kaplan-
Meier, os testes de hipoteses elaborados confirmaram que o modelo beta log-normal apresentou
melhor ajuste aos dados do que as funcées Weibull, exponencial e log-normal. Além disso,
verificamos pelos critérios de selegao de modelos AIC, BIC e HQ (Hannan - Quinn) que o
modelo BLN foi o que melhor ajustou o tempo de funcionamento dos isoladores elétricos.
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