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Resumo: Este trabalho visa apresentar a distribuição beta log-normal (BLN), bem como suas
funções de densidade, acumulada e de sobrevivência. Além disso, buscamos adaptar essa função
em dados de sobrevivência e compará-la com as distribuições clássicas utilizadas neste tipo de
experimento como a exponencial, Weibull e log-normal. Para avaliação do modelo proposto, fo-
ram ajustadas as funções de sobrevivência dos modelos clássicos por meio do pacote do software
R survival() bem como gráficos para avaliação de ajuste. Assim, comparamos com os resultados
da BLN e verificamos que o ajuste dessa função é mais adequado que as distribuições anterio-
res quando ajustamos os testes de razão de verossimilhança clássico e generalizado. Portanto,
verificamos que a beta log-normal função se adequa aos dados trabalhados e que ela pode ser
utilizada em análise sobrevivência.
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1 Introdução

A distribuição beta log-normal (BLN), em termos gerais, é a união das funções beta e log-
normal. Com essa junção, espera-se fazer uso em diversas áreas de pesquisa tanto em áreas
espećıfica de segurança em engenharia e em outros campos que necessitem da utilização de
modelos probabiĺısticos para análise de confiabilidade (Castellares et al. 2009). Em análise de
sobrevivência, há a utilização de modelos probabiĺısticos para a descrição do tempo de vida
tanto de produtos industriais quanto em análise cĺınica de pacientes que apresentem alguma
doença. Segundo Colosimo et al. (2006), para esse tipo de pesquisa, devido a melhor adequação
em várias situações práticas, as distribuições frequentemente utilizadas nessa metodologia são:
exponencial, Weibull e log-normal. Assim, pretendemos apresentar neste trabalho a inserção da
distribuição BLN em análise de dados de sobrevivência. Para isso, adaptaremos esse modelo
a problemas proposto por Colosimo et al. (2006) e realizaremos comparações dos modelos
informados anteriormente por meio do Teste de Razão de Verossimilhança e por métodos gráficos.

2 Objetivo

Visamos neste trabalho apresentar a distribuição BLN no tratamento de dados de sobre-
vivência e verificar sua aplicabilidade neste tipo de experimento.
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3 Metodologia

A distribuição beta log-normal

Segundo Castellares et al. (2009), a nova distribuição com quatro parâmetros (a, b, µ e σ2),
dita beta log-normal (BLN) foi introduzida com a expectativa de aplicação em teste de análise
de sobrevivência na área da engenharia e em outros ramos de pesquisa.

Esse novo modelo é dado pela seguinte função de distribuição generalizada beta

F (x) =
1
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∫ G(x)

0
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onde a > 0 e b > 0 além de serem dois parâmetros cuja função é introduzir assimetria e
variar o peso da cauda representada pelo gráfico da distribuição. A função de densidade da
BLN com quatro parâmetros (a, b, µ e σ2) é definida por
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A função de distribuição acumulada e a função de risco correspondente da BLN são expressas,
respectivamente
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A função de sobrevivência da BLN é dada por:

S(x) = 1− F (x) = 1− I[Φ( log x−µ
σ )](a, b) (5)

Teste da Razão de Verossimilhança

Para esse teste são definidas as seguintes hipóteses: H0: O modelo de interesse é adequado
vs. H1: o modelo de interesse não é adequado

A estat́ıstica de teste para o TRV é dada por:

TRV = −2 log

[
L(θ̂M )

L(θ̂G)
= 2 log

[
logL(θ̂G)− logL(θ̂M )

]]
(6)

onde, logL(θ̂G) é o logaritmo da função de verossimilhança do modelo generalizado e logL(θ̂M )
é o logaritmo da função de verossimilhança do modelo de interesse. Temos que, sob H0, a es-
tat́ıstica de teste tem, aproximadamente, uma distribuição qui-quadrado com graus de liberdade
igual à diferença do número de parâmetros de cada um dos modelos que são comparados.

Teste da Razão de Verossimilhança Generalizado (TRVg)

As hipóteses são definidas da seguinte maneira: H0: O modelo Gγ é mais adequado para o
conjunto de dados do que Fθ vs. H1: O modelo Fθ é mais adequado para o conjunto de dados
do que Gγ

Para tal teste usa-se a seguinte estat́ıstica:
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onde, f(yi|xi, θ̂) e g(yi|xi, γ̂) são as funções densidade de Fθ e Gγ , respectivamente e n é o
tamanho da amostra dos dados que serão analisados. Além disso, sob H0, essa estat́ıstica de
teste tem distribuição aproximadamente normal padrão.

4 Resultados e Discussões

Utilizaremos como base para nossas análises o problema 4, do caṕıtulo 3, do livro “Análise de
sobrevivência aplicada” e cuja referência é Colosimo et al. (2006). O exerćıcio aborda a aplicação
das técnicas paramétricas de análise de sobrevivência para estimar o tempo médio e mediano
de vida de um tipo de isolador elétrico funcionando a uma temperatura de 200oC. Para isso,
foram coletados 60 isoladores, dos quais 45 haviam falhado e 15 ainda estavam funcionando após
o tempo de 2729 horas (censura). No entanto, abordaremos nesta pesquisa somente a função
de distribuição que melhor se adequa aos dados. As funções de densidade de probabilidade
utilizadas serão a exponencial, Weibull e log-normal:
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1
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O software que nos serviu de plataforma foi o R, pois o mesmo obtém o pacote survival(),
base para este tipo de análise.

A função de sobrevivência é gerada pela seguinte relação:

S(x) = 1− F (x) onde F (t) é a função acumulada de probabilidade (11)

Assim, com base nos dados do problema, foram gerados os modelos de sobrevivência para
cada uma das distribuições, conforme a seguir:

exponencial: S̈(t)e = exp{−t/2017, 756}, onde α = 2017, 756

weibull: S̈(t)w = exp{−(t/1993, 215)1,28131}, onde α = 1993, 215 e γ = 1, 28131

log-normal: S̈(t)ln = exp{−(log(t)−7, 224766)/0, 9505452}, onde µ = 7, 224766 e σ = 0, 9505452

beta log-normal: 1−I[
Φ
(

log t−8,783272
0,9227727

)](0, 5600049; 14, 56351), onde µ = 8, 783272, σ = 0, 9227727,

a = 0, 5600049 e b = 14, 56351

De posse dessas informações, geramos os seguintes gráficos de sobrevivências estimadas em
comparação ao modelo não paramétrico de Kaplan-Meier:
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Figura 1: gráficos das sobrevivências estimadas por Kaplan-Meier versus as sobrevivências esti-
madas pelos modelos exponencial, Weibull e log-normal.

Figura 2: gráfico de sobrevivência estimada por Kaplan-Meier versus BLN.

Pelas figuras 1 e 2, notamos que a distribuição que apresenta o desvio menos significativo
em relação ao método de Kaplan-Meier é a distribuição Log-Normal. Contudo, necessitamos de
outro padrão de análise via testes de hipóteses para ratificar a conclusão gráfica e verificar se a
BLN realmente não se adapta melhor aos dados trabalhados.

Apesar de não existir uma função generalizada que abranja as quatro funções estudadas até
então, usaremos a BLN como função de comparação em dois momentos: (1o) utilizaremos o
TRVg para verificar se a BLN é mais adequada que os modelos de Weibull e exponencial e (2o)
como a log-normal é um caso particular da beta

Os resultados seguem na tabela abaixo:

Tabela 1: Resultado dos testes TRV e TRV generalizado

Comparação Teste utilizado Valor do teste P-valor

BLN×exponencial TRV generalizado 3, 99727 < 0, 0001

BLN×Weibull TRV generalizado 3, 857019 < 0, 0001

BLN×log-normal TRV 62, 1694 < 0, 0001

Pelos dados da tabela 1, podemos verificar que, em comparação aos modelos propostos, a
inferência realizada pelos TRV e TRVg demonstrou que há evidências que a BLN é um modelo
mais adequado para explicar o tempo de vida dos isoladores elétricos.
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Tabela 2: Critérios de seleção

Distribuição AIC BIC HQ

BLN 711, 1812 719, 5586 708, 8196

exponencial 776, 8767 778, 971 776, 2863

Weibull 775, 394 779, 5827 774, 2132

log-normal 769, 3506 773, 5393 768, 1698

5 Conclusão

Com base nas informações tratadas acima, conclúımos que, apesar de graficamente a BLN
não apresentar um ajuste adequado quando comparada à distribuição não paramétrica Kaplan-
Meier, os testes de hipóteses elaborados confirmaram que o modelo beta log-normal apresentou
melhor ajuste aos dados do que as funções Weibull, exponencial e log-normal. Além disso,
verificamos pelos critérios de seleção de modelos AIC, BIC e HQ (Hannan - Quinn) que o
modelo BLN foi o que melhor ajustou o tempo de funcionamento dos isoladores elétricos.
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