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Resumo: A distribuicao normal é o modelo probabilistico continuo mais importante porque a
maioria dos métodos estatisticos € baseado nesse modelo e a maioria dos fenomenos aleatdrios
pode ser descrita de forma aproximada por ele. Hd vdrios testes de normalidade que, muitas
vezes, produzem resultados diferentes podendo rejeitar ou ndo a hipdtese nula de normalidade.
O objetivo do trabalho foi avaliar as taxas de erro tipo I e poder dos testes de normalidade
Shapiro- Wilk, Anderson-Darling, D’Agostino-Pearson e Lilliefors implementados no programa
R para decidir quais apresentam o melhor desempenho. As simulacoes de diferentes tamanhos
amostrais e algumas distribuicoes simétricas e assimétricas foram feitas no programa R para
avaliar as taxas de erro tipo I e poder dos testes. Sob normalidade, os quatro testes foram
exatos e, em relacao ao poder, o desempenho foi afetado pelo tamanho da amostra e pelo tipo
de distribui¢ao. Em distribuicées simétricas, o teste D’Agostino-Pearson (DG) foi um pouco
mais poderoso do que o teste Shapiro-Wilk (SW) enquanto que, nas distribuicoes assimétricas,
ocorreu, o contrdrio, porém, os dois foram superiores aos outros. Entretanto, o teste SW pode
ser mais indicado pois o teste DG sé pode ser aplicado para amostras maiores do que 30.

Palavras-chave: Normalidade Univariada, Programa Estatistico Livre, Teste de Shapiro- Wilk.

Abstract: We aimed to evaluate the Type I error rates and power of some normality tests im-
plemented on R software and conclude about the one with the best performance. Under normality
all tests were exact and the power was affected by sample size and type of distribution.

Keywords: Univariate Normality, Free Statistical Software, Shapiro- Wilk Test.

1 Introducao

Grande parte dos procedimentos estatisticos de estimagao e inferéncia de parametros supoem
distribuicao normal dos dados amostrais. Porém, tal suposicao é, muitas vezes, deixada de lado
pelos pesquisadores, seja por esquecimento, por falta de conhecimento ou por desconhecerem
qual o melhor método a ser aplicado para se verificar se os dados seguem ou nao a distribuicao
normal.

A distribuicdo normal é o modelo probabilistico continuo mais importante porque a maioria
dos métodos estatisticos é baseado nesse modelo e a maioria dos fenémenos aleatérios pode ser
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descrita de forma aproximada por ele. A distribuicao normal de uma varidvel aleatéria continua
X tem a funcao densidade de probabilidade dada por:

1 @
= 202
f(z) Noro ; (1)
em que u, média, e o, desvio padrao, sdo os parametros da distribuicao (Bussab; Morettin,
2003).

Avaliar o pressuposto de normalidade é exigido por intimeros procedimentos estatisticos, tais
como construgao de alguns intervalos de confianga, testes de hipdteses e andlise de variancia, pois
a maioria deles foi desenvolvido supondo que os dados sdo normais. Assim, torna-se importante
verificar esse pressuposto antes de se prosseguir com os procedimentos estatisticos que o exijam
(RAZALI; WAH, 2011).

A maior parte dos programas estatisticos disponibilizam maneiras de verificar a normalidade
dos dados, sendo os mais populares: métodos graficos, métodos numéricos e alguns testes, tais
como: testes de Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, Lilliefors, qui-quadrado etc. Métodos graficos,
como o Q-Q plot, sdo muito usados e 1teis para avaliar a normalidade dos dados, mas sao testes
subjetivos e é importante efetuar um teste formal quanto a normalidade dos dados para tirar
uma conclusao (FERREIRA, 2009).

Métodos numéricos incluem os baseados em coeficientes de assimetria e curtose enquanto
um teste de normalidade é um teste formal da hipétese de normalidade dos dados (RAZALI;
WAH, 2011). Os procedimentos baseados em desvios de assimetria e curtose devem ser usados
com cautela pois a nao rejeicao da hipdtese nula nao implica que a distribuicao seja normal, ja
que ha distribuicbes que ndo s@o normais e sdo simétricas e mesocurticas. Assim, utilizar um
teste formal de normalidade é importante, porém, os pesquisadores ficam confusos ao terem que
decidir qual escolha fazer.

H4 quantidade significativa de testes de normalidade disponiveis na literatura. No entanto,
os procedimentos mais comuns de normalidade disponiveis em programas de estatistica sao os
testes Shapiro-Wilk, Anderson-Darling, Lilliefors, Jarque-Bera, Cramer-von Mises, D’Agostino
Pearson, Kolmogorov-Smirnov, entre outros. Alguns destes testes s6 podem ser aplicados em
uma determinada condi¢do ou pressuposto. Além disso, diferentes testes de normalidade muitas
vezes produzem resultados diferentes e algum teste pode rejeitar enquanto outros nao rejeitam
a hipdtese nula de normalidade. Os resultados contraditérios sao enganosos e muitas vezes
confundem os profissionais. Assim, a escolha do teste de normalidade a ser utilizado é uma
tarefa dificil (RAZALIL; WAH, 2011).

Duas formas de avaliar o desempenho de um teste é por meio de suas taxas de erro tipo
I, sob a hip6tese nula (Hy), e pelo poder, simulando-se dados sob a hipdtese alternativa (Hy).
Um teste ideal nao deveria nunca rejeitar a hipétese de normalidade para uma amostra normal
e sempre rejeitar para amostras nao normais. Como tal teste nao existe, o que se busca é um
teste que apresente taxas de erro tipo I préximas do nivel nominal de significancia adotado e
que apresente altos valores de poder para poder ser recomendado.

De acordo com alguns trabalhos que avaliaram o poder de testes de normalidade, como
Razali; Wah (2011) e Yap; Sim (2011), observou-se que os testes de Shapiro-Wilk e Anderson-
Darling sao os mais poderosos e o teste de Kolmogorov-Smirnov é o menos poderoso. Porém, os
testes sao afetados pelo tamanho da amostra analisada e todos nao sao poderosos para amostras
de tamanho menor do que 30. Outro aspecto que afeta o poder dos testes é o tipo de distribuicao
utilizada. Para distribuictes simétricas de caudas curtas, os testes de Shapiro-Wilk e Anderson-
Darling sao os mais poderosos. Para distribuicoes simétricas de caudas longas, em relagao ao
poder, os testes Jarque-Bera e D’ Agostino-Pearson equiparam com o teste de Shapiro-Wilk. Para
distribuigoes assimétricas, Shapiro-Wilk é o mais poderoso teste seguido pelo Anderson-Darling.

Como nao é possivel avaliar o desempenho de métodos graficos por meio de taxas de erro tipo
I e poder foi avaliado o desempenho de alguns testes formais de normalidade. Assim, o objetivo
do trabalho foi avaliar as taxas de erro tipo I e poder dos testes de normalidade Shapiro-Wilk
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(SHAPIRO; WILK, 1965), Anderson-Darling (ANDERSON; DARLING, 1954), D’Agostino-
Pearson (D’AGOSTINO; PEARSON, 1973) e Lilliefors (LILLIEFORS, 1967) implementados no
programa R (R CORE TEAM, 2013) para decidir quais apresentam o melhor desempenho ao
responder se os dados podem ser considerados normais.

2 DMaterial e métodos

A simulagdo Monte Carlo foi utilizada para simular amostras normais sob a hipdtese nula
de normalidade, Hy, para avaliar as taxas de erro tipo I dos testes e amostras sob a hipdtese
alternativa Hj, ou seja, dados de distribuicoes nao normais para avaliar o poder. Em cada
situacao, os testes de normalidade foram aplicados ao nivel nominal de significancia pré-definido
«a com o valor de 0,05. Se o teste rejeita a hipotese nula e a amostra é da distribuicdo normal,
comete-se um erro do tipo I e, se nao for normal, uma decisdo correta foi tomada.

2.1 Simulagao Monte Carlo

Foram efetuadas N = 2.000 simulacoes sob Hy e sob Hi. Cada simulacao de cada dis-
tribuicao produziu amostras de tamanho n e esses valores foram: 10, 20, 30, 50, 100, 500 e
1.000. Valores de n menores do que 30 foram escolhidos porque, de acordo com a construgao
de alguns dos testes e por alguns estudos de simulacao, o poder tende a ser menor quando o
tamanho amostral é reduzido e isso foi verificado. Porém, o teste D’Agostino-Pearson exige que
as amostras tenham tamanho minimo n = 30, por isso, os tamanhos menores do que este nao
foram simulados para esse teste.

A proporgao de decisoes incorretas sob normalidade representa a taxa de erro tipo I empirica
e a proporc¢ao de decisOes corretas sob nao normalidade representa o poder empirico. As taxas
de erro tipo I foram comparadas com o nivel nominal de significincia por meio de um intervalo
de confianga para proporcoes a 0,99 de confianca. O IC exato para p com confianca de 1 — « é:

1 1
IC_a(p) = ; (2)
(n—y4+1)Fo/2,01=2(n—y+1),v2=2y (n—y) ’
L+ - y : =t 14 (Yy+1)Fa/201=2(y+1),02=2(n—y)

em que I, /5 é o quantil superior da distribui¢ao F' com v1 e v2 graus de liberdade (Ferreira,
2009). As taxas de erro tipo I e poder foram comparadas entre os testes de normalidade.

Os desempenhos dos seguintes testes implementados no programa R foram avaliados. O
teste de Shapiro-Wilk foi aplicado utilizando-se a funcao shapiro.test() do pacote stats. Os
valores-p desse teste s@o obtidos a partir de uma aproximagao realizada por Royston (1982). A
funcao ad.test () do pacote nortest foi usada para o teste de Anderson-Darling. Para o teste
Lilliefors, a funcao 1illie.test () do pacote nortest foi aplicada. Tais funcoes foram escolhidas
por permitirem a recuperagao do valor-p facilmente para comparar com o nivel a = 0,05 a ser
utilizado. J& para o teste de D’Agostino-Pearson foi usada a funcdo dagostino() do pacote
fBasics.

E importante ressaltar que a fungdo agostino.test() do pacote moments do programa R
também realiza o teste D’Agostino. Porém, sua implementacao difere da fungao dagostino() e
é baseada no trabalho de D’Agostino (1970), sendo mais indicada para detectar assimetria em
dados normalmente distribuidos. O desempenho dessa funcao também foi avaliado em relacao
as taxas de erro tipo I e poder e comparado com o desempenho da fun¢ao dagostino().

2.2 Erro tipo I dos testes

Duas mil amostras da distribuicdo normal de tamanho n foram simuladas, ou seja, cada
amostra X1, Xo,..., X, teve densidade normal. Assim, diz-se que X segue uma distribuicao
normal com os parametros p e o, ou seja, X ~ N(u, o). Para gerar tais amostras foi utilizada
a fungao rnorm com média p = 10 e desvio padrao o = 1, sem perda de generalidade.
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Se, ao aplicar os testes, a hipdtese nula de normalidade é rejeitada a um nivel nominal
de significancia de 0,05, entao a distribuicao dos dados é considerada erroneamente como nao
normal. A proporc¢ao de rejeicoes incorretas foi calculada para cada teste e representam as taxas
de erro tipo 1. Se o valor obtido for considerado estatisticamente diferente e menor do que o
nivel «, de acordo com o intervalo de confianga para proporc¢oes construido, o teste é considerado
conservador. Se, ao contrario, o valor for considerado diferente e maior do que o nivel nominal
de significancia, o teste é liberal.

2.3 Poder dos testes

Diferentes distribuicoes foram simuladas para contemplar diferentes situagoes de assimetria
e curtose. Duas mil amostras de tamanho n de algumas distribui¢oes nao normais, simétricas
e assimétricas, foram simuladas. As distribui¢oes simétricas foram a Uniforme(0,1), Beta(2,2) e
t(10). J4 as distribuigoes assimétricas foram Beta(6,2), x?(20), Lognormal(0,1), Exponencial(1)
e Weibull(3,1).

A distribuicao t de Student teve um caso, v = 10 graus de liberdade e foi simulada por meio
da funcao rt do programa R. Com poucos graus de liberdade, a distribuicao ¢ fica mais distante da
distribuicao normal e com maior nimero de graus de liberdade, ela se aproxima mais da normal.
Para o modelo lognormal, foram adotados os valores 0 para a média (u) e 1 para o desvio
padrao (o), na escala logaritmica, com o uso da fungdo rlnorm. Para o modelo exponencial,
foi adotado o valor de A = 1, o que corresponde a média igual a 1 e desvio padrao igual a 1,
pois u = o = 1/), e foi utilizada a funcdo rexp. Para as outras distribuicoes, procedimentos
parecidos foram adotados com o uso das fungoes runif, rbeta, rchisq e rweibull para gerar
amostras da uniforme, beta, x> e Weibull, respectivamente.

Os testes de normalidade foram aplicadas em cada uma das N = 2.000 amostras de cada
distribui¢ao simulada e a proporcao de rejeigoes corretas da hipdtese nula foi computada. Os
valores obtidos representam o poder dos testes, que foram comparados entre si.

3 Resultados e discussoes

Os resultados serao apresentados de acordo com as taxas de erro tipo I, na situagdo de
distribuicao normal, e poder, na situacao de outras distribuicoes.

Na Figura 1 estao representadas as taxas de erro tipo I dos testes de normalidade Shapiro-
Wilk (SW), Anderson-Darling (AD), D’Agostino-Pearson (DG) e Lilliefors (LL) para diferentes
tamanhos amostrais n e dados simulados da distribuigao normal com média 10 e desvio padrao
1. Todos os testes apresentaram taxas de erro préximas de 0,05 sendo, por isso, considerados
exatos. Seus valores ficaram dentro do IC para proporgoes (p) construido a 99% de confianga
com «a = 0,05, ICqgy(p): [0,033927;0,070504].

Keskin (2006) avaliou quatro testes de normalidade, Kolmogorov-Smirnov, qui-quadrado,
Shapiro-Wilk e D’agostino Pearson, quanto as taxas de erro tipo I e poder para amostras de
tamanhos n = 10 a n = 150. Os testes DG e SW foram exatos para todos os tamanhos
amostrais simulados a partir de uma normal com média 0 e desvio padrao 1, sendo estes testes a
apresentar os melhores resultados de erro tipo I. SW também mostrou ser o teste mais poderoso,
principalmente para amostras maiores do que n = 60.

Santos; Ferreira (2003) avaliaram testes de normalidade baseados nos coeficientes de assime-
tria e curtose, além do teste de Shapiro-Wilk. De acordo com os autores, o teste SW controla
adequadamente o valor do erro tipo I para amostras de todos os tamanhos e, ainda, os testes
relacionados com assimetria apresentaram melhores resultados para o controle do erro tipo I.

Na Figura 2 estao apresentados os valores de poder para os quatro testes em funcao do
tamanho amostral n para as trés distribui¢oes simétricas simuladas: U(0,1); B(2,2) e t(10).

Os testes foram mais poderosos para dados simulados da uniforme e menos poderosos para
a t. Para a uniforme, os valores de poder dos testes SW e DG atingiram aproximadamente 0, 80
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Figura 1: Erro tipo I dos testes SW, AD, DG e LL em fun¢do do tamanho amostral n para a
distribuigao N(10,1).
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Figura 2: Poder dos testes SW, AD, DG e LL, em fungao do tamanho amostral n para as
distribuigoes simétricas.

para n = 50, j4 o LL sé atingiu poder de 1,00 para n = 500, ou seja, um tamanho amostral
muito grande. Em relagao a distribuicdo uniforme os resultados obtidos eram esperados pois,
de acordo com Yap; Sim (2011), os testes SW, AD e DG possuem os maiores valores de poder
para essa distribuicao e o teste LL apresenta os piores resultados, principalmente para amostras
menores do que n = 50. O teste DG apresentou poder superior ao SW para as distribuigoes
B(2,2) e t(10). Na B(2,2), para n = 100, o teste DG apresentou poder de 0,67 e o SW de
0,45. Da mesma forma, na t, para n = 500, DG apresentou poder de 0, 70 enquanto o SW foi de
0,30 e todos os testes tiveram seu poder alto somente para amostras maiores do que n = 500.
Ainda assim, DG teve melhores resultados de poder do que SW em todos os tamanhos amostrais
mesmo nao sendo esse o resultado esperado, pois, de acordo com a literatura, o teste SW seria
o mais poderoso. Na maioria das situacoes, o teste LL foi o0 menos poderoso.

Na Figura 3 estao representados os valores de poder dos testes para as distribuicoes as-
simétricas B(6,2), x2(20), In(0,1), exp(1) e W(3,1).

As distribuigoes em que os testes apresentaram maior poder foram a lognormal e a expo-
nencial. Os valores ficaram em torno de 0,80 a partir de n = 30 para todos os testes, o que
foi semelhante aos resultados obtidos por Santos; Ferreira (2003) para os testes analisados pelos
autores.
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Figura 3: Poder dos testes SW, AD, DG, e LL, em fung¢do do tamanho amostral n para as
distribuigoes assimétricas.

O teste SW foi o mais poderoso, seguido do DG, para as distribuigdes assimétricas B(6,2),
x2(20) e W(3,1). Na Weibull, os valores de poder dos testes SW e DG s6 se destacaram em
relacdo aos outros a partir de n = 100. Os valores de poder de SW s6 foram altos (em torno de
0,90) em n = 1000, seguido de DG, confirmando o que se esperava baseando-se em Yap; Sim
(2011), mostrando que, para esta distribui¢@o, os testes apresentam baixo poder. Em oposigao
a isso, tem-se que a distribuigao lognormal apresentou 6timos resultados de poder para todos os
testes (a partir de n = 50), inclusive para o teste LL, condizendo com o que foi postulado por
Yap; Sim (2011).

Os resultados obtidos com a distribui¢io x?(20) condizem com Keskin (2006), o qual informa
que o teste de SW é adequado para amostras maiores do que n = 40. De fato, para amostras
de tamanho n = 50, SW teve o melhor poder, porém, para essa distribuicao, o poder sé é alto
a partir de n = 500. Sendo assim, o teste SW se mostrou o mais poderoso e tem seu poder
aumentado de acordo com o aumento do tamanho da amostra.

De acordo com Ahad et al. (2011), o melhor teste é SW, seguido de AD mas, de acordo
com as simulagoes deste trabalho, o segundo melhor é o teste DG. Razali; Wah (2011) tiveram a
mesma conclusao sobre o teste SW e afirmam que ele pode ser utilizado tanto para distribuigoes
simétricas nao normais quanto para distribuicoes assimétricas. O poder dos testes, ainda de
acordo com esses autores, pode variar de acordo com o tamanho da amostra e tipo de distri-
buigao. Assim como Ahad et al. (2011), Razali; Wah (2011) também afirmam que o segundo
melhor teste é o AD, e ainda apontam o desempenho de testes como KS, Kolmogorov-Smirnov,
que nao foi testado neste estudo e esse teste se mostrou muito pouco poderoso, assim como o
LL.

Na Figura 4 estao ilustrados os valores obtidos para o erro tipo I dos testes SW e das
duas implementagoes do teste DG, as fungoes dagostino e agostino.test, sendo a primeira a
utilizada neste trabalho.

As taxas de erro tipo I do SW e da funcao dagostino ja foram apresentadas na Figura 1
e os testes se mostraram exatos. J4 a funcao agostino.test apresentou valores de erro muito
baixos sendo considerado conservador para todos os valores de n.

Na Figura 5 encontram-se os valores de poder do teste SW para todas as distribuigoes
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Figura 4: Erro tipo I dos testes SW e as duas implementagoes de DG fungdo do tamanho
amostral n para a distribui¢ao N(10,1).

simuladas. Este teste foi analisado em particular por ter sido o mais poderoso na maioria das
situagoes. Os valores de poder do SW foram menores para a t(10) e W (3, 1); intermedidrios para
a x2(20) e B(2,2); e superiores para as outras distribuicdes, U (0, 1), exp(1), In(0,1) e B(2,2).
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Figura 5: Poder do teste SW em funcao do tamanho amostral n para as distribuigoes as-
simétricas.

4 Conclusoes

Para dados de distribuicao normal, os quatro testes avaliados foram exatos, controlando a
taxa de erro tipo I. Em relagdo ao poder, o desempenho dos testes foi afetado pelo tamanho
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Figura 6: Poder do teste DG para as fungoes agostino.test e dagostino.

da amostra e pelo tipo de distribuicao. Todos se tornaram mais poderosos a medida que se
aumentou o tamanho amostral. Na maior parte das situacoes, o teste Lilliefors foi o menos
poderoso. Em distribui¢oes simétricas, o teste D’Agostino-Pearson (DG) foi um pouco mais
poderoso do que o teste Shapiro-Wilk (SW) enquanto que, nas distribuigbes assimétricas, ocorreu
o contrario, porém, os dois foram superiores aos outros. Entretanto, o teste SW pode ser mais
indicado pois o teste DG s6 pode ser aplicado para amostras maiores do que 30.
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