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DISCUSSAO E APLICACAO DO MODELO DE REGRESSAO BETA
EM DADOS SOBRE A ANSIEDADE

Juliana Faria de Carvalho!, Isolde Previdelli?, Rosangela Santana?

Resumo: FEm estatistica € de suma tmportancia conhecer uma distribuicao de probabilidade
para descrever a chance de ocorréncia da varidvel resposta. O interesse na distribuicdo beta
deve-se a4 sua versatilidade para modelar experimentos aleatorios que produzem resultados mo
intervalo (0,1) devido a grande flexibilidade de ajuste dos seus parametros. Dando continuidade
a um trabalho que comegou como um projeto de iniciacdo cientifica: Momentos e Cumulantes da
Distribuicao Beta da Familia Biexponencial, € apresentada aqui uma discussdo sobre a fung¢ao
densidade, a distribuicio acumulada, a funcao geratriz de momentos (f.g.m), a fun¢ao escore,
os cumulantes até ordem quatro, a Matriz de Informagdo de Fisher, a relagdo dessa distribuicao
com algumas outras e ainda, como a distribuicao beta foi reparametrizada por Ferrari e Cribari
Neto (2004), com o objetivo de desenvolver um modelo de regressao beta. Este € bastante til
para modelar taxas e propor¢oes, restritos ao intervalo (0,1). Uma aplicagio em dados sobre
ansiedade € apresentada. O aplicativo Maple foi utilizado para a realizacao dos cdlculos ma-
temdticos e o software estatistico R para andlises e grdficos.

Palavras-chave: Momentos, Regressdo beta, Aplicacdo.

Abstract: The beta distribution has great flexibility to adjust its parameters to results in the in-
terval (0,1). We discuss this distribution and its reparametrization by Ferrari and Cribari Neto
(2004), to develop the beta regression model. An application for data on anxiety is presented.

Keywords: Beta Distribution, Beta Regression Model, Application.

1 Introducao

Em estatistica é de suma importancia conhecer uma distribuicao de probabilidade para
descrever a chance de ocorréncia da variavel de interesse. Este trabalho é resultado do pro-
jeto de iniciacao cientifica intitulado Momentos e Cumulantes da Distribuicdo Beta da Familia
Biexponencial e consiste num estudo da Distribuicao Beta, bastante utilizada para modelar ex-
perimentos aleatérios que produzem resultados no intervalo (0,1), devido a grande flexibilidade
de ajuste dos seus parametros. Ela estd entre as mais frequentemente empregadas para modelar
distribuicoes tedricas, pois muitas das distribuicoes finitas encontradas na pratica podem ser
facilmente transformadas na distribui¢ao beta padronizada, apud (Brito, 2009).

A busca pela origem da distribuigao beta remete a 1676, a uma carta de Isaac Newton para
Henry Oldenberg, na qual foi encontrada a férmula que mais tarde foi usada para calcular a
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distribuicao acumulada da beta. Um relato detalhado sobre a distribuicao acumulada é apresen-
tado por Dutka(1981), apud (Johnson, Kotz, Balakrishnan, 1995). Como esta é uma distribuigao
que tem relagdo com varias outras distribuigoes, a sua histéria acaba sendo construida em par-
tes, ao longo dos anos na medida em que os pesquisadores foram variando os valores dos seus
parametros e relacionando-a com varias outras distribuicoes, dentre as quais destacam-se: a
distribuigao arcoseno e arcoseno generalizada, distribui¢ao uniforme (quando p = ¢ = 1), Pareto
e distribuicao gama.

A distribui¢ao beta foi reparametrizada por Ferrari e Cribari Neto (2004), com o objetivo
de criar um novo modelo de Regressao para situagoes nas quais as variaveis de interesse sao
continuas e restritas ao intervalo (0,1). Eles fornecem expressdes de forma fechada para a
Funcao Escore, para a Matriz de Informacao de Fisher e sua inversa, e ainda realizam Testes de
Hipédteses para os estimadores de maxima verossimilhancga usando aproximagcoes obtidas a partir
da normalidade assintética. A partir de entdo, a regressdo beta passa a ser bastante utilizada
para modelar taxas e proporgoes.

Na 132 Escola de Modelos de Regressao, Ferrari (2013) apresenta muitas aplicagoes recentes,
dentre as quais, na area da saude, destacam-se: a proporcao de incidéncia de raios UVB em
pessoas com e sem 6culos (2006); a proporgao de drea de necrose miocardica em pacientes com
infarto agudo do miocérdio (2011); a qualidade de vida em pacientes com AVC medidos pelo
Stroke Impact Scale SIS (2012); o percentual de densidade mamogréfica em que densidade alta
¢ um marcador de cancer de mama (2012); a pontuacao do comprometimento cognitivo em
pacientes com Alzheimer (2012); a diferenca genética entre duas estirpes do virus febre aftosa
medido como a percentagem de nucledtidos que diferem entre si por uma definida porcao do
genoma (2007); a fragdo de matéria organica em do total de matéria em suspensao em uma zona
de amostragem de um rio (2009); dentre varias outras.

Uma aplicagao foi utilizada nos dados de um estudo clinico sobre transtorno de ansiedade
generalizada, conduzido pelo professor Dipankar Bandyopadhyay, do departamento de satude
publica, divisao de bioestatistica, da Universidade de Minesota. O estudo foi aleatorizado e
controlado por placebo.

2 Material e métodos

Por se tratar de um trabalho tedrico, foi feito um levantamento de referéncias sobre a
distribuicao beta e sua relagao com outras distribuigoes, bem como suas aplicagoes em diversas
areas do conhecimento. H4a varias referéncias relevantes, porém, as que mais se destacam sao os
livros Continuous Univariate Distributions, Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995), e Probability
and Statistics, De Groot (1989), e o artigo Beta Regression for modelling rates and proportions,
Ferrari e Cribari Neto (2004).

Para os calculos matematicos foi utilizado o aplicativo Maple e para as andlises estatisticas
o aplicativo R, que é um software estatistico livre.

3 Resultados e discussoes

A familia de distribuicoes beta, representada aqui pela varidvel aleatéria z e pelos pardmetros
de forma e escala p e ¢, segundo Degroot(1989), é composta de todas as distribuigdes com fungao
densidade de probabilidade da forma

1
B(p,q)

Para achar o valor de B parte-se da definicao da funcao gama

flaipq) = P 1-2)", 0<z <1, pg>0. (1)



Assim, tem-se
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Fazendo =z = uiv ey=u+wventdou=1xvev=y(l—x),sendo que u,v,y<0el<z<l.

Calculando o Jacobiano obtém-se |J| = y.
Substituindo na equacao (2)
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Portanto
L'(p)L'(q)

Lip+q)

Entao, a fungao densidade dada pela equagao (1) pode ser reescrita da seguinte forma

B(p.q) =

L(p+q) 21
['(p)T'(q)

De acordo com Degroot (1989), a densidade beta pode exibir formas diferentes dependendo
dos valores assumidos pelos parametros. Como exemplo tem-se as distribui¢oes uniforme e
arcosseno que sao simétricas em relagao as suas respectivas médias, o que ilustra a propriedade
de quase-simetria da distribuicao beta. Nas figuras abaixo observa-se variando os parametros p
e q obtém-se diferentes formas:

f(z;p,q) = (1—2)", 0<z<1 pg>0. (4)

Densidade beta (p.q)
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Figura 1: Densidade beta para diferentes valores para os parametros p e ¢
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Densidade beta (p.q)
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Figura 2: Densidade beta para diferentes valores para os parametros p e ¢

Uma familia de densidades dependendo de um vetor de parametros 61,60, ..., 0, é chamada
familia exponencial, S, se a funcdo de densidade f(x;61,6s,...,0;) puder ser expressa da forma

k

F@;01,00,...,00) = exp > Bj(01,0s,...,0,)S;(x) + C(601,02,...,6) + D(x)
7j=1

para todo z real e D(x),C(01,02,...,0k), B;j(61,02,...,0;) e S;j(x) fungdes conhecidas.
Como a densidade da beta definida em (1) pode ser escrita por

f(z;p,q) = exp(p — 1)Inx + (¢ — 1)in(1 — x) — InB(p, q),

observa-se entao, que de acordo com a defini¢ao, a distribuicao beta, de parametros p e ¢ pertence

as.
A funcéo distribuicdo acumulada da beta é definida por
Bx(p.q)
Fx(x) = ——=,
x(z) B(p,q)

em que Bx(p,q) = fow 2P~1(1—2)%"1dz é a funcdo beta incompleta, Johnson, Kotz e Balakrishnan
(1995).

A funcao geratriz de momentos (f.g.m) permite gerar todos os momentos de uma fungao de
distribuicao como média, variancia, assimetria e curtose. Considerando uma variavel aleatoria:
z e um t (real) a f.g.m. é dada por: M,(t) = E[e!®]. Na distribuicio beta para facilitar os
caculos considera-se (—logz), onde z é uma beta padrao, (Johnson, Kotz, Balakrishnan, 1995).

Portanto
B(p—t,q)
B(p,q)

M,(t) = E(e~to97) =
A funcao geradora de cumulantes é dada por

Muitos pesquisadores discutem sobre a estimacao dos parametros pelo método dos momentos
e pelo método de méaxima verossimilhanca, as vantagens e desvantagens de cada um, maiores
detalhes ver Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995). Como este ultimo requer o uso de métodos
iterativos de estimagao, apresenta-se aqui, entao, o calculo dos quatro primeiros cumulantes pelo
método dos momentos.
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Quando a funcao densidade é dada pela equacao (4), os momentos de ordem, (mg), podem
ser calculados para k=1,2,3,4...

1
E(xk):/o ¥ f(x)d.

Portanto

kY ['(p+q) 1wp+k71 _ e g
B )F(P)F(Q)/o L) do.

-~

beta(p+k,q)

Tem-se entao
L(p+¢T'(p+k)I(q)

E(zF) = .
&) F(p)T(@)I(p+k+q)
Simplificando

ky _ plp+1)..(p+k—1)

(%) = —. (5)
P+alp+q+1)..(p+q+k-1)
Os dois primeiros cumulantes sao respectivamente a média e a variancia
p

Ex)=—— 6
(@) = 2 ()

_ 2 2 _ pq
Var(z) = E(a?) — [B(2)]? = (7)

P+a?P+a+1)
O terceiro cumulante é a Assimetria, que é uma medida utilizada para avaliar a normalidade
de uma distribuigdo. Quando a média coincide com a moda e a mediana, a distribuicao é
simétrica. A assimetria é equivalente ao momento central de ordem 3, e 0os momentos centrais
sao representado por

Portanto .
E(z —z)° = /O (z — )32 V(1 — 2) 0 Vg
expandindo
E(z—17)= /01(:B3 — 3227 + 32z — 2P V(1 — 2) @ Dz
distribuindo

1 1
E(x —1)* = / 2P Y(1 - )@ Vdy —3:6/ 22x®P Y1 — )l Vg
0 0

E(z?) E(a?)
1 1
+3:E2/ cxP V(1 — ) Vg —i?’/ 22zP V(1 — ) Vg
0 0
E(z1) E(zY%)=1
simplificando
E(z —z)% = E(2®) — 3zE(2?) + 32%E(z) — 3.
Sabendo que z = E(z) = 2 entao,
3 _ plp+1)(p+2) p pp+1)
E(x—1z)° = -3
P+ap+a+p+a+2) p+q) \(p+alp+qg+1)
3
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Portanto

PP +3p°+2p 3@ +pY) 2p°
P+a)p+a+)p+q+2) (@P+9?*p+q+1) (p+q93

A Curtose é uma medida do achatamento da distribuicao de probabilidade e é calculada por
meio do quarto cumulante. Essa medida indica se a curva da distribuicao é mais aguda ou mais
achatada do que uma curva normal padrao. Esta medida tem trés classificagoes:

i)- quando a curva apresenta comportamento de uma normal padrao é denominada Me-
socurtica e tem o coeficiente de curtose k = 0.263;

i1)- quando ela tem o topo mais alto é denominada Leptocirtica, isso acontece quando
os valores observados se encontram agrupados em torno da moda e o coeficiente de curtose é
k < 0.263;

i11)- e quando ela é mais achatada é denominada Platicirtica, e isso significa que vérias
classes ou observacoes tém valores iguais, nesse caso o coeficiente de curtose é k > 0.263.

A representacao da curtose pelo método dos momentos é dada por

E(x—1)= (8)

2
ky = pa — 32 =my—3 +47T +12(z2 —6(z%), 9
4= Ha — Oy =Ty M2 T M3 (%) po (%) (9)
(E(z2)2) Assimetria Var

onde py, representa os momentos centrados e mj os momentos de ordem. Para obter my, utiliza-

se a equacao () e obtém-se: my = (p+q)(gf;j{.g’(’;f;j{’;gf’;ﬂw. Os demais momentos ja foram

calculados anteriormente, entao, fazendo as devidas substitui¢oes tem-se

B plp+1)(p+2)(p+3) - plp+1) (),
k4_{(p+Q)(p+q+1)(p+q+2)(p+q+3)} 3[(p+q)(p+q+1)] +4(p+q)
x[ p*+3p° +2p 3P+ 2p° ]
p+ap+a+)p+aq+2) (+9?p+qg+l) (p+q)?

+12 (piq)Z [(p+q)2éupq+q+l)} a (1&)4

A Fungao de Verossimilhanga é a fungao densidade conjunta de uma amostra aleatoria
(r1,22, - ,x,) sendo n o tamanho da amostra e cada x; é proveniente de uma distribuigao
beta. Ela geralmente é utilizada para obter estimativas dos parametros, utilizando o principio
da maxima verossimilhanga, e é representada por

. (10)

n

L(p,q;x) = [ [(@iip,a)-

=1

Esse método consiste em maximizar L(p, ¢; ), que no caso da distribuigdo beta tem-se

n
p7Q7 HB 1_xl)q 17

=1
expandindo o produtoério obtém-se

n

SRR G PSR
L) = g, g L= 10—

Geralmente adota-se o logaritmo dessa funcao para facilitar os calculos e por isso é denominada
log-verossimilhanga, denotada por I(p, ¢; x)

n

I(p, ;) = n(log(1)) — n(log (B(p,q))) + log(J [ «7~") + log(J [ (1 — z:)*7Y).
=1

i=1
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Desenvolvendo as propriedades logaritmicas
I(p, q;) = 0 — n(log(B(p, ) + Z — 1)log(z;) Z(q — Dlog(1 — x;)),
i=1
expandindo B

1.:2) = =g | TE) 0= )Y togte) + (g =1 D toglt — )

obtém-se entao a log-verossimilhanca

I(p, q; ) = —nllog(T(p)) +1og(T(q)) —log(T(p+4q)) + (p—1) Z log(z;)+(q—1) Z log(1—x;))

(11)

Para obter os Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV) deriva-se a log-verossimilhanca

com relagao a cada um dos parametros (p, q). Essas derivadas de primeira ordem sao denomi-
nadas Funcao Escore e sao representadas por: Uy(p,q) e Uy(p, q).

~op,gz) I (p) I"(p+gq
Up(%‘l)—a(p)——n[r(p)]-i-n[ T(p+ ) } ;ZOQ z;) = 0. (12)
Uq(p,q) = W =-n [11:/((5))] +n [FI a ] +Zlog 1—a;)=0. (13)

Nao ha uma forma fechada para a obtencao desses estimadores, logo é preciso obté-los por
algoritmos de aproximacao numérica, ou de otimizagao nao linear, como o de Newton Raphson.
Os algoritmos de otimizagao requerem a especificagao de valores iniciais para serem usados no
processo iterativo (os chutes iniciais).

A derivada da fungdo gama, I'(-), é usualmente representada por ¢ (-) e conhecida como
fungao digama, e a derivada de segunda ordem, I'”(-), representada por v'(-), conhecida como
funcao trigama.

De acordo com Fisher, qualquer funcao densidade da familia F'((x/0),V0 € ©) tem toda sua
informacao presumivel desde que satisfaca as seguintes condi¢oes de regularidade:

i)- © é intervalo aberto da reta real, podendo mesmo coincidir com toda a reta real;

i1)- Os conjuntos {x : F'((x/0) > 0} sdo independentes de 6;

ii1)- % existe e é finita,Vx e V0 € ©;

2
iv)—V@G@:O<E9{<6lC()§/9)> }<oo;

Uma vez que se verifiquem as quatro condicoes acima, pode-se obter a Matriz de Informacao
de Fisher, que é denotada por k e consiste basicamente na esperanga matematica negativa das
derivadas parciais, de segunda ordem, da funcao log-verossimilhanca

(PP g ()
k o E 28p2 E ?paq . |: kfpp kpq :|
- 0%l(p,q) 0%1(p,q) - :
-F “Badn quq -F e q’; 4 kgp  kqq

As derivadas de segunda ordem sao dadas por

2l _ _, {_ C'(p) | () | T'(pta) F”(p+q)}
op? I'2(p) T(p) I'2(p+q) T(p+q)
2 _ {_ ['(q) | I(q) | I'(pta) F”(p+q)]
oq? I'2(q) I'(q) I2(p+q) T(p+q)
o _ o2t | (ptq)  T"(p+q)

dpdq — 9qdp I'2(p+q) T(p+q)
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O célculo da Esperanca foi realizado no aplicativo Maple e consiste na integral em todo o
espaco em que a fungao densidade estd definida, ou seja, (0,1) de = vezes a fungao: as derivadas
de segunda ordem. Portanto tem-se

ko=t [_d)(p) L YAPTP) +9@)°Tp) | ¢t Y(Lp+alp+a)+dp+a)’ TP+ Q)]
T2t T) L(p) L(p+q) T(p+q)
ko= tn [_d}(q) L VLot + (@) | vp+ae)  $1p+alp+ae) +9p+e T+ C])}
2| T I(q) L(p+q) T(p+q)
b L vt $(Lp+oTp+9) +¥@+ 9T +aq)
w2 T +g) L(p+q)

E por fim, a Inversa da Matriz de Informacgao de Fisher

o o kPP Lpa
k™ =k (p,q)=<kqp paa )

também foi obtida com o aplicativo Maple, que se encontra em anexo.

3.1 Relacao da beta com outras distribuicoes

A distribuicao beta pode ser transformada ou originada de outras distribuigoes, como por
exemplo, fazendo p=¢=1, obtém-se a distribuigao Uniforme no intervalo (0,1).

Uma pgssibilidade também, é que a beta surge naturalmente da ” Teoria Normal”. Fazendo:

X

V= s
x? com v; graus de liberdade. A distribuicao de V2 é entdo uma distribuiciao beta padrdo com
parametros p = %Vl q= %‘/2

Como V? e (X? + X3) sdo mutuamente independentes, esse resultado pode ser extendido
para X7, X2, ...,X,%, com Xf sendo uma y? com vj graus de liberdade (j=1,2,....k). Entao VE=

X2 V2 — X2+ X2 Ve — X24..+X—12

X3+Xx3° 2 X3+X2+X3 k-1 X7+X3
independentes, cada uma com distribuicao beta, os valores de de p, q para Vj2 sendo ZLI v,

onde X7 e X3 sao varidveis aleatérias independentes e X]2 é uma distribuicao

sao varidveis aleatérias mutualmente

%vj + 1, respectivamente.

O pesquisador Kotlarski (1962) investigou as condigoes gerais do produto de variaveis aleatérias
independentes com distribuigao beta, apud Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995). Ele afirmou
que sob essas condigoes descritas acima, o produto de qualquer conjunto consecutivo de Vj2/s
também tem distribuicao beta. Essa propriedade vale para quando v’s é qualquer niimero posi-
tivo (ndo necessariamente inteiro).

Uma relagdo importante é com a distribuicao de Pareto. A varidvel aleatéria X, com distri-
buicao de Pareto de quatro parametros, tem fungao de densidade de probabilidade dada por

c-1 c]—(atl)
Flz, a0, 8,7, C) = C;)‘ <x ; A) 1+ <$;A> ] , (14)

onde A<z < oo, 8>0,a>0,C >0; eonde )\ é parametro de localizagdo, § é parametro de
escala, (o, C') sdo parametros de forma.

Os pesquisadores Abd Elfattah et al. (2007) mostram como a distribuigao Pareto Generali-
zada de quatro parametros pode ser transformada na distribuicao beta tipo II. Considerando os
parametros C' = =1e A =0, a equacao (14) reduz-se a uma distribuicao beta tipo dois com
fdp f(z,a) = (1 +z)~ @D com z > 0, a > 0.

T—A

(&
Uma outra possibilidade é seguinte a transformacao: y = ( 7 ) , a equagao (14) é trans-

formada numa distribuicio beta tipo dois 5(1, ) com fdp f(y,a) = a[l + 3]~ com y > 0
a > 0.
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Uma outra distribuicao que surge a partir dessa relagao da Pareto Generalizada com a beta
¢ a Distribuicdo Beta-Pareto (DBP). De acordo com Akinsete et al.(2008), muitos autores ja
haviam observado a versatilidade da Distribui¢ao de Pareto Generalizada (DPG) na modelagem
de diversos tipos de dados com cauda longa e isso o motivou a propor essa generalizacao da
distribuicao Pareto.

Seja F(x) uma fungao de distribuicdo acumulada (fda) de uma varidvel aleatéria z. A fda
para uma classe generalizada de distribuigdo, para a varidvel aleatdria x é gerada mediante a
aplicacao da funcao de distribui¢do acumulada inversa, para uma variavel aleatéria beta, para
obter

F(a+p5)
INGHINCE)

Resolvendo essa integral e derivando em seguida, obtém-se a funcao densidade de probabili-
dade para G(x), em funcao de F(x)

F(z)
Glz) = /0 P10 ld 0<a B <. (15)

o) = g PO 1= PP F (@), k0>0, 420 (16)
onde D(@)r(8)
Bled) = vt p)

Feito isso, substitui-se esse F(x) que representa uma funcdo de distribui¢ao acumulada qual-
quer, pela distribuicao acumulada da pareto de dois parametros

Flz)=1- (%)7’“

O resultado dessa operacao é a funcao densidade de probabilidade para a varidvel aleatoria
beta-Pareto, representada por

g(x):%{l— (;C)_k} (%)_kﬁ_l,xze; a, 8,0,k > 0. (17)

Definindo y = (%)_k, na equagao acima, nao é dificil mostrar que feoo F(x)dx = 1.
Se a variavel aleatéria x tem fungdo densidade definida na equacao(17) pode ser escrita como

X ~ BP(a, 3,0, k).

3.2 Reparametrizacgao

Na estatistica tem-se grande interesse em estudar a relagdo entre as varidveis preditoras
e uma varidvel de interesse (resposta). Esse problema é abordado por meio de modelos de re-
gressao, que ao serem ajustados, podem ser usados para realizar predicoes, calcular probabilidade
e explicar o relacionamento entre as varidveis.

Para modelar a média da resposta é necessario um parametro de precisao. Esse parametro
foi obtido por Ferrari e Cribari Neto (2004), com uma reparametrizacao da distribui¢do. Com
isso, desenvolveu-se o modelo de Regressao Beta que desde entao vem sendo bastante utilizado
por ser muito eficaz para modelar taxas, proporc¢oes ou qualquer variavel resposta que esteja no
intervalo (0,1). E ainda, numa andlise de regressao, é comum a varidvel reposta ser representada
pela varidvel aleatéria y, entao a densidade reparametrizada é dada por

Fh.6) = oo 1= ) <y <, (19)
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_ _ Ay _ p(i—p)
com E(y) = u e fazendo ¢ = p + ¢, obtém-se Var(y) = pan

conforme observa-se abaixo

r(w)r(r—(?zuu)(ﬁ)} D(—=(=1+ p)o)T(pp+ 1)

B = L6 +1)

simplificando e expandindo

E(y) = [FF(%L))} L(op+1) _ {(Eﬁ@%;] (pp)(dp — 1)!
YT e (o)
simplificando
p Bly) = 2= Di(éu) _ (@ —DNew) _ o _
(¢)! (P)p—1! ¢
e portanto,
E(y) = . (19)

Para obter a variancia, primeiro desenvolve-se o segundo momento ordinario dado por

E(y?) = [F(m)r(rf(?—)uum) D(—=(=1+4p)o)T(op +2)
! L(¢+2) ’

que simplificando ( o
oy (op+1)(op
B =65 1)00)

Sabendo que a variancia é dada por E(y?) — [E(y)]?, substitui-se entdo pelos valores obtidos

(Pu+1)(Pp) o

Var(y) = m K
desenvolvendo (D10)2 + (b) — ()2 — 112
Vart) = 6+ 1)
simplificando (610)( )
_ opl—p)
V) = )
portanto

_ (= p)
Var(y) = T

Para obter do terceiro cumulante basta desenvolver E(y—%)3 = E(y3) —37F(y?) +3352E(y) —
7°. Desenvolvendo o terceiro momento ordinirio obtém-se

B(y?) = @nE2) 0+ V(o)
(@ +2)(¢+1)(¢)

Substituindo pelos valores obtidos anteriormente

s ((pu+2)(dp+1)(op)\ , [(op+1)(on)
E(y_y)3‘< CEDICERIT) > 3“{ 61D

portanto a assimetria é dada por

(Pp+2)(pp + 1)(¢M)> B {?w(dw +1)(¢n)
(9 +2)(¢+1)(9) (¢ +1)(0)

] + 3 — i,

E(y—y)3=< ]+2u-
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Para obter o quarto cumulante substitui-se na equagao (9) os momentos apropriados. Pri-
meiro é preciso obter o momento ordinario de ordem quatro

_ (9 +3)(9p+2)(¢p + 1) (d1)
(@+3)(@+2)(¢+1)(¢)

Fazendo as devidas substituicoes tem-se a Curtose

k4:[(¢u+3)(¢u+2)(¢u+l)( W_B[(w 1) (6p >]

61 3)(6+ 26+ 1)(0) CES)
(op+2)(op+ )(op)\  [3plop +1)(on) 2 [p(—p) 4

*“K 6126+ 1)) > [ 6+ 1)(0) ]*2“}“2 MH} O

Para obter uma estrutura de regressao para a média da resposta, é necessario um parametro
de precisao, representado aqui por é que tem o seguinte significado: para p fixado, o maior
valor de ¢ implica na menor variancia de y, ou seja, para u fixado, a dispersao da distribuigao
diminui quando ¢ aumenta. Isso é bem representado pela Figura 3, onde para um valor de p fixo
e variando ¢, pode observar com clareza que, aumentando o valor de ¢, a dispersao da funcao
densidade dimimui.

Densidade beta

&

TR

RERERE

g

densidade

T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3: Fixado um valor para u, aumentando ¢, a dispersao da funcao densidade dimimui.

O modelo de regressao beta é obtido assumindo que a média de y; pode ser escrita como

k
0= b =m, (20)
=1

onde 8 = (B1,02,...,0) é um vetor de parametros de regressao desconhecidos (5 € R"™) e
(41, ..., 2T) SA0 as observagoes das k covaridveis fixas e conhecidas e g(.) é a funcao de ligagao
que mapeia (0, 1), estritamente monétona e duas vezes diferencidvel em R. A variancia de y; é
uma funcao de u; e como uma consequéncia dos valores das covaridveis, assim as variancias da
resposta, nao constantes, sao naturalmente acomodadas dentro do modelo.

Baseado em apenas uma tnica observacao a log-verossimilhanca é dada por

L(p, ) = log P(yi, i, $) = log '(¢) — log I'(ug¢) — log I'((1 — )¢)
+(pup —1)logy + [(1 — p)¢ — 1]log (1 — y).

A Funcao Escore

01 8) = 22— —log(@p)T (60 + (1~ 00)0+ oin(y) (1 —)
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Olp, ¢
o
Assumindo que
y* =log(:%),
pr= ‘P(glqﬁ)r—(A;I’((l — 1)9),
P(N) =5 e
¥ (-) — fungao digama.
As Fungoes Escores de 1 e ¢ podem ser reescritas como

Ug(p, @) = = log¥(¢)I'(¢) —log¥ (dp)T (pp) — ¥ (1—p)p(1—p) +pln(y) +(1—p)in(1—y).

Uatisd) = 252 — oty = ) 1)
Ualps ) = P58 = " = ) + g1 — ) = (1~ o+ (o). 22)

Ferrari e Cribari Neto (2004), apresentam esse resultado de forma matricial e para isso é
necessario entender a seguinte definicao

al(ﬁa ¢) zn: alt(,ut, <Z5) d,ut 8771‘,

IBi —1 Ope Tmaﬁi'
Observe que
dpe 1
dne g’ ()

Desta forma a Funcao Escore pode ser reescrita matricialmente como segue

Us(B, ) = X ' T(y* — ™) (23)
1

com X sendo uma matriz cuja t-ésima linha é z; , T = diag{g,(m),...,g,(bn)}, Y=

Wi un), = (p3, .o ) ©

n
Us(8,0) = D _{mely" — w*) +log(L — ) — (1 = 1)) + 0 ()} (24)

t=1
Os estimadores de maxima verossimilhnga de 5 e ¢ sao obtidos das equacoes Ug(3, ¢) = 0
e Uy(B,¢) = 0 e nao tém forma analitica, portanto é preciso obté-los numericamente usando
um algoritmo de otimizagao, geralmente nao linear, tal como o algoritmo de Newton Raphson,
ou um algoritmo de quasi-Newton. Ferrari e Cribari Neto (2004) sugerem usar como ponto de
partida para estimar § os estimadores de minimos quadrados ordinarios do vetor de parametros
obtido a partir de uma regressao linear das respostas transformadas g(y1),...,g(y,) em X, isto

6 (XTX)'X], onde z = (g(y1),...,9(yn)) . E como palpite inicial para ¢ sugerem

t=1 T4
onde, /i; é obtido aplicando g~1(-) ao t-ésimo valor ajustado de regressdo linear de g(y1), . - ., 9(yn)
em X, isto é, jiy = g (X T(XTX)1X ) e 5?7 = m aqui ¢ =z — X(XTX)71X[ éo

vetor de residuos de minimos quadrados de regressao linear da resposta transformada.
O proximo passo é a obtengao da Matriz de Informacao de Fisher.

_ ?U(p,9) _ U(p,9)

E 23u2 E ?M&f’ _ { kup  Fpug }

92Uy, 9) 9% (p,9) - ’
—BE(%52) -EB(%5% kou ks

k=
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As derivadas de segunda ordem foram obtidas no aplicativo Maple e o calculo da esperanca
negativa das segundas derivadas com as respectivas simplificagoes fornece
by = 6210 (1) + ¥ (1 — ) )
— 12 (1) + (1 — )2((1 — 1)6) — v (¢)
kg = kop = o[p’ (o) — (1 — )¢ ((1 — p)v)], sendo ¢'(+) a funcdo trigama.
Sejaw = diag{w,wa, ..., wn} comwy = ¢{Y' (ued)+¢'(1—p)$ ”W’ = (ct,eyen) T,
com ¢; = {Y (wp)pe — V' (1 — pe)P)(1 — py)}, onde ¢'(+) a funcdo trigama. Seja também

(
D = diag{dy, ... dy}, com dy = ¥ () + (1 — p)d)(1 — )2 — ' (6).
A Matriz de Informacao é dada por

k.0 = | [ ]

kop Koo
onde:
kgs = X TWX
kgp = kjg = X "Tc
kgp = tr(D)

Os parametros [ e ¢ nao sao ortogonais. E sob condicoes normais de regularidade para a
estimagdo de maxima verossimilhanga quando a amostra é grande,

(5)=eal(2) %),

onde [ e ¢ sdo os estimadores de maxima verossimilhanca de 8 e ¢ respectivamente.
Portanto é 1til obter uma expressao para a Inversa da Matriz de Informacao de Fisher,
representada por

kBB |Be

-1 -1

kK= =k"(B,0) = ( LOB o0 >

Onde T T T —1
B9 = 3 TW ) 1 XTEEXOOWO 2 com o 4r(D) g TTX (X TWX) X T Te
K99 = (kP9)T = (X TWX) ' X T,
k¢¢ — f}/_l

I, é uma matriz identidade k x k.

3.3 Aplicacao

Foi utilizado um estudo clinico sobre transtorno de ansiedade generalizada, conduzido pelo
professor Dipankar Bandyopadhyay, do departamento de satide piblica, divisao de bioestatistica,
da Universidade de Minesota. O estudo foi aleatorizado e controlado por placebo, envolveu 326
participantes em 5 centros clinicos. Estes participantes sao acompanhados por até 8 semanas. O
resultado primario é se os participantes responderam ao tratamento ou nao. A Varidvel Resposta
¢é definida como a porcentagem da reducao da pontuacgao final do participante, medida pela linha
de base na Escala de Ansiedade de Hamilton (HAM-A). O conjunto de dados estd localizado na
webpage http://www.biostat.umn.edu/ dipankar/bmtry711.11/exam2probl.txt.

Foi aplicada a regressao beta nesses dados, utilizando o pacote betareg, do software estatistico
R. A varidvel resposta é a razao entre o escore final e o inicial dos individuos participantes, e as
covaridveis sdo z1: droga (ativo = 1 ou placebo = 0) e z2: nimero de semanas que participou
do estudo . Os parametros estimados e seus respectivos erros padrao, acompanhados do valor
da estatistica z e o valor z sao apresentados na Tabela 1 abaixo:

Como pode-se observar pela estimativa do parametro Droga, que o erro padrao é alto quando
comparado com o valor da estimativa e ainda, ha evidéncia de que esta nao ajuda explicar a
variabilidade da varidvel resposta, o que nao ocorre com os demais, como apresentado na Tabela
1.
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Tabela 1: Parametros estimados.

Parametro Estimado Erro Padrao Estatistica z valor z
Bo 1,7574 0,3211 -5,64 ;0,001
Droga -0,1294 0,1019 -1,27 0,2052
Semanas -0,2329 0,04131 -5,64 ;0,001

A estimativa de ¢ é de 4,0492, com erro padrao 0,2982, um valor z 13,58 e a probabilidade
< 0,001 e as estatisticas de ajuste do modelo foram: -2 Log Likelihood=—90.9, AIC= —82,9,
AICC= —82,8 e BIC= —68,1. Com base nestes critérios, recomenda-se o uso do modelo ajus-
tado aos dados. Parece que o paciente que é acompanhado por mais tempo (semanas) apresenta
melhores resultados, independente do uso da droga.
Abaixo seguem os graficos do ajuste da regressao beta aos dados de ansiedade:
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Figura 4: Gréficos para andlise de influéncia da Regressao da resposta transformada.

Deviance residuals (absolute values)
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Figura 5: Gréficos para andlise de influéncia da Regressao da resposta transformada.
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Residuals vs linear predictor
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Figura 6: Gréficos para andlise de influéncia da Regressao da resposta transformada.

Cook's distance plot
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Figura 7: Gréaficos para andlise de influéncia da Regressao da resposta transformada.

Generalized leverage vs predicted values
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Figura 8: Gréficos para andlise de influéncia da Regressao da resposta transformada.
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4

Conclusoes

Esta pesquisa de iniciagao cientifica abordou a distribuicéo beta e seus principais cumulantes,

bem como fungao escore e matriz de informacao de Fisher, e obteve os mesmos resultados teéricos
apresentados por Johnson, Kotz e Balakrishnan (1995) e adicionalmente apresentou o modelo de
regressao beta que também obteve os mesmos resultados apresentados por Ferrari e Cribari Neto
(2004). Com isso esta pesquisa contribuiu para a divulgagao do modelo beta para adota-lo em
situagbes onde a varidvel resposta y € (0,1) e, ainda, seus parametros podem ser interpretados
em termos de odds ratio quando a funcao de ligacao utilizada for a logit, e isto, tem um grande
apelo nas dreas de satde e biolégicas.
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