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Resumo: A tarefa de classificar individuos segundo alguraeacteristica esta presente na

maioria das areas de conhecimento. Entretanto, ocgsso de classificacdo pode estar
sujeito a erros, 0 que quer dizer que, em um casot@mico, um sucesso pode ser
erroneamente classificado como fracasso ou viceaverignorando esses erros de

classificagdo, sdo produzidas estimativas viciadas quantidades de interesse [Bross,
(1953)]. Diante do problema, muitos métodos foramesidos. Pires (2006) e Quinino et al.

(2010), por exemplo, propdem utilizar repetidassslicacbes dos elementos amostrais e
incorporar no modelo a classificacdo mais frequerten uma situacdo mais complexa,

consideremos que a classificacdo dos elementostaisoem mais de duas categorias pode
estar sujeita a erros, ou seja, um elemento ambptrde estar alocado a uma categoria que
nao corresponde ao seu estado verdadeiro. Nesgextonapresentamos uma proposta para
estender a metodologia de classificacdes repetidasnalise de dados multinomiais

utilizando dados aumentados e uma abordagem bayesiastudos de Simulacdo Monte

Carlo demonstraram bom desempenho do modelo p@ostrelacdo ao modelo que n&o

considera apenas uma classificacdo, no sentidordduzir estimativas a posteriori menos

viciadas e com menor variabilidade.

Palavras-chave:Distribuicdo Multinomial, Erros de ClassificacéolaSsificacoes Repetidas

Abstract: When sampling units are classified into three orrencategories and this
classification may be erroneous, we propose togperfrepeated and independent ratings.
Results using augmented data and Bayesian approsehe satisfactory (posteriors
estimatives with smaller relative bias and variap)l compared with the model that considers
only one rating.

Keywords: Multinomial Distribution, Misclassification, Repteal Measures.

1 Introducgéo

A tarefa de classificar individuos segundo algumracteristica esta presente na maioria
das areas de conhecimento. Uma situacdo mais singplaquela em que os elementos
amostrais sao classificados em apenas duas ca®govmo doente / ndo doente, defeituosa /
nao defeituosa, ou genericamente, sucesso / fracAdguns processos de classificacao
podem, entretanto, estar sujeitos a erros, 0 que& dizer que um sucesso pode ser

erroneamente classificado como fracasso ou vicgaveBross (1954) foi o pioneiro em
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analisar o impacto de tais erros de classificagdpracesso inferencial, demonstrando que, ao
ignora-los, sédo produzidas estimativas viciadas pdaporcdo de interesse. Diante do
problema, alguns métodos classicos foram sugeddama revisdo pode ser encontrada em
Johnson et al. (1991). Em uma 6tica bayesiana, @abankler (1992) consideraram uma
abordagem que requer a utilizacdo de uma distébuacpriori informativa. No intuito de
minimizar o impacto dos erros de classificacaoessnativas, Pires (2006) e Quinino et al.
(2010) propbem utilizar classificagbes repetidandependentes dos elementos amostrais e
incorpora-las no modelo que considera os errosagsificacoes.

Em uma situacdo mais complexa a classificacdo tkreeatos amostrais pode ser
realizada em mais de duas categorias. Podemosxpomlo, classificar as pessoas de acordo
com a raca (branca, negra, parda, amarela) ouvadgde de uma doenca (leve, moderada,
grave), pecas produzidas por uma industria de acoamn sua qualidade (perfeitas,
reparaveis, refugo) etc. Nesses casos, estamosssaelos em estimar a probabilidade de um
individuo pertencer a cada uma das categorias. iNeni, alguns processos de classificacao
podem estar sujeitos a erros, ou seja, um elena@ntstral pode ser alocado a uma categoria
gue nao corresponde ao seu estado verdadeiro. Alutores ja analisaram esse problema
em abordagem classica (Cheng [1989]) e bayesiarazet al. [2007]).

Utilizando uma abordagem bayesiana, o objetivo edészbalho é estender o uso de
classificagfes repetidas a andalise de dados muli&® sujeitos a erros de classificacao,
visando reduzir o vicio das estimativas das prdioaldies de um individuo pertencer a cada

uma das categorias.
2 Materiais e métodos

Suponha que os individuos de uma populacdo sejadidtis emm categorias disjuntas
denotadas poAs, Ap,..., An. Uma amostra de tamanhmodos individuos é retirada dessa
populacdo, mas suponha que os individuos podem elstssificados erroneamente nas
categorias de acordo com a matriz de probabilidaderra4(mxm) em que cada elememp
denota a probabilidade de que um individuoAdeseja classificado em. Considered,,
0,,...0m as probabilidades de pertencer as categéeiady,..., Ay, respectivamente. Sejg a
variavel aleatéria que representa a categoria dendado individuo & uma matriz com a
frequéncia das classificac6es dos individuos. Asaifungdo de verossimilhanca é (Perez et.
al.[2007)):

f(yw,/\):Lﬁ(iM ]
Y Loy e
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Suponha agora que cada elemento da amostra édaMaliazes. Sejgq (p =1, 2, ..., n;
g =1,2,....8 o nimero de classificacdes obtidas peksimo elemento na g-ésima categoria.

Assim y,3=2 significa que o segundo elemento foi classificatbas vezes na terceira
m

categoria. Além dissoz Y, = k para todo.
j=1

Como as classificagOes séo independentes, tem&s guaé, condicionado ao seu estado

verdadeiro, o vetor aleatorig, tem distribuicdo Multinomial, ou seja,
P(Yp :yp | ><p = A)D rl (Aij )ypj '
j:
Assim,

PCY, =y, ) =Y P(Y, =y | X,= AYR X = A)

Il
iky

Portanto, a funcdo de verossimilhanga pode seitaasomo:

L(y|0,)0 n{ze e } W

Como Pereet al. (2007), utilizamos a distribuicaopriori Dirichlet com hiperparametros
(y1, y2,---4m) € (@1, aiz,...6im) parad e Ai. Temos, entdo, as seguintes expressdes para as

distribuicdesa priori:

(0) 0 ﬁ 9"~ (2)

) O] (A4)™ 3
Assumindo a independéncia entrelppodemos reescrever (3) da seguinte forma:

) 0 ﬁ 7 (A" (4)

1=l j=

A partir de (1), (2) e (4), a distribuic@oposterioriconjunta ded e A é:

oV {ﬂ(zﬁ [ j} e <[nar: ©)

Percebemos que expressdo da distribugcgmsteriori (5) € muito complicada, sendo
dificil aplicar métodos numéricos de inferénciaraPasolver esse problema, utilizaremos a

abordagem de dados aumentados.
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Sejad, uma variavel indicadora de que o individoaom vetor de classificacdeés,

pertence, na realidade, a categégieEntao,

ar] 4"
S )00

A funcéo de verossimilhanga (1) pode entdo secrgg@€omo:

P(d,; =11Y, =y,)=—

=1

n n

m dei m m zymdm ()
Ldle.n)dfler x A . 6
(17 > e
Percebemos que a funcdo de verossimilhanca (6) peele fatorada como

L(6,2]d)TL@O[d)xL(|d) e, por isso, podemos reescrever a distribuigdposteriori

como 770, A 1d) D L(@[d)x L(k|d)x72(0) x 72(h) = 7@ | d) x 77(A | d) | oy quie:

n

m(o1d) O] (@) <[]~ =[] @7

Zym L omom o pl(yp, dy)+a; -1
(3] d) O un <[]0 ﬂﬂ%>

Em um procedimento do tipo GibbsSampler, pode-s#oemalizar inferéncias através do
algoritmo CDA (Chained Data AugmentationAlgorithipposto por Tanner (1996).

Para avaliar o desempenho do modelo proposto, imgritamos uma rotina no software
Ox (versdo 5.1) (Doornik, 2007). Considerou-se wan@stra de tamanho=400 de uma
distribuicdo Multinomial, em que cada elemento anabg$oi avaliadok=1, 2, 3, 4, 5 vezes,
pois o processo de classificacdo estava sujeitoos €le classificacdo. As Tabelas 1 e 2
apresentam, respectivamente, os valores simulas®parametro® e A, além da média e
desvio padréo das distribui¢cdaspriori Dirichlet para@ e A nos dois diferentes conjuntos
(Caso 1 e Caso 2) de distribuic@egpriori utilizados. Distribuicbes mais informativas, ou

seja, com menor variancia, foram utilizadas no aso

Tabela 1: Valores simulados, média e desvio pada8dlistribuicdea priori parad

A . Caso 1 Caso 2
Parametro Valor simulado — —
Média DP Média DP
6 0,400 0,471 0,162 0,400 0,200
6 0,300 0,353 0,155 0,300 0,187
6 0,200 0,118 0,105 0,200 0,163
6, 0,100 0,059 0,076 0,100 0,122
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Para cada caso foram realizadas 100 simula¢cdeseMzarto, ou seja, foram geradas 100
amostras sujeitas a erros de classificagdo de magsiapresentadas na Tabela 2.
Tabela 2: Valores simulados, média e desvio pad@dalistribuicdea priori paran

Parametro 'Valor Caso 1l Caso 2
simulado  Média DP Média DP
A 0,800 0,820 0,022 0,800 0,030
Az 0,060 0,137 0,039 0,060 0,035
A1z 0,050 0,003 0,006 0,050 0,032
Aa 0,090 0,041 0,022 0,090 0,043
Aot 0,025 0,018 0,013 0,018 0,024
Aoz 0,900 0,893 0,079 0,686 0,125
Aoz 0,035 0,071 0,025 0,267 0,086
Aoa 0,040 0,018 0,013 0,030 0,030
As1 0,045 0,002 0,004 0,046 0,026
A3z 0,020 0,016 0,013 0,018 0,017
Azz 0,850 0,974 0,085 0,849 0,105
Aza 0,085 0,008 0,009 0,087 0,036
As 0,015 0,018 0,013 0,016 0,015
Aaz 0,010 0,088 0,028 0,092 0,034
Asz 0,025 0,009 0,009 0,027 0,019
Asa 0,950 0,885 0,079 0,865 0,098
3 Resultados e discussdes

Procedendo-se a analise bayesiana dos dados simmidagundo metodologia descrita na
secao anterior, a convergéncia das cadeias fdicaeta monitorando-se as médias ergodicas,
partindo de valores iniciais distintos. Como exglRaulino et al. (2003), quando verifica-se
gue essas médias convergem para 0S mesmos valaresde-se uma amostragem usando
uma UuUnica cadeia para realizar inferéncias. A Rigdr apresenta os graficos de
monitoramento das médias ergddicas @lem uma das simulacdes Monte Carlo, onde
percebemos que as cadeias convergem rapidameatarpanesmo valor que se estabiliza de
forma satisfatéria a partir da iteracéo 50.000i¢mkr utilizado como burn-in).

Além da convergéncia da cadeia, € preciso aval@esenca de autocorrelagdo entre as
observacdes (Paulino, 2003). A Figura 2 apresefiagio de autocorrelagdo para o vetor de
parametro® em uma das simulacdes Monte Carlo, a partir dacpratluimos que urag de
tamanho 50 é suficiente para que as amostras §&j@mendentes.

Resultados semelhantes da avaliacdo de convergéadi@correlacdo foram obtidos para

0s dois casos, em que varios cenarios foram adablsa
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Figura 1: Médias ergodicas das duas cadeias gepatda® vetor de parametr®s
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Figura 2 — Fungéo de autocorrelagdo para o vetpacenmetro®
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Finalmente, estimativaa posteriorida média, desvio padréo, percentil 5 e perceftil 1
para as probabilidades de ocorréncia das categibiaas em cada caso sdo apresentados nas

Tabelas 3 a 6. Os valores apresentados represantagdia das 100 simula¢cdes Monte Carlo.

Tabela 3: Estimativaa posterioridas quantidades de interesse para

Casol Caso 2
Média DP Perc.5 Perc95 Média DP Perc.5 Perc.95
0,401 0,021 0,370 0,437 0,407 0,023 0,368 0,443
0,415 0,026 0,372 0,457 0,399 0,025 0,356 0,439
0,409 0,028 0,364 0,454 0,410 0,026 0,365 0,448
0,404 0,026 0,365 0,452 0,404 0,027 0,363 0,445
0,396 0,024 0,353 0,432 0,399 0,024 0,365 0,446

a b~ wDN PP x

Tabela 4: Estimativaa posterioridas quantidades de interesse para

K Caso 1l Caso 2

' Média DP Perc.5 Perc95 Média DP Perc.5 Perc.95
1 0,314 0,021 0,282 0,345 0,347 0,023 0,308 0,390
2 0,273 0,021 0,234 0,304 0,295 0,021 0,257 0,331
3 0,303 0,025 0,264 0,345 0,299 0,023 0,263 0,342
4 0,300 0,022 0,265 0,336 0,298 0,022 0,262 0,329
5 0,304 0,023 0,269 0,338 0,303 0,022 0,266 0,331

Tabela 5: Estimativaa posterioridas quantidades de interesse para

K Caso 1 Caso 2

Média DP Perc.5 Perc95 Média DP Perc.5 Perc.95
1 0,169 0,018 0,141 0,200 0,140 0,014 0,119 0,164
2 0,173 0,018 0,143 0,208 0,190 0,019 0,161 0,220
3 0,195 0,021 0,161 0,227 0,200 0,024 0,166 0,237
4 0,196 0,020 0,168 0,230 0,201 0,022 0,165 0,232
5 0,201 0,020 0,172 0,240 0,200 0,020 0,172 0,232

Tabela 6: Estimativas posterioridas quantidades de interesse para

N Cl Caso 1l Caso 2
UM-18S-"lédia DP  Perc.5 Perc95 Média DP  Perc.5 Perc.95
1 0116 0015 0093 0143 0106 0,013 0085 0126
2 0139 0,020 0,103 0175 0116 0,016 0,090 0,141
3 0093 0015 0070 0117 0091 0,014 0066 0,111
4 0,100 0,015 0,075 01125 0097 0,016 0,070 0,123
5 0099 0,014 0073 0119 0098 0,013 0077 0,119

Utilizando classificacbes repetidas, as estimatiesmeontradas usando a média
posteriorideg; tiveram um desempenho satisfatorio, no sentideidan, em média, um vicio

relativo menor em comparacdo ao cenario em qudilsgaapenas uma classificagdo dos
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individuos. O desempenho é melhor na medida enoquenero de classificagcbes aumenta,
exceto par®;. Tanto no caso 1 como no caso 2 as melhores és@sdoram obtidas quando
realizamos cinco classificacdes repetidas, excatestimativa dé., no caso 2, em que uma
estimativa ligeiramente melhor foi obtida quandames trés classificacbes repetidas.
Percebe-se também que a disponibilidade menorfdemiacadoa priori, representada pela
maior variancia das distribuicbes do Caso 2, pane&e afetar significativamente as
estimativasa posteriorj ja que resultados semelhantes ao Caso 1 foranoebAlém disso,
na maioria dos casos percebemos que a varianciaedtsativas diminui quando
aumentamos o numero de classificacoes.

Gréficos das médiaa posterioriobtidas nas 100 simulagcdes podem ser visualizados n
Apéndice A. Gréficos da distribuic@oposterioride alguns sdo apresentados no Apéndice C.

4 Conclusbes

Nesse trabalho propomos um modelo para incorpocanoeito de classificacdo repetida
na estimacao dos parametros do modelo Multinomiahdo os dados estdo sujeitos a erros
de classificacao.

O modelo se mostrou satisfatério no que se refereiao relativo, independente da
distribuicdo a priori utilizada, demonstrando que utilizar classifica;@epetidas produz
estimativas melhores que aquelas obtidas quandelemsentos amostrais sdo avaliados
apenas uma vez (Perez et al. 2007). Além dissmnastas satisfatorias (pouco viciadas e
com pequena variabilidade) sdo obtidas com apemés tlassificacbes repetidas,
corroborando com a viabilidade do método para oktimativas menos viciadas dos
parametros de interesse.

Este texto apresenta apenas os resultados obtidoslg simulamos amostras em que a
variavel resposta esta sujeita a uma Unica magrizribs de classificacdo. Deve-se mencionar
entdo que resultados semelhantes foram obtidoganiio outras matrizes e diferentes
parametros para a distribuicdo Multinomial.

Pretende-se ainda avaliar o comportamento do maa#leando diferentes tamanhos
amostrais e numeros distintos de classificacOesticgs para cada elemento amostral, além
de aplicar a dados reais e estender o modelo aonwalsivariado, em que a classificagdo dos
individuos é funcao de outras varidveis (modelosedeessao para varidveis categoricas).
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Apéndice A
As médiasa posteriori das probabilidades de ocorréncia de cada categasalO0

simulagbes Monte Carlo de cada cenario podem sereddas nas Figuras 3 a 6.
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Figura 4: Médias posterioridef, nos casos 1 e 2 respectivamente
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Figura 6: Médias posteriorided, nos casos 1 e 2, respectivamente.

Apéndice B

A Figura 7 apresenta a distribuicdosterioripara as probabilidades de cada categoria

obtida em um dos cenéarios simulados.
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Figura 7: Distribuicd@ posterioripara as probabilidades de cada categoria
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