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Resumo: Das ferramentas de controle estatistico do progessgrafico de controle de Shewhart €,

provavelmente, a mais utilizada. A operacédo dodigpé de controle consiste na coleta periddica de
itens produzidos, analisando-os de acordo a algearacteristica de interesse. H4 muitas situactes
em que a amostra consiste de uma Unica amostraidudil, como, por exemplo, quando medidas
repetidas do processo diferem unicamente devidoos e medida. Quando o grafico ndo é robusto
a erros de especificacdo do modelo podem ser ustadcas ndo paramétricas para estimar a

regido de controle. Nesse trabalho, € consideradaitaacdo ndo paramétrica para medidas

individuais em que a fungdo de distribuicdo subjeeé unimodal. Analisa-se o desempenho de
graficos de controle para medidas individuais, lzk®s em nudcleo estimador da funcdo de
distribuicdo. S&o apresentados os resultados dedesie simulacdo Monte Carlo, baseado em vérios
tamanhos de amostras e varias distribuicbes coraataristicas distintas de assimetria e curtose. Sdo
utilizadas trés diferentes metodologias para obengo parametro de suavidade das estimativas por

nucleo.

Palavras-chave:controle estatistico de processo, nucleo estimaerplha da janela 6tima, grafico

de controle para medidas individuais.

Abstract: The in-control performance of non-parametric indivals control charts based on
kernel estimators are studied by simulation. THdigerent procedures are adopted for kernel
estimator bandwidth selection. It turns out thae talternative control charts are robust
against deviations from symmetry and perform reabbn well under normality of the

observations.

Keywords: controle estatistico de processo, ntcleo estimagkoolha da janela 6tima, gréfico de

controle para medidas individuais.
1 Introducéo

Em geral, espera-se que um processo de produgiestéjiel ou replicavel, ou seja,
que ele tenha capacidade de operar com pequeradilidede em torno de dimensdes-alvo

das caracteristicas de qualidade do produto. Cralergstatistico do processo (CEP) é uma
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poderosa colecdo de ferramentas de resolucdo ddepras que sao importantes para se
alcancar a estabilidade do processo e a melhorsudecapacidade, atraves da reducdo de
variabilidade. O CEP constréi um ambiente para plementacdo da melhoria continua na
qualidade e na produtividade de um sistema de p&mduAssim, a aplicacao rotineira das
ferramentas do CEP direciona a organizagao pabdéeagio de seus objetivos de melhoria de
qualidade.

Das ferramentas de CEP, o grafico de controle @svBart €, provavelmente, a mais
utilizada. A operacdo dos gréficos de controle isb@sna coleta periddica de itens
produzidos, analisando-os de acordo com algumateaistica de interesse. Um gréafico de
controle tipico € uma representacédo grafica de camacteristica de qualidade, medida ou
calculada a partir de uma amostra versus o nuneesammbstra ou o tempo. A caracteristica de
qualidade pode ser um atributo ou uma variavelr&iap contém uma linha central (LC),
representando o valor médio da caracteristica dédaule, e duas outras linhas horizontais,
chamadas limite superior de controle (LSC) e linmferior de controle (LIC). Escolhe-se a
amplitude do intervalo entre LSC e LIC de maneira,qquando o processo estiver operando
sob controle, praticamente todos os pontos amsstsiejam em seu interior. Enquanto os
pontos amostrais estiverem dentro dos limites déra@le, considera-se que 0 processo esteja
sob controle, ndo sendo necessaria nenhuma actiietalsto, a ocorréncia de um ponto fora
desses limites € interpretada como evidéncia dequecesso esta fora de controle, exigindo
a descoberta e a eliminagcdo da causa ou caudasi\&is responsaveis por essa ocorréncia.
Em esséncia, o grafico de controle pode ser ertermimo um teste da hipétese de que o
processo esta sob controle estatistico.

Os gréficos de controle podem ser classificadosleis tipos. Se a caracteristica da
qualidade pode ser expressa numericamente em algsoaa continua de medida, os
graficos de controle sdo chamados de graficos déate para variaveis. Os graficos de
controle para variaveis mais usuais sdo o grafeeahtrole para a média amostr ) e
para amplitude amostraR). Muitas caracteristicas de qualidade ndo sdodasdtm uma
escala continua ou mesmo em uma escala quantitBlasses casos, se ela possuir ou néao
certos atributos, julga-se cada unidade do prodotao conforme ou ndo conforme. Os
graficos de controle para tais caracteristicas a@idpde sdo denominados graficos de
controle para atributos.

Ha muitas situagcbes em que a amostra consiste delma amostra individual,
como, por exemplo, quando medidas repetidas degsoadiferem unicamente devido a erros
de medida [maiores detalhes sobre exemplos deissasdes em Montgomery (2004)]. Em

tais situacoes, € Util o grafico de controle pardades individuais.
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No caso de graficos de controle ¢, em geral, a precisdo dos célculos pode ser
significativamente afetada quando as amostragemdesf@s de populacdo ndo Gaussiana.
Dentre outros efeitos na integridade dos resultadertos desvios da normalidade podem
afetar as probabilidades associadas com os lirdgesontrole calculados através da teoria
normal. Em situacdes de ndo normalidade fracaraapacao normal pode ser uma escolha
atil (como em graficos de controle de Shewhart)tréfanto, assimetrias, de moderadas a
fortes, exigem abordagens alternativas. Shore (2034ute as propriedades necessarias a
tais abordagens. Quando o grafico ndo é robustma @e especificacdo do modelo, usam-se
ou um modelo paramétrico mais flexivel ou técnic@s paramétricas para estimar a regiao
de controle.

Roes, Does e Schurink (1993) e Reynolds e Stourfitfiftsla, 2001b) estudaram os
aspectos estatisticos dos graficos de controle g@asarvacdes individuais. Em geral, para
avaliacdo do desempenho estatistico desse tiporafeay assume-se que a funcao de
distribuicdo subjacente € normal, embora haja se@guma preocupacao com essa hipoétese.
Ela é sempre arriscada, especialmente no caso esaguisadas medidas individuais. Assim,
h& situacdes praticas que requerem procedimerteraativos para construcédo desse tipo de
graficos de controle, tendo esse problema recebida atencdo extensiva na literatura.
Stoumbos e Reynolds (2000) estudam os efeitos dano@nalidade e da autocorrelacdo no
desempenho de varios graficos de controle de medhdéviduais. Por outro lado, Woodall e
Montgomery (1999) apontam que o aumento da dispmigile de dados levaria a um papel
cada vez maior de métodos nao paramétricos naraoaéistde graficos de controle. Vermaat
et. al (2004) promovem uma ampla comparacdo de doletgias para planejamento de
graficos de controle para observacdes individuaisjuindo abordagem por nucleos
estimadores. Polanski (2005) propde grafico deronnao paramétrico que utiliza nucleo
estimador e bootstrap para estimar a densidadestdtistica amostral. Albers e Kallenberg
(2004) estudam o comportamento de gréficos de @eméo paramétricos e analisam quando
e como eles podem ser usados de uma maneira agl@pbentre outros, Chakraborti, Laan e
Wiel (2004), Qiu (2008), Balakrishnan, Triantafylle Koutras (2010), Mercado, Conerly e
Perry (2011) propdem e analisam modelos ndo paraostde grafico de controle de
Shewhart de variavel para uso sob condi¢cdes ena gaeacteristica monitorada do processo
€ marcadamente ndo normal. Salienta-se que a dagdaccomputacional crescente leva a
utiizacdo cada vez mais frequente de técnicas r@Bvamétricas, em geral,
computacionalmente.

No presente estudo é considerada a situacao namg@iaica para medidas individuais

em que a funcdo de distribuicdo subjacente, deaopast F, embora desconhecida, é
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unimodal. Verifica-se em lon e Klaasen (2005) quelguer gréafico de controle de Shewhart
para medidas individuais é inadequado para deresdeain mais de uma moda. E analisado
o desempenho de gréficos de controle por medidngdnais construidas por intermédio de
nucleos estimadores da funcdo de distribuicdo. (bifinadas trés diferentes metodologias
para obtencdo do parametro de suavidade das estim@or nucleo. A determinacédo dos
limites de controle baseia-se em observacfes @btidadenominada Fase |, na qual séo
coletados os dados da caracteristica de qualidadentdresse, para a estimacdo dos
parametros do processo de producdo. Vermaat €2@03) observam que o grafico de
controle baseado em amplitude moével média é summedttomparado com o grafico de
controle alternativo baseado em nucleo estimadarcete para variaveis aleatorias
independentes e normalmente distribuidas. Entetasises autores salientam que, mesmo
em condicdes de normalidade, os graficos de centrdio paramétricos tém bom
desempenho, especialmente quando ha uma grandiédqdarde dados disponiveis.

A estrutura deste trabalho esta organizada dargegmaneira. Na proxima secao
definimos os graficos de controle em estudo. A isegéo apresentados os resultados de um
estudo Monte Carlo extensivo baseado em 10.000Iaspdes para varios tamanhos de
amostra Fase | e para quatro distribuicbes, inotuidois dos conjuntos de misturas de
normais propostos por Marron e Wand (1992). Finatmeapresentamos nossas conclusdes e

indicamos sugestdes para a continuidade dessaigesqu

2 Metodologia

Consideraremos os graficos de controle usuais, womimite inferior de controle
(LIC) e um limite superior de controle (LSC). Dessaneira, 0 processo € considerado fora

de controle se o valor medido, X, € menor que WiGnaior que LSC.
Grafico de controle tradicional para medidas indivais
Assume-se que a funcéo de distribuicdo F € nororal médiau e desvio-padrao.
Entdo o gréafico de controle tradicional para mesliddividuais tem limites definidos por:
LSC =y + @ (1—3)0—
2 (1)

LIC = p+ ¢! (%) o, ?)

onde®™ é a funcdo quantil da distribuicdo normal padram é a taxa de falso alarme.

Emborap e o sejam geralmente desconhecidos, eles podem smiadset a partir de uma
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amostra Fase 1X;, X, ..., Xk, de variaveis aleatérias independentes e identiotam

distribuidas. O estimador classicojdé:

k
_ D¢
X, = —El—kl L. (3)

Os limites de controle do grafico de medidas irdiiais baseados na amplitude mével

(AM) sé&o definidos em Duncan (1965) por:

LSCAM:)_(k—l-@_I <1—%>\/7%mk %)

LSCay = X + @71 (%) gmk )
onde AM; = k—ilszQ\Xi — X;—1| € a média das amplitudes moéveis #tasbservacoes
amostrais.

Esse grafico de controle tende a ter um desempeahoavel para tamanhos
moderados de amostra Fase | (Wheeler, 1995).

Grafico de controle para medidas individuais baseath ndcleo estimador

Define-se o nucleo estimador Beavaliado no pontg, por:

k
P =g 3w (=5) ©

ondeW € uma funcédo de distribuicdo de probabilidade atada eh é a largura da
janela. Por outro lado, uma alternativa para adarguantil amostral convencional € definida

por:

k
A 1 r— X;
-1 . . 7
F (Q)—mf{x,E;:lW( ; )Zq},oéqgl- (7)

Assim, os limites de controle do gréafico de medimasviduais, baseados em nucleo

estimador sao:

1 K Tz — X;
LSCNgzinf{x;E;W( - >21—a/2}

(8)

1¢ z—X;
LICNG:sup{x;E;W< . )ga/Q}. (9)

Escolha do parametro de suavidade
A escolha da janela é mais importante que a escolha do nagle®ode-se verificar

que quando o parametro de suavidade for muito pegueresultado da estimativa da funcao
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de distribuicdo tende a produzir estruturas queesgmtam curvas muito irregulares. Ja
quando € escolhido um valor grande pérao resultado da estimativa da funcdo de
distribuicao tende a suavizZierem excesso.

Neste trabalho utilizaremos o nucleo GaussiansejayW € a funcdo de distribuicdo
acumulada da normal padré&o.

Azzalini (1981) estabelece que a escolha da jaftéiea é da formdn, = Ck 3 em
gueC é uma constante que dependede desvio-padréo de

Método ‘plug-in’ em dois estagios

Uma aproximagdo comum na selecdo automéatica ddaj@&nebterh por meio da

minimizac&o do erro quadratico médio integrad'deuja expressao é:

MISE(F) = E [ /R (F(x) _ F(x)ﬂ d. (10)

O método ‘plug-in’ € uma das abordagens possiveisestolha da janela 6tima. Os
varios procedimentos disponiveis estimam o va[F”(x)]2 dz. Essa € a unica quantidade
desconhecida na expressao do erro quadratico nméegrado assintético, ja que ela depende
da funcdo de distribuicdo que se quer estimar. @doéplug-in’ tem a aparente vantagem
de, em seu calculo, ndo necessitar de rotina de atimézacdo. Polansky e Baker (2000)
propdem estimador tipo ‘plug-in’ em dois estagiasapa janela 6tima, demonstrando que ele

possui boas propriedades assintoticas em relagitesoais estimadores disponiveis.
Janela de referéncia normal

A janela de referéncia normal € um estimador sismgle parametro de suavidalle

No caso de nucleo estimador Gaussiano, sua estaréti

hrn = (fﬁ&) K3 (11)

Silverman (1992) sugere adots = min {S, %}, ondeS é o desvio-padrdao da
amostra Fase | BIQ € sua distancia interquartilica. Polansky e B&R@00) salientam que as
estimativas dézy serdo em geral bem maiores que as verdadeirasspoeen quE néo seja

aproximadamente normal.
Janela robusta de referéncia normal

No caso da estimacdo da funcédo de densidade, Zhavigng (2009) propdem uma
janela de referéncia normal, robustaoatliers e que se adapta a diferentes tipos de
distribuicdo. No caso do nucleo Gaussiano, o ediimae referéncia normal robusto da

janelah é dado por:
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i (p) = ( VAQy) K71 (12)
Q, € op-ésimo quantil de:

— X(irm) — X(i=m)

RQR,; = — 1=1,2,...,k, 1
e (g) - 27 (o) (13)
ondeq; = 2202, — 08 o 1y — [51/2], com ] sendo o maior inteiro menor ou igual a

X. Além disso, na expressao (13), definecsex se 1< x<kou 1, sex< 1 ouk, sex > k.
hnr(p) torna-se a janela otimta seF € normal, mas, s€ ndo é normal, ela € muito

mais proxima dé, do que dir classica.
3 Resultados e discussoes

Neste trabalho discutimos trés metodologias paraseolha do parametro de
suavizacdo das estimativas dos limites de contpaseadas em nucleo estimador. S&o
simuladas amostras de Fase | da distribuicdo ngoatafio, da distribuicdo t deudentcom
quatro graus de liberdade e das misturas de nortasgsmeétrica unimodal” e “fortemente
assimétrica”, estabelecidas por Marron e Wand (LR8#ametros das densidades na Tabela
1]. Para cada uma dessas distribui¢cfes foi estunlai@sempenho dos graficos de controle na
situacdo em que o processo de producdo opera sulpleo A taxa de alarmes falsos
considerada foit = 0,027, correspondendo a um nimero esperado dstrias até um alarme
falso (comprimento médio de sequénci@Ms de 370,4. Para essa condicéo, a cobertura do
grafico de controle EBT=P{LIC< X <LSG =1 -a =0,9973.

Tabela 1 - Pardmetros para as densidades das misas de normais.

Densidade wiN(p1,07) + -+ 4+ W N(fm, 02,)
Assimétrica unimodal IN(0,1) + N (% (2) ) + 2N (1_23 (8)2>
Fortemente assimétrica Zj? ok ( {(%) } (%) )

Utilizamos o software estatistico R (R Core Tea@il3) para o estudo de Monte
Carlo. Essa analise baseou-se em 10.000 simulaig@gedistribuicbes supracitadas, com
tamanhos amostraks= 25, 50, 300 e 500. Em cada caso, foram calcsladonite superior

de controle médioSG,), limite inferior de controle médioL[C,) e a taxa média de

cobertura CBT.), por meio das expressdesLSCy, = s oot LSCha,,

LICy, = tou55 oo™ LICNG, € CBTy, = toios 2o CBT;, respectivamente. A estimativa

correta do comprimento médio da sequéncia, comooepso sob controle, foi obtida por:

CMSy, = 15 210 :000 B O procedimento foi repetido para os trés crikede selecéo

k3

da janela discutidos na Secao 2. Utilizamos adi#diakerdiest(Del Rio e Perez, 2012) para
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a estimacao ‘plug-in’ da janela 6tima por meio docpdimento em dois estdgios, proposto
por Polansky e Baker (2000). Foi desenvolvida fongin R para a determinagdo da
estimativa do quantil por nacleo estimador.

Os resultados das estimativas encontradas do eremrd@tico médio EQM),
relacionados com os limites de controle das disgles simétricas e assimétricas estao
apresentados respectivamente nas Tabela 2 e Tabéaifica-se que as estimativas QM
diminuem quando o tamanho da amostra aumentaaBaliatribuicdes assimétricas, BOM
relacionados com as maiores amostras aproximanageelks obtidas com a distribuicdo
normal. A distribuicéd apresentoleQM's bastante elevados em comparagcdo com as demais
distribuicbes, embora estejam bastante proximoseest No caso das distribuicbes
assimétricas, os menores EQM referentes ao limpersor de controle sdo atingidos pelas
estimativas por nacleo com janela de referénciastab Por outro lado, quando considerado o
limite inferior de controle, os menores EQM'’s sdidos pelas estimativas por ndcleo com
janela de referéncia normal, no caso das distiilesi@ssimétricas.

Tabela 2: Estimativas do erro quadratico médio doSmites de controle — Distribuicdes simétricas.

Distribuicdo N(O, 1) ts
k 25 50 300 500 25 50 300 500
hes 0,330 0,212 0,123 0,107 8,718 7,737 8,584  11,p96
LSG, |hrn 0,372 0,255 0,129 0,111 9,201 7,982 8,585 11,93
hen(p) | 0,323 0,219 0,125 0,104 9,072 7,850 8,583  11,p93

heg 0,340 0,218 0,122 0,106 8,64 7,532 7,081 10,p51
LICh |hrn 0,381 0,260 0,128 0,110 9,134 7,742 7,083  10,p49
hrn(P) 0,332 0,224 0,124 0,107 8,988 7,648 7,081 10,p48

Tabela 3: Estimativas do erro quadratico médio dofmites de controle — Distribui¢cdes assimétricas.

Distribuicdo Assimétrica unimodal Fortemente assimétrica
k 25 50 300 500 25 50 300 500
hps 0,161 0,092 0,064 0,063 1,531 0,927 0,2b5 0,201

LSG, |hen 0,157 | 0,102| 0,066 0,064 1,86
he(p) | 0,144 | 0,088| 0,063 0062 1,25

~

1,058 0,2b5 0,200
0,689 0,23 0,178

OJ

hpg 0,750 0,527 0,197 0,161 0,51 0,204 0,0r5 0,021
LICh |hrn 0,874 0,591 0,201 0,163 0,214 0,105 0,025 0,923
hrn(P) 0,805 0,543 0,196 0,160 1,12p 0,685 0,1p4 0,107

NI

Na maioria dos casos, os graficos de controle pe@idas individuais baseados em
nacleo estimador tém valores @&S comparaveis aos valores desejados quando osdimite

de controle sédo estimados a partir de amostraghdigtas normalmente (Tabela 4). Quando a
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amostra provém das outras distribuic6e$;MS, mostra-se sensivel ao tamanho amostral,
embora seus valores estejam mais proximos do \ksejado no caso das distribuicbes
assimétricas (Tabela 5). Para todas as distribsig®udadas, verifica-se que, quando o
tamanho amostral aumenta, resultados amostragr@emam um dos outros. Os graficos de
controle por nucleo estimador construidos com algade referéncia normal robusta tém um

desempenho bastante razoavel.
4 Conclusdes

Os resultados desse estudo por simulagéo indicarosggraficos de controle para
medidas individuais ndo paramétricos discutidos b&m desempenho ao estimar as caudas
de distribuicbes assimétricas. As estimativas abtgho proximas, em média, dos verdadeiros

valores dos quantis.

Tabela 4: Medidas médias de desempenho com processd controle — Distribuicdes simétricas.

Distribuicdo N(O, 1) ty
K 25 | 50 | 300 | 500 | 25 | 50 | 300 | 500
hee | 09972 09969 09974 09917 09863 09497 0,997B980,
(CSSJ%) hew | 0,9952| 09954 0,997p 09976 0,9855 09895 0,997Bg,
hedp) | 0,9964| 09964 09978 09977 0,9855 09896 0,997B8A,
s 3605 | 313.3] 380,7] 4303 727 975 3478 53bs
é%% . 2101 | 219.5| 3569 4184 688 950 3418 5365
(D) | 2793 | 275.4| 3753 4279 689 950 3419 5365

Em continuidade a nossa pesquisa, recomenda-gdieagdo da variabilidade dessas
estimativas, para avaliacdo do desempenho quantevisibilidade dadCMS do processo de
producdo sob controle. E importante também avali@omportamento desses gréaficos no

monitoramento de processos de produc¢ao fora deotent

Tabela 5: Medidas médias de desempenho com processt controle — Distribuicbes assimétricas.

Distribuicdo Assimétrica unimodal Fortemente assimétrica

k 25 50 300 500 25 50 300 500

N

hps 0,9938| 0,9947 0,9972 0,9997 0,9905 0,9934 0,997B9843,
((?gg-r;g) hrn 0,9918| 0,993q 0,997L 10,9996 0,9863 0,9920 0,997B984G,
hrv(p) | 0,9932| 0,994 0,9972 0,9997 0,9941 0,9960 0,9983986,

=

NV

hee 160,4 | 189,2| 352,8] 426, 1049 1515 4436 584,3
hew 121,5 | 156,0| 339,2] 4195 73,1 1247 4426 5907
hep) | 146,6 | 186,22 3581 4293 1700 2531 590,0 72{,1

CMS,
(370,4)
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Em geral, as estimativas por nucleo estimador s&tabte sensiveis ao se estimar
quantis localizados nas extremidades das distdkesigPor esse motivo, ao invés dos critérios
globais para selecdo do parametro de suavidadeadbs neste trabalho, pode-se mostrar
mais eficiente adotar um critério de escolha lataljanela, em direcdo ao proposto por
Mercado, Conerly e Perry (2011).
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