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INTERVALOS DE CONFIANCA VIA SIMULACAO MONTE CARLO:
O ESTADO DA ARTE

Gean Carlos Feliciano de Almeida!, Ivair Ramos Silva!?

Resumo: A estimacao por intervalos € uma das técnicas da inferéncia estatistica mais uti-
lizadas nas diversas dreas da ciéncia. O intervalo de confianca exato ndo € vidvel nos casos
em que ndo se conhece a distribuicdo da estatistica usada na estimac¢do do parametro de inte-
resse. Assim, uma alternativa € o uso de simulacdo Monte Carlo para construcdo do intervalo,
0s quais apresentam boa performance no que se refere a real probabilidade de cobertura com-
parativamente ao coeficiente de cobertura desejado. FEste artigo se dedica a descrever trés dos
principais métodos Monte Carlo usados para este fim. Além de fazer um contra-ponto sobre pros
e contras de cada método, fornecemos também exemplos de aplicagoes envolvendo estimacdo de
tamanho populacional via captura-recaptura, e estimagdao do risco relativo em conglomerados
espaciais.

Palavras-chave: Probabilidade de Cobertura, Coeficiente de Confianca, Simula¢cao Monte Carlo,
Captura-recaptura, Conglomerados Espaciais.

Abstract: Interval estimation is one of the most used techniques of statistical inference in
various areas of science. When the exact analytical solution for interval estimation is not com-
putable, an appropriate alternative is to use a Monte Carlo method, and the main objective of this
paper is to describe three of the main methodologies for obtaining confidence intervals through
Monte Carlo simulation. We offer a theoretical discussion of the pros and cons of each method,
focusing in their performance in which concerns the actual coverage probability in comparison to
the target confidence coefficient. Numerical examples of application are used to illustrate each
method involving the mark-recapture problem for population size estimation, and for the infe-
rence of the relative risk associated to spatial clusters.

Keywords: Coverage Probability, Confidence Coefficient, Monte Carlo Simulation, Mark-
recapture, Spatial Clusters.

1 Introducao

O ‘intervalo de confianca’ é um dos conceitos mais utilizados e bem sucedidos da In-
feréncia Estatistica frequentista. O método cldssico para construcao de intervalos de confianca
é o método da ‘inversao de um teste de hipdteses’ que, em alguns casos, pode ser obtido fa-
cilmente pelo uso de uma ‘quantidade pivotal’. Quando o intervalo de confianca nao pode ser
obtido analiticamente, métodos Monte Carlo podem ser usados como altenativas formais. Ape-
sar dos métodos Monte Carlo serem amplamente utilizados em diversos problemas de grande
relevancia, ainda parece haver uma certa caréncia de material académico, escrito na lingua por-
tuguesa, que aborde o tema de maneira detalhada e formal. O objetivo deste artigo, portanto,
¢é oferecer uma descricao tedrica dos métodos mais usados para construgao de intervalos de con-
fianga Monte Carlo, os quais podem ser divididos em trés tipos: Método Percentil[9](também
conhecido como ‘bootstrap paramétrico’), Método Aleatorizado[5] e o Método Sequencial[18].
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Na oportunidade, apresentamos exemplos, tedricos e praticos, para cada método discutido ao
longo do texto. Adicionalmente, descrevemos, passo a passo, a utilizacdo do método sequencial
para andlise de dados reais voltada a estimacao do risco relativo em conglomerados espaciais
seguida da estatistica Scan circular. Grande parte dos exemplos de aplicacao aqui apresentados
se utilizam do problema da estimacao de tamanhos populacionais. Aproveitando a contextua-
lizacao deste problema, oferecemos, como produto adicional, a descricio de um método exato
para obtencao de intervalos de confianca para os contextos em que o parametro de interesse é
o numero de individuos de uma populagdo, o que prova, portanto, ndo ser necessario fazer uso
de métodos assintéticos, ou baseados em simulacao Monte Carlo, para tratar esse problema em
especifico.

O contetido desse artigo esta distribuido da seguinte forma: a préxima se¢ado traz uma breve
revisao sobre os métodos cldssicos, exatos e assintéticos, usados na construcao de intervalos de
confianga. A Segdo 3 traz o conteiddo principal desse texto, a saber, a defini¢do, a motivagao
e a descricao de trés dos diferentes tipos de métodos baseados em simulagao Monte Carlo para
obtencao de intervalos de confianca. A Segdo 4 apresenta um método exato para estimagao in-
tervalar do tamanho populacional via captura-recaptura. A discussao teérica dos trés diferentes
métodos Monte Carlo citados no primeiro paragrafo deixa claro que os dois métodos de maior
relevancia, no sentido de serem de fato viaveis e validos para um maior nimero de problemas
praticos, sdo os métodos percentil e sequencial. Assim, a Secao 5 oferece uma comparacao entre
esses dois métodos em termos da verdadeira probabilidade de cobertura que cada um apresenta.
Os resultados de tal comparacao indicam que, além do método sequencial ser valido para um
maior numero de problemas praticos, é também mais confidvel no que se refere ao real controle
da probabilidade de cobertura comparativamente ao coeficiente de confianga pretendido pelo
usudrio. O método sequencial também se apresenta como Unica opgao a propiciar uma uni-
ficacdo dos métodos Monte Carlo de modo a favorecer, simultaneamente, a aplicacao do teste
de hipéteses Monte Carlo convencional e a estimacao intervalar Monte Carlo. Por fim, como
o método sequencial apresenta a melhor performance do ponto de vista de sua generalidade e
controle eficiente da probabilidade de cobertura, a Secao 6 traz uma aplicacdo deste método a
dados reais. A referida aplicagdo se dedica a estimagao do risco relativo associado a conglome-
rados espaciais e faz uso das contagens de cancer de cérebro no Novo México, Estados Unidos,
observados nos anos de 1973 a 1991.

2 Intervalos de Confianca

Seja X1,..., X, uma sequéncia de observagoes aleatdrias da varidvel aleatéria X, e seja x
o espaco amostral associado ao vetor aleatorio X = {X1,...,X,}. Denote a distribui¢ao de
probabilidades de X por Fx(z|f), onde 6 é um parametro populacional desconhecido. Antes
de abordarmos a definicao de intervalo de confianca, serd conveniente introduzir a nogao de
‘estimador intervalar’. Segundo [10], um estimador intervalar, para um parametro de valor real
0, é qualquer par de fungoes de valores reais, L(X1,...,X,) e U(Xy,...,X,), de uma amostra
aleatéria Xi,..., X,, que satisfaz L(Xy,...,X,) < U(Xy,...,X,). Uma forma sucinta de se
representar este intervalo aleatério, que pode ser interpretado como um estimador intervalar, é
o uso da notacio IC(X) = [L(X); U(X)].

Naturalmente, é de interesse pratico que um determinado estimador intervalar apresente uma
alta probabilidade de conter . Sob esta 6tica, duas importantes medidas de performance preci-
sam ser consideradas quando da construcao de um estimador intervalar, as quais sao a ‘probabi-
lidade de cobertura’ e o ‘coeficiente de confianca’. Dado um estimador intervalar [L(X); U(X)]
para o parametro 6, a probabilidade de cobertura, vy, de [L(X)7 U (X)], ¢ a probabilidade do
intervalo conter o verdadeiro parametro 6, para um dado 6. Isto é, Pr(0 € [L(X); U(X)]|0) = 7e.
Com base na medida de performance -y, define-se a medida de performance que independe de 6,
que é o coeficiente de confianca. Dizemos que o coeficiente de confianca de [L(X); U(X)] é igual a
~ se infg vy = infg Pr[(L(X) < 6 < U(X)|6] > ~. E fundamental ressaltar que as probabilidades
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expressas nas duas ultimas linhas se referem as varidveis aleatérias L(X) e U(X). O parametro 6
é, por definicao, uma constante fixa e desconhecida, e portanto a probabilidade de que pertenca
a um intervalo arbitrario da linha real é zero ou um. Note que, por construcao, estimadores
intervalares com coeficiente de confianca v sempre apresentam probabilidade de cobertura de
no maximo . Estimadores intervalares que atendem a arbitrarios coeficientes de confianga sao
conhecidos como intervalos de confianca.

2.1 Métodos Exatos

Os métodos para construcao de intervalos de confianca exatos podem ser definidos em dois
grandes grupos: ‘método da inversao de um teste de hipdteses’ e o ‘método da quantidade
pivotal’. Rigorosamente, o método da quantidade pivotal pode ser visto como caso particular
do método da inversao de um teste de hipdéteses, mas, como o primeiro pode ser descrito sem
que se precise mencionar conceitos de testes de hipdteses, geralmente, o uso de uma quantidade
pivotal para otenc¢ao do intervalo é descrito como um método particular.

2.1.1 Metodo da Inversao de um Teste de Hipd6teses

Existe uma certa correspondéncia entre testes de hipéteses e estimacao intervalar. Na ver-
dade, podemos afirmar que, em geral, para cada teste de hip6teses de nivel o € (0, 1), existe
um intervalo de confianca de coeficientes (1 — «), e vice-versa. Tanto para testes de hipdteses,
quanto para intervalos de confianca, os procedimentos buscam por um intercambio entre es-
tatisticas e parametros. No teste de hipdteses, fixa-se o parametro e pergunta-se para quais
valores amostrais a hipdtese nula sera rejeitada. Em contra partida, o intervalo de confianca
fixa o valor amostral e obtém um sub-conjunto do espaco paramétrico tal que, para cada ponto
deste sub-conjunto, a probabilidade de se observar valores mais extremos que o de fato observado
nao seja maior que (1 —+)/2. Portanto, existe uma correspondéncia entre a regiao de aceitagao
de um teste e o intervalo de confianca.

Teorema 1 Para cada 0y € O, seja A(Oy) a regido de aceitagao de um teste de nivel a € (0,1)
para testar Hy : 0 = 0y. Para cada X € x, defina um conjunto C(X) no espago paramétrico tal
que: C(X) = {0y : X € A(fy)}. Entdo, o conjunto aleatério C(X) é um conjunto de confianca
com coeficiente de confianca de (1 — o). Para qualquer 6y € ©, definimos: A(6y) = {X: 0y €
C(X)}, que € a regiao de aceitagdo de um teste de nivel o para testar Hy : 0 = 0.

Para elucidar, vamos considerar o seguinte exemplo: suponha que 1, ..., x, seja uma amos-
tra observada apds a realizacao aleatoria de n experimentos independentes de uma populacao
normal com média p, desconhecida, e variancia o conhecida. Usando um nivel de significAncia
a € (0,1), e para testar as hipéteses Hy : p = po contra Hy : o # pg, considere o seguinte teste:
a hipétese nula serd rejeitada se T € A(po), onde A(uo) = {x € R : |z — po| > Za/gﬁ}. Hj nao
é rejeitada para {|z — uo| < Z, /Qﬁ}. Antes da realizacao de um experimento, isto é equivalente
ao evento:

g

_ o _
{X - Za/?% <po <X+ Za/2%}- (1)

Como este é um teste de nivel «, temos que Pr(Hj ser rejeitada|pu = po) = «, ou ainda, Pr(H
nao ser rejeitadalp = pp) = 1 — a. De (1), temos:

_ o — g
Pr (X_Za/Z\/ﬁSMOSX"i_Za/Z\/ﬁ’M_MO) =1-a (2)

Veja que a expressao (2) é verdadeira para todo oy tomado do espago paramétrico. Portanto,
para u arbitrario, temos:
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P’I“<X Za/27<M<X+ a/Qf’M>:1—a. (3)

Do que concluimos que o intervalo [X —Zoj2 = f’ X+ 2z, /2 f} obtido pela inversao da regiao

de aceitagdo do teste de nivel «a, é um intervalo de confianca para um coeficiente de confianca
de (1 — «).

2.1.2 Meétodo da Quantidade Pivotal

Segundo [4], uma quantidade pivotal é definida da seguinte forma: uma varidvel aleatéria
Q(f(; 0) é dita ser uma quantidade pivotal para o parametro 6 se a sua distribui¢ao nao depende
de 6. Com o uso de uma quantidade pivotal, a obtencao do intervalo de confianca sera geralmente
simples, pois bastara aplicar os dois passos a seguir:

(a) Obtenha uma fungao da amostra que dependa de 6, digamos U = Q(X, ), mas cuja distri-
bui¢ao nao dependa de 6.

(b) Encontrar constantes a e b tais que Pr(a <U <b) > 1— a.

Além disso, se para cada X € x existirem fungoes de valor real t1(X) e t3(X) tais que Pr(a <
G(%;0) < b) se e somente se t1(X) < 0 < t9(X), entao:

Pr(ty(X) < 6 < t2(X)|6] = . (4)

Vejamos o seguinte exemplo. Sejam Xy, ..., X, uma amostra aleatéria da varidvel aleatéria X
com densidade fx(x|f) = «96*91, para 6,z > 0, e fx(z|f) = 0, caso contrario. Seja T(X) =
Zz_ X;. Observe que T (X) nao é uma quantidade pivotal, pois sua distribuicao depende de
0. E fato bem conhecido que T(X) ~ Gama(n, ). Denote a densidade de T'(X) por fr(t|0).
Assim,

1

fr(te) = mentnfle*“. (5)

Defina Q(X, ) = 20 x T(X), que por sua vez tem distribuicéo Qui-quadrado com (2n) graus de
liberdade, ou seja, a funcao densidade de probabilidade de Q(X, ) nao depende de 6 e é dada
por:

o) = s Lge ()

Portanto, Q(f(,@) ¢ uma quantidade pivotal com respeito a 6. A construgao do intervalo de
confianga é feita diretamente pelo uso da distribuicao de Q(X,6) da seguinte forma:

a b

Prla < Q(X,0) <t] = Prla < 20T(X) <] = 2T(X) = 2r(X)

onde a e b sio constantes que satisfazem Prla < Q(X,0) < bl = 1 — . Suponha uma amostra
com n = 15 observagoes e a = 0,05. Assim, pela distribuicao Qui-quadrado com 30 graus de
liberdade, temos que os percentis 2,5 e 97,5 sao a = 16,791 e b = 46,979, respectivamente.
Para uma dada amostra observada, suponha que > ", x; = 8,5. Portanto, o intervalo de
confianga observado, com base em um coeficiente de confianca de 0,95, serd I.C.(g5)(0) =
[16,791/(2 x 8,5), 46,979/(2 x 8,5)] = [0,9877, 2, 7635].
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2.2 Meétodos Assintdticos

Em certos problemas nao é possivel encontrar o intervalo de confianca exato. Isto pode
ocorrer por nao se conhecer a distribuicao da estatistica utilizada ou pelo fato de tal distribuicao
ser de dificil manipulacao algébrica. Neste caso, métodos assintoticos podem ser uma boa
alternativa. A literatura de inferéncia estatistica oferece um vasto acerto de métodos assintoticos
para construcao de intervalos de confianca. Para uma revisao mais minuciosa, sugerimos o livro
de [10]. Aqui, descreveremos quatro dentre os métodos assintéticos mais usados.

2.2.1 Método Delta

Este método baseia-se na eficiéncia assintdtica dos estimadores de maxima verossimilhanca.
Seja X1, Xo,..., X, uma amostra aleatdria, e denote a fungao densidade de probabilidade (ou
funcao de probabilidade no caso discreto) de X;, para i = 1,...,n, por fx(z|f). Seja 6o
estimador de maxima verossimilhanca (EMV) para 6, e seja L(0|X = %) = L(0) a funcao
verosssimilhanca avaliada em 6 dada a amostra observada X. A varidncia da fungdo de valor

~

real h(0) pode ser aproximada por:

[5(0)]” 5

%logl‘/(ﬂx) ‘ezé '

Var(h|(§) ~ (7)
Assim, um intervalo de confianca aproximado para h(é), com 100(1 — «)% de confianga, pode
ser obtido da seguinte forma:

1.0 o (0) = [h(é)—23 Var(h(6)(0], h(0) + 22 Var[h(é)wq, (8)

onde z(a) é tal que Pr(Z < zs)) =1—-a/2,e Z ~ N(0,1).
Vejamos um exemplo: sejam X, Xo,..., X, uma amostra aleatéria tomada de uma po-
pulacao seguindo uma distribuicao exponencial de parametro A, ou seja, a fun¢do densidade de
Xi,i=1,...,n, é fx(xz|\) = Xe™**. Vamos construir um intervalo de confianca aproximado,
de 100(1 — a/2)% de confianga, para A. Primeiramente, para uma hipotética amostra observada
x1,%2,...,Tn, vamos obter os termos necessarios ao uso da expressao (7):
n
L) = J[re?m =arerzima
i=1

= log[L(\)] = nlog(X) =AYz,
=1

= 1loglLV] = ; — Z;x
0? nh
= Syalogl L] = — 5. (9)

Fazendo h(f) = A, temos que a%h(&) =1, e fazendo (%log[L(Mx)] =0=2- Yoz =0=
A= %, que é o EMV para A, pois a segunda deriva(ila de log[L(\)] em relagdo a A é negativa
para todo A > 0. De (7), a variancia aproximada de A é calculada com:

1 1 1

— _i pu— pu— %.
Desta forma, um intervalo de confianga aproximado para A, com 100(1 — «)% de confianca, é
dado por:

(10)

Var(A\\) ~

1 1
1.C1_a)(N) = [_ - Z(a) i

X

1
+ Z(a) } . (11)

rn

K|~
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2.2.2 Método Baseado na Estatistica Escore

O método que discutiremos nesta secao nada mais é do que um caso particular do método
Delta discutido na tultima secao, onde a funcao de valor real

e — U
\/~EdmlogIL(01)

conhecida como ‘estatistica escore’, é usada como uma espécie de quantidade pivotal assintética
no sentido de que sua distribuicao de probabilidade praticamente nao depende de 6§ quando
n é suficientemente grande. Mais ainda, Q(f(]&) converge em distribuicdo, com respeito a n,
para uma distribuicao normal padrao. Para exemplificar, consideremos o caso de uma amostra
aleatéria, de tamanho n, tomada de uma populacao Bernoulli (p) (exemplo de [10], pagina 498).
Veja que o EMV de p é dado por p =Y ;" | X;/n. Assim, temos:

(12)

n-y A

Y
Xjg) =22 - P 13
QX|0) = Z== = — (13)
p(1-p) n

Com base nesta abordagem, um intervalo de confianga aproximado, com coeficiente de confianca
de 100(1 — a)%, é dado por [p1, p2], onde

p1 = sup {p 1 (p—p)/vp(1 —pn~t> z(l,%)} , e
p2 = inf {p: (P—p)/vVp(l —pnt < —z(l_%)}- (14)

onde z(1_g) ¢ tal que Pr(Z < zq-g)) =1-a/2,¢ Z~N(0,1).

2.2.3 Meétodo Baseado na Estatistica da Razao de Verossimilhancas
L(6|X)
L(0)X)
lhancas, com § o EMV de 6, entdo a distribuicio assintética da tranformada —2log[A(X, 6p)],
sob certas condigoes, é Qui-quadrado com um grau de liberdade (ver [10], pagina 496), onde 6 é
um valor fixo e conhecido previamente especificado sob a hipdtese nula em um teste de hipdteses
bilateral. Portanto, novamente com inspiracao no método da inversao de um teste, o intervalo
de confianca para 6 é dado por [01, 03], onde:

Um fato bem conhecido é que, se )\(5(, 0o) = ( ) é a estatistica da razao de verossimi-

61 = sup {0 <0< 0:—2log\X,0)] > q(l_a)} , €

0o = inf {9 >0 : —2log[\(X, 0)] > q(l,a)} , (15)
onde q(1_q) ¢ 0 percentil 100(1—a)% de uma distribuigao Qui-quadrado com 1 grau de liberdade.

2.2.4 Métodos Baseados em Aproximacgoes pela Distribuicao Normal
Sejam 0 e 6 estatisticas para o parametro 6 tais que:
00
—— — N(0,1), quando n — oo, (16)
1%

entao o intervalo de confianga aproximado para 6, de coeficiente v, pode ser obtido por:

IC'Y(Q) = [é — 5’2(1_7)/2, 6 + (32(1_7)/2} , (17)
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onde z(1_)/2 é o percentil 100v% da distribui¢do normal padrao. Como caso particular, se
X1, Xo,..., X, sdo ii.d com média u e variancia o2, entdo, pelo do Teorema Central do Limite,
temos:
X —p
a//n

Além disso, se S? = > | (X; — X)?/(n — 1) — 02 em probabilidade, entao:

— N(0,1). (18)

X —p
S/v/n

Portanto, o intervalo de confianca aproximado de 100v% de confianca pode ser obtido por:

— N(0,1). (19)

)‘(—Sz(:/g),)‘ursz(:/? . (20)

3 Intervalos de Confianca Monte Carlo

Como vimos na Secao 2.1, o método exato convencionalmente usado para obtencao de
intervalos de confianca é baseado na estratégia de inverter um teste de hipdteses. Lembremos
que, se T for uma estatistica de teste, ¢y um valor realizado de T, e Fr(t|0) denotar a distribuigao
de probabilidade de T" dado o parametro populacional 8 de interesse, entao um intervalo exato,

com 100 x (1—2a))% de confianca, para 6, digamos [él, éu] , pode ser obtido resolvendo Frp(ty|0 =

0) = (1 —a), e Pr(tol0 = 0,) = . Mas isso é valido se Fp(t|0) for crescente em 0. Se Fr(t|6)
for descrecente em 6, entao a solugao é dada por se intercambiar as restrigdes (1 — «) e a nas
probabilidades Fr(to|0 = 6;) e Fr(to|0 = 0.,), respectivamente . Se Fr(t|6) ndo for monétona em
f, entao o que se obtém com o método da inversao de um teste nao é um intervalo, mas sim um
‘conjunto confianga’, por sua vez formado por unioes de intervalos semi-abertos da reta real. Se a
forma analitica da Fp(t|f) é desconhecida, ou de dificil manipulacao pratica, mas amostras de T
podem, de alguma forma, ser geradas para valores fixos de 6, entao algum método Monte Carlo
(MC) pode ser usado para construcao de intervalos de confianga para 6. Tais métodos serao
referidos aqui apenas por ‘intervalos de confianca Monte Carlo’, ou simplesmente ‘intervalos de
confianga MC’.

Em geral, devido a variabilidade introduzida pela simulacao Monte Carlo, a verdadeira pro-
babilidade de cobertura dos intervalos de confianca MC nao é uma constante, mas sim uma
varidvel aleatdria que oscila em torno do coeficiente de confianca do que seria o invidvel método
exato, mas tais oscilacoes tornan-se cada vez mais concentradas nas proximidades do coeficiente
exato a medida com que o numero de simulacoes de Monte Carlo aumenta. Um exemplo inte-
ressante de aplicacao do intervalo de confianca MC é o problema de estimacgao de populagoes
de animais por meio da técnica de amostragem de captura-recaptura [6, 7, 18]. Atualmente,
pode-se dizer que, dentre os métodos Monte Carlo, trés se destacam por sua generalidade e
boa performance, sendo eles: (i) o método ‘percentil’, também conhecido por método ‘Boots-
trap paramétrico’; (ii) o método ‘aleatorizado’, inspirado no método da inversdo de um teste
de hipéteses aleatorizado, e; (iii) o método ‘sequencial’, que por sua vez é inspirado na inversao
do teste Monte Carlo convencional. A descricdo destes trés métodos é o assunto deste artigo a
partir daqui.

3.1 Método Percentil

O método percentil, descrito em detalhes por [9], pode ser visto como uma versao melhorada,
no sentido de valer para uma gama maior de situagoes, do método Bootstrap paramétrico de [13].
Suponha que T seja um estimador consistente de 6 e que, apesar da forma analitica de Frp(t]0)
ser desconhecida, assuma que uma amostra Monte Carlo T1,...,Ty—1 de T possa ser gerada
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para 6 := tp. Denote por T(;) a i-ésima observagao da amostra ordenada, ou seja, T(;) < T{g) <
-+ < T(p—1)- O intervalo de confianga aproximado para ¢, de 100 x (1 — 2a)% de confianga,
baseado no método percentil, é dado por [Tk, T(k,)], onde K1 = aM, e Ko = M(1 — a).

Para que a média do coeficiente de confianca verdadeiro do método percentil, com respeito
a distribuicao de T e para M préximo de infinito, seja igual ao coeficiente (1 — 2a) desejado,
[8] mostra que a chamada ‘condicao de simetria’ precisa ser atendida. A condigao de simetria é
satisfeita se Fr(t|6 = tg) = 1 — Fr(to|d = t) para todo t e ty. Se a condigao de simetria nao se
verifica, [9] mostra que o método percentil pode levar a intervalos de confianga extremamente
assimétricos e, ainda mais grave, sua probabilidade de cobertura converge, tanto em M quanto
em n (tamanho da amostra), para uma probabilidade de cobertura maior que o coeficiente de
confianca desejado.

Para entendermos melhor a condigdo de simetria, vamos considerar o caso em que Frp(t|6)
segue uma distribuicdo Normal(u, 02), onde p é o pardmetro para o qual desejamos construir o
intervalo de confianga. Veja que, como [(t — p)]? = [( — t)]? para todo t e p reais, é trivial que

L 1 (no—to)?
Jr(tolp = po) = fr(polp = to) = \/ﬂae 20 . (21)

o que nos leva a concluir que a condicao de simetria é atendida neste caso. Isto pode nos
induzir a errénea conclusao de que todas as distribuigoes simétricas em torno da média atendem
a condicao de simetria. O caso em que T segue uma distribuicao t-student com v graus de
liberdade é um 6timo contra-exemplo. Neste caso, temos:

v+l 9y — 3
i =L (14 5) T 2
2

do que é fécil ver que, se v # ¢, entao fr(t|v) # fr(v|t), ou seja, apesar da distribuigao t-student
ser simétrica em torno da média, ela nao atende a condicdo de simetria. Naturalmente, serd
também comum encontrarmos distribuigoes assimétricos em torno da média que também nao
atendem a condigdo de simetria. Tomemos o caso exponencial de média 1/\. Neste caso, a
densidade de T serd dada por:

frtA) = xe M £, A > 0. (23)

Veja que, para A = 2 e t = 1, temos: fr(t = 1A = 2) = 272 £ fr(t =2\ =1) = e 2.
Portanto, a condicao de simetria nao ¢é satisfeita também no caso exponencial.

3.1.1 Exemplo de Aplicagao do Método Percentil - Estimacao de Tamanho Popu-
lacional por Captura-recaptura

Um 6timo exemplo de uso do método percentil foi oferecido por [9] para o problema de
se estimar o tamanho de populacoes de animais via o mecanismo de amostragem baseado na
captura, marcagao, devolugao e recaptura de individuos (captura-recaptura). Por exemplo,
pode-se realizar estimacao intervalar da populacao do mico ledes dourados em seu habitat, a
Mata Atlantica. Suponha que uma amostra de n; animais, de uma determinda espécie, é tomada
de uma reserva ecoldégica onde reside um total de /N animais desta espécie, onde N é o parametro
desconhecido que se quer estimar. Estes nq animais sdo marcados e devolvidos a reserva. Depois
de um certo periodo de tempo, uma segunda amostra, agora de tamanho no, é retirada desta
mesma reserva. Seja m o numero de animais marcados (ou seja, individuos que estavam na
primeira amostra de tamanho n;) dentre os ny animais desta segunda amostra. Um estimador
pontual para N, proposto por [9], é dado por:

(n1+1)(ng +1)
m—+1

N* = -1, (24)
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Tabela 1: Estimativas para N, pontuais pelo método de captura e recaptura e intervalares
(v = 0,95) com base no método percentil, usando diferentes valores amostrais (m) observados e
fixando n1 = ny = 300 no problema.

m
20 30 50 100
N* 4313,33 2921,61 1775,49 896,04
1.Coo5(N) [2921,61,6470,50] [2156,17, 4132,00] [1437,11, 2264,03] [793,75, 1028, 56]
Amplitude 3548,89 1975,83 826,92 234,81

que é nao viciado se n1 +n9 < N, ou seja, E(N*) = N se n1+ny < N. Vamos agora proceder a
estimagao intervalar. Como ja enfatizado anteriormente, a validade do método percentil depende
da veracidade da satisfacao da condicao de simetria para a distribuicao de N*. Portanto, vamos
analisar a situacdo em que n; = no = 300, t = 850 e # = N = 1000. Para estes valores, temos
que:

n1+1)(n2+1)
m+1

Pr(N* < 850|N = 1000) = Pr { [( ] — 1 <850|N = 1000} =0,55.  (25)

Por outro lado, se intercambiarmos t e N, ou seja, fazendo ¢t = 1000 e N = 850, temos:

(n1+1)(ng + 1)
m—+1

PT(N* < 1000|N =850) =1— Pr { [ ] —1 < 1000|N = 850} =0,14. (26)
Portanto, a condicio de simetria nio é satisfeita, pois Pr(N* < 850|N = 1000) # 1 — P?“(N* <
1000|N = 850). Entretanto, vamos negligenciar a nao verificacdo da condicdo de simetria
por enquanto, e aplicar o método para o problema de captura-recaptura tal como sugerido
por [9]. Tlustraremos os efeitos desta falha na verificacdo da condicdo de simetria na Segao
5, mais precisamente com a Tabela 5. A Tabela 1 mostra valores de intervalos de confianga
obtidos pelo método percentil para cinco cendrios ficticios distintos para o nimero de animais
marcados dentre os da segunda amostra. Usou-se M = 10000, v = 0,95 e um planejamento
amostral com n; = ngy = 300. Esta tabela revela um padrao bem marcante para o problema de
estimacao populacional, que é o fato do intervalo tornar-se cada vez mais concentrado em torno
da estimativa pontual conforme o valor de m aumenta.

Visando favorecer o entendimento sobre como aplicar o método percentil, consideremos um
exemple em que o valor de M seja bem pequeno, pois assim serd possivel mostrar, passo a passo,
a obtencao dos limites inferior e superior do intervalo. Ainda para o problema de captura-
recaptura, considere agora amostras n; = ng = 100, e suponha que foram observados 30 animais
marcados dentre os 100 animais da segunda amostra. Assim, a estimativa pontual para N seré:

(m—l—l)(ng—l-l)} i [(100+1)(100+1)
m+1 30+1

Para obtermos uma estimativa intervalar, fagamos M = 20. Seguem, ja ordenados, os 20 valores
Monte Carlo simulados:

N* =

— 1 =328,07. (27)

267,47 274,70 282,36 299,03 299,03 308,12 308,12 328,06
328,06 328,06 339,03 339,03 339,03 350,76 350, 76 363, 32
376, 81 391,35 391, 35.

Para gerar os valores acima, bastou gerar valores para a varidvel m e aplicd-los a funcao N*.
Note que m segue uma distribuicao hipergeométrica, e que neste exemplo estd parametrizada
por (ny = 100,ny = 100, N = 328). Para a = 0,20, temos K; = aM/2 = 0,20 x 20/2 = 2, e
Ky=(1—-a/2)M = (1-0,20/2) x 20 = 18. Ou seja, o limite inferior do intervalo serd o valor
de posicao 2 da amostra acima, enquanto que o limite superior serda o valor de posicao 18, do
que obtemos a estimativa intervalar [274, 70, 391, 35].
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3.1.2 Performance do Método Percentil

Agora mostraremos que, se a condigdo de simetria é satisfeita, entao E(9y7) = (1 — 2«),
onde 45s é a probabilidade de cobertura do método percentil, e (1 — 2«a) é a probabilidade de
cobertura desejada, ou seja, queremos mostrar que o método percentil é exato se a condigao
de simetria é satisfeita. Sem perda de generalidade, isto serd mostrado para o caso unilateral,
onde I.C. = (él; o0), e isto é suficiente, pois f nao pertencerd ao intervalo bilateral apenas por
um dos dois limites a cada aplicagio do método, ou seja, se 0 ¢ [T k), T(x,)], € T(xy) < T(x) 5
entao 0 < T,y ou 0 > T(k,). Assim, a probabilidade de nao cobertura bilateral ¢ a soma das
probabilidades de nao cobertura unilaterais. Portanto, bastard mostrar que o limite inferior do
intervalo serd menor do que ¢ com probabilidade de de no minimo (1 — «). Para uma estimativa
0 observada, temos que:

Mz‘l M-1
z=h

onde K1 =h=aM ep=Pr(T; < 9[&), e seja Pa correspondente varidvel aleatéria assoaciada
ao observado p. Assim, a probabilidade de cobertura integrada para todo 6 seré:

M-1

Pr(élge):/ol(z

(M, 1 )ra —ﬁ)M“fp(m) . (29)
z=h

onde fs(p) é a funcao densidade de probabilidade da varidvel P. Suponha que a condicao de
simetria se verifica, ou seja, FT(9|9) = 1 — Fp(6|6) para todo 6 e 6. Por motivos didaticos,
vamos usar agora a notacao © também para representar a varigvel aleatéria T, ou seja, defina
T := ©. Observe que, como 6 é uma observacao oriunda da dlstrlbul(;ao de T dado #, entao
1 — Fr(6|6) ~ U(0,1), implicando que, pela condicdo de simetria, P = Fr(6|©) ~ U(0,1).
Assim, fp(p) = 1pe(0,1)(P)- Desta forma, de (29), temos que:

1
[ - pag

M-—1 ¢ 1
M-1 ~(T - ~ —1-z -1 3
_ ( >/ pEHD=1(1 _ ) (M-1-w+1) 1dp]
L z 0
1

M_1-<M—1

PT(T(Kl) < 0) = z

X

= ( M1 x!(M—l—x)!}

M(M — 1)

(")
M-—1
_ Z r

= M(M—l)

i

B M-1 1)
- M

x=h
_ M-1-h+1 M h
- M M M
_ ., oM
- M
= 1l-« (30)

Portanto, estd provado que o método percentil é exato sob a condicao de simetria.
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3.1.3 Limitacoes do Método Percentil

Apesar do método percentil ser simples e intuitivo, seu uso exige cautela. Como Frp(t|0) é
desconhecida em aplicagoes praticas, a incerteza ao redor da atual probabilidade de cobertura
é uma séria limitagao devido a impossibilidade de se verificar a condigao de simetria. [9] sugere
o uso de uma correcao de vicio para atenuar o problema, mas [9] adverte que tal artificio pode
produzir intervalos assimétricos quando as amostras sao pequenas ou de magnitudes moderadas.
O método percentil nao é aplicadvel nos casos em que 1" nao é um estimador para #, o que nao é
raro, por exemplo, no contexto de teste de hipdteses.

Ja vimos alguns casos em que a condi¢ao de simetria nao é valida, e estes envolveram a
distribuicao t-student e exponencial. Vimos também um exemplo envolvendo um caso discreto,
ilustrado pelo uso do problema de estimacao populacional citado na se¢ao 3.1.1 pelo estimador
N*. Na prética, a condicao de simetria para a distribuicao de 71" implica as seguintes restri¢oes:

1. T precisa ser um estimador de 8;
2. O suporte de T e o espaco paramétrico precisam coincidir;
3. A distribuicao Fr(t|0) deve ser nao crescente em 0 V t € R.

Os itens 1 e 2 resultam diretamente da construcao do método, do que resta demonstrar a restrigao
3. Veja que para t] < ty € R, vale que Fr(t1]0 = y) < Fp(t2]d = y). Pela condi¢ao de simetria,
temos que 1 — Fr(yl0 = t1) < 1— Fr(y|d = t2) = Fr(y|@ = t1) > Fr(y|@ = t2). Como esta
conclusao vale para todo (t; < t2) e y € R, conclui-se que a retrigao 3 estd provado.

3.2 Método Aleatorizado

[5] propoem um método bem geral que utiliza do procedimento de aleatorizagao para obter
intervalos de confianga Monte Carlo, o qual foi inspirado na ideia de se inverter o teste de MC
analogamente ao método exato convencional. Primeiramente, é necessario supor que Frp(t|0)
seja mondtona em 6. O procedimento requer a existéncia e o conhecimento analitico por parte
do usudrio de uma nova variavel aleatéria Z, a qual é usada para criar uma nova varidvel T,
que por sua vez precisa possuir a mesma tenha a mesma distribuicao que 7' para todo #. Com
isso, calcula-se:

T =g(0|12), (31)

onde g deve ser uma funcao de valor real. Além disso, g deve ser monotonamente decrescente
com 6 se Fr(t|#) é monGtona decrescente em 6, e vice-versa. E também imperativo que a fungao
g seja computavel. Assuma que uma amostra Monte Carlo, Zq,...,Zy—1 de Z, tenha sido
gerada. Assim, a amostra T(*l), T(*Q), ..., T%;_, associada, de acordo com a funcao em (31), pode
ser calculada e utilizada para obter a amostra ordenada T(*l) < T (*2) < - < T(*M_l). Deste
modo, um intervalo de confianca, de aproximadamente 100 x (1 — 2a)% de confianca, é dado
por [0},0:], onde, se Fr(t|f#) é monotonamente decrescente em 6, entdo 0 = sup{6?|T(’;€1) <to}
e O = inf{9|T(";€2) < to}, onde K1 = aM, e Ko = M(1 — «). Se Fr(t|f) é monotonamente

crescence em 6, o supremo e o infimo acima sao intercambiados entre 0] e 0.

3.2.1 Performance do Método Aleatorizado

Segundo [5], o intervalo [Al*; )*] é exato quando M — co. O método também tem a vantagem
de nao depender de suposicoes de dificil verificacao, tal como a condicao de simetria do método
percentil, o que o torna bem mais geral neste sentido. Outra vantagem do método aleatorizado
sobre o método percentil é que ele é valido para qualquer estatistica cuja distribuicao dependa
do parametro 6, e nao apenas para estimadores de 6, ou seja, o suporte de 17" nao precisa coincidir

com o espago paramétrico para que o método seja aplicével.
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3.2.2 Limitacoes do Método Aleatorizado

A principal desvantagem do método aleatorizado é que, para sua utilizagdo, o usudrio precisa
descobrir uma nova variavel T* que nao dependa dos dados, mas que garantidamente tenha a
mesma distribuicao que T. Esta tarefa, evidentemente, exige muita criatividade por parte
do usuério, o qual nem sempre possui treinamento técnico em teoria de probabilidades para
estudar heuristicamente a possivel distribuicao de T para cada 6 e disto elaborar uma nova
varidvel T* tendo distribuigio equivalente. Uma transformagio Sbvia é fazer T* = F.'(Z]0),
com Z ~ U(0,1). Esta escolha é trivial e ao mesmo tempo inttil, pois se conhecéssemos a forma
analitica de I/ 1(Z |#) para calcular esta transformagao, entao também nao precisarfamos de um
método Monte Carlo para construir o intervalo, pois o método exato seria possivel diretamente
pelo uso da Fp(t|f). [5] forneceu exemplos préticos de aplicagao do método aleatorizado para
distribuigoes da familia locagao-escala, e também mostrou como operar o método para alguns
membros da familia exponencial. No entanto, nao foi fornecida uma regra geral para orientar o
usudrio na busca da transformagao g particular a cada possivel aplicagao. [5] também adverte
que, se a g nao é mondtona, o intervalo tendera a ser conservador com respeito ao intervalo
exato e, portanto, apresentando amplitudes bem maiores que as do respectivo método exato.

3.3 Meétodo Sequencial

Aqui trataremos do método sequencial proposto por [18]. Segundo seu autor, o método é
inspirado na inversao do teste Monte Carlo convencional. O teste Monte Carlo convencional
¢ um método bem conhecido e amplamente usado para construir testes de hipdteses quando
Fr(t|f) é desconhecida ou nao computéavel[12, 2, 3]. Para uma amostra obtida via simulagao
Monte Carlo, digamos 7;,7 =1,...,M — 1, o valor-p para o teste Monte Carlo é definido como
Py =Y +1)/M,onde Y = Ef\ifl I(T; > Tp). A hipdtese nula é rejeitada se Py < «, onde
a € (0,1) é o nivel de significancia desejado. Um fato bastante conhecido é que o teste Monte
Carlo é sempre de nivel a, ou seja, é garantido que Pr(Py; < a|Hp) < «, e isso vale para o caso
geral de qualquer estatistica de teste e qualquer problema de teste de hipdteses. A igualdade
estrita é valida quando Fr(t|f) é continua.

O método sequencial para obtengao do intervalo de confianga consiste na estratégia de gerar
amostras Monte Carlo para uma grade de valores fixados para 6, e entao, com base nas amostras
que apresentam um valor-p de Monte Carlo nao significativo, tomar o respectivo conjunto de
pontos da grade como a regiao de confianca para 6. Esta técnica produz intervalos de confianca
que sao conservadores apenas em funcao da variabilidade introduzida pela simulacado Monte
Carlo. A condicao suficiente para que o método seja vélido é que Fr(t|6) seja mondtona (cres-
cente ou decrescente) em 6 para cada t fixo, e que 6 seja cotado, ou seja, 6 € (AI; Aj;) para éf e
éfl conhecidos. O algoritmo para aplicagao do método sequencial sera descrito para o caso em
que a Fp(t|f) é crescente em #, mas a construcao para distribui¢oes decrescentes é possivel por
aplicacao de raciocinio anélogo.

Admita que 67 < 05 < --- < 6} seja uma sequéncia de constantes convenientemente es-
colhidas e ordenadas para atender (9; — 06_1)) <9J,j=12,...,n, onde § > é arbitrario e
representa a precisao desejada, em termons de casas decimais, a ser usada no reporte dos limites
do intervalo de confianca.

Seja T] um vetor de dimensao (M —1) contendo (M — 1) cépias Monte Carlo geradas a partir
da distribui¢ao de T para 0 := §7. Seja Y; (M) a varidvel aleatdria que conta o nimero de valores
no vetor T] que sao menores ou iguais que tg, onde ¢ty é o valor observado da estatistica 1" para
uma amostra fixa. Assim, Y;(M) segue uma distribui¢ao binomial gerada por (M —1) realiza¢oes
Bernoulli com probabilidade de sucesso dada por p; = Fp(tgld = 9;) O limite superior do
intervalo de confianca é obtido por se varrer os valores de j de 1 até n sequencialmente. O
procedimento consiste em comparar Y;(M) com h, para cada j, até o primeiro j tal que Y;(M) <
h, ou até ocorrer j =mn, onde h = [a(M +1)] e 0 < & < a < 1. Se o procedimento sequencial
for interrompido em j = wu, entao o limite superior do intervalo de confianca é dado por 0.
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Para obter o limite inferior de confianga, defina a nova varidvel X;(M) para contar o nimero
de valores em Cf’] que s@o maiores ou iguais que tg. Veja que X;(M) segue uma distribuigao
Binomial gerada por (M — 1) experimentos Bernoulli e com probabilidade de sucesso igual a
p2 = 1—Fp(tp]6). Agora, a avaliacdo sequencial comega por j = u, e varre os valores j—1,j—2...
sequencialmente até ocorrer X;(M) < h, ou até j = 1. Se o momento de interrupgao desta nova
varredura ocorrer em j = [, entao o limite inferior de confianca ¢ dado por ;. Note que esta
rotina garante 6, > 0; desde que n seja maior que 1. Para constantes arbitrarias 0 < @ < a; < a,
*

um intervalo de confianca conservador de 100 x (1 — 2a)% de confianca, IC1_24(6) = [6;,,0]], é
obtido para qualquer escolha de M > M, com My tal que:

f%&uM@<h@ﬂ=a331—[fjj}”. (32)

3.3.1 Performance do Método Sequencial

Por simplicidade notacional, algumas vezes ocultaremos aqui o termo M de Y;(M) e X;(M),
usando simplesmente Y; e X;. Para um caso hipotético muito raro, quando 0, = 6;, defina
C(to) = [01,0.). Isto certificard que apenas um lado do intervalo poderd falhar em cobrir o valor
de 6. Consequentemente, para provar que a probabilidade de cobertura é maior ou igual que
(1 —2a), é suficiente mostrar que Pr(f; > ¢) < (1 — ). Um raciocinio similar pode ser usado
para provar que Pr(0f < ) > (1 — «). Defina P; = Pr(T < tp|§ = 0;), onde 0 < a, < a.
Na j-ésima iteracao, o método sequencial falhard em cobrir o valor é(as) se Y; < h dado que
0r < é(as). A probabilidade deste evento ocorrer pode ser cotada da seguinte forma:

Pr(Y; < hl0; < 0(as)) = Pr(Y; <h|P; > ay)

Pr(Y; < h|P; > o)
= 7(h,as, M). (33)

IN

A inequagao da pentltima linha é verdadeira porque Pr(Y; < h|P; > o) é decrescente em P;.
Assim, se j* é o maior j tal que 07 < 0(«as), entao a probabilidade de termos o evento 0;, > 6(a)
é dada por:

Pr(0; > 05.) = Pr(nl_,
1 —7(h,as, M)

1 —m(h,as, M)" (34)

Y; > b6} < B(a))

*

>
>

A dltima desigualdade é vélida porque estamos assumindo que 6 é maior ou igual é(ozs) para
cada tg. Por construcao, é(as) cobrird o verdadeiro parametro 6 pelo menos 100 x (1 — )% dos
tempos. Em seguida, para a expressao (4), o limite superior, cobrird o verdadeiro parametro
6 com probabilidade de pelo menos (1 — as)[1 — w(h, as, M)]™. Para uma probabilidade de
cobertura unilateral de (1 — «), fagamos (1 — a5) = (1 — ag)[1 — w(h, as, M)]™, onde a5 < a.
Para um «y fixado, e de acordo com a expressao (34), o limite superior do intervalo de confianga
é obtido apds encontrar-se o valor My que satisfaca:

(hy g, Mo) < 1—[(1— @)/(1 — a)]™ (35)

Para a5 < « fixos, o argumento My é uma funcao crescente com respeito a &. Por exemplo,
para um intervalo de 100 x (1 — 2 x 0,025)% de confianca, se as; = 0,02 e n = 100, o lado
direito da expressdo (35) é igual a 5,11497 x 107°. Para a = 0,01, a solucio My é igual a
2243, o que leva a um valor de h igual a 22. Para & igual a 0,015, o valor de My resultante
serd igual a 10323 (h = 154). Naturalmente, a relacao entre My e & depende do valor fixado
para a, mas, como regra geral, valores de & e ag muito menores que « implicarao valores baixos
para My. Portanto, a fim de poupar esforco computacional na operacionalizagdo da simulagao
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Monte Carlo, o 6bvio deria escolher valores pequenos para & e g, pois isso levaria a pequenos
valores para M. Porém, isso também implicaria em intervalos muito conservadores. Tal como
explicado por [18], existe um intercambio entre @&, a; e a verdadeira probabilidade de cobertura.

Para um dado limite superior, ¥4, €scolhido para cotar arbitrariamente a real probabilidade
de cobertura, existe um valor minimo para & que deve ser respeitado para atender tal cota.
Suponha Fr(t|f) continua em ¢. Defina é(am) = inf{0 : Pr(To < t0)}, com 0 < apn) < & <
as < « arbitrdrios. Seja j* o maior j tal que 07 < é%n). A probabilidade de ocorrer 6 > 6

3

e

(in)

Pr(0} > 04,,)) Pr(n_,Y; > h)
PT’(Y] > h‘Pl < Oém)

PT’(Y} > h‘Pl = Oém) (36)

VARVAY

Assim, a probabilidade de cobertura associada a ¢ pode ser cotada como se segue:

Pr(9;>0) = Pr 9*>9\e < 6) x
x  Pr(fa,, < )+

(
(0
x  Pr(0; > 0|c9 (aim) > 0) X
X r( (@) > 0)
G
(0o
(6,

IN
o

r(0; > 9 Oém)‘g(am < 9)
Pr <0)+ (1 — ain)
Pr >0a ),9( M)SQ)—I-

(1 — aun)
Pr(0} > 0(a,,)) + (1 — i)

IN +

pela inequacao (36)

IN

PT(Yl > h’Pl = Ozm) -+ (1 — Ozm). (37)

Portanto, para garantir uma cota superior, digamos y,qz, para a real probabilidade de cobertura,
devemos fazer Pr(Y1 > h|P; = aipn) + (1 + @in) = Ymaz, € resolver para h e M. Por exemplo,
considere construir um intervalo de confianca conservador aproximado de 100 x (1 — 0,05)%, e
suponha que nao é permitido ter uma verdadeira probabilidade de cobertura maior que Vipae =
0,96. Para n = 100, uma solugao é ay, = 0,0205, @ = 0,022, as = 0,024 e M = 100000.

Observe que Pr(Y; > |Py = «;y,) é decrescente com M, pois Y] torna-se concentrada em
torno de F(Y1) = ayp (M 4+ 1) quando M aumenta. Para M grande, Pr(Y; > h|P, = a;,) = 0,
portanto, serd suficiente definir-se @, = 1 — Vmaz-

Qualquer escolha 0 < ay, < @ < ag < « levard a uma solugao viavel, mas algumas podem
ser mais eficientes do que as outras no sentido de minimizar o requerido M, ou seja, o tempo
de execucao do método. [18] sugere a seguite regra de ouro para escolha dos pardmetros de
ajuste do método sequencial: se v é o coeficiente de confianca desejado, € s€ V(maz,dois) € @ cota
superior admitida para a verdadeira probabilidade de cobertura, ambos arbitrarios e fixados

. , — 1— max,dois
pelo usudrio, este deverd fazer: a = (127), Ymaz = V(maz,dois) + M, Qin = 1 — Ymaz,
s = % ea= W Depois encontrar M tal que: (i) satisfaga a expressao (35); e (i4)

forneca um valor satisfatoriamente pequeno para a medida P,(Y; > h|P; = «a;,) de tal forma
que PT(YVI > h‘Pl = ain) + (1 - Oém) < Ymaz-
Para os casos em que a Frp(t|f) ndo é continua em t, o limite superior para a probabilidade
de cobertura ja nao serd dado pela expressao (37), mas sim igual a P.(Y] > h|P = aipn) < qjn.
Os métodos percentil e aleatorizado sao baseados em estratégias que nao guardam relagao
com o teste Monte Carlo convencional. Com o método sequencial, sob a luz do que se faz no
caso exato, serd sempre possivel garantir que as decisoes tomadas com intervalo de confianca
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Monte Carlo sempre concordem com a decisao obtida do teste Monte Carlo. Para mais detalhes,
consulte [18].

O método sequencial é tao geral quanto o método aleatorizado, porém nao exige a elaboragao
de uma transformacao g para que seja vidavel. Ademais, o método sequencial ndo apenas pos-
sibilita um controle real da confianca do intervalo, mas também favorece garantir uma cota
superior, como uma funcdo do nimero de simulagoes Monte Carlo, para a probabilidade de
cobertura gerada pelo método. Esta possibilidade de obter, analiticamente, o valor do ntimero
de simulacoes que garanta cotar a probabilidade de cobertura é uma relevante vantagem sobre
os métodos anteriores. Ademais, é também o tinico método que unifica os procedimento de teste
e de estimagao intervalar simultaneamente na mesma metodologia Monte Carlo.

3.3.2 Limitacoes do Método Sequencial

E notével que a restricao 6 € (éf, éj;) pode gerar problemas na pratica, pois, como nao co-
nhecemos #, como poderiamos entao conhecer cotas para ele? [18] argumenta que isto nao seria
uma limitagdo em muitos problemas praticos. Geralmente, o pardmetro tem limites explicita-
mente definidos pelas préprias caracteristicas intrinsecas ao fendmeno estudado. Por exemplo, o
coeficiente de um modelo de regressao linear que relaciona peso (em quilogramas) e altura (em
centimetros) de seres humanos é, em principio, qualquer nimero positivo real, mas, por razoes
praticas, o verdadeiro coeficiente desconhecido nao é admitido indicar mais de cem quilos por
centimetro adicional na altura de uma pessoa, e portanto uma escolha intrinseca para os limites
de 0 seria o intervalo (0,100). Outra limitacdo do método é que, dependendo da elevada mag-
nitude de n, o valor My que garante as propriedades demonstradas poderad ser de magnitudes
invidveis na pratica. Para tal problema, [18] sugere um refinamento do procedimento sequencial
que quase sempre garantird tempos de execugao satisfatérios, e este é o assunto da préxima
secao.

3.3.3 Um Refinamento para o Método Sequencial

Algumas aplicacoes do procedimento sequencial podem envolver amplitudes (6} — 07) de ele-
vada magnitude frente a desejada precisao decimal §. Por exemplo, se o parametro desconhecido
é o tamanho de uma populagdao de uma certa espécie de animal, entao n poderd ser da ordem
dos milhares, e isto exigia um My da ordem dos milhoes. Para contornar este tipo de problema,
a proposta de [18] é aplicar o algoritmo da bisseccao. Para tanto, faga 0, := 0] € Opay := 65
Agora, o procedimento sequencial consiste em percorrer os valores de ’_IN’J enquanto (U; —L;) > 6.
Para j = 1, defina 0} := 0oz, Ur = Omaz, L1 = Omin € 07 := (U1 — L1)/2. Assim, 6}, Uj e L;
sao atualizados dinamicamente apds cada iteracao Monte Carlo. Se Y; < h, atualize 6y, := 67,
Ut = 0; e Lj11) = L;j. Mas, se Y; > h, mantenha o valor atual de 6, faca U1y :=Uj e
Lj+1) = 05

Todas as propriedades ja vistas anteriormente também sdo validas para este refinamento,
mas com a vantagem de promover uma melhoria substancial em termos do niimero méximo, n,
de iteracoes de (M — 1) simulagoes Monte Carlo.

Mesmo quando a relacao (6 — 07)/6 se encontra na escala dos bilhes, a magnitude de
n sequer extrapolard a escala das dezenas. A expressao para o numero de iteracoes sob este
refinamento é n = [[(In2) "L In[(6} — 07)/5)]]. Por exemplo, para (6 — 67)/§ = 1000.000.000,
teremos n = 30. Para n = 30, e usando a regra para escolha dos parametros de ajuste do método
sequencial descritas na Secao 3.3.1, a Tabela 4 apresenta valores de My que garantem uma cota
superior igual & Y(maz,dois)y = 7 + €, com coeficientes de confianca v = 0,8, 0,9, 0,95, 0,99,
e ¢ = 0,001, 0,005, 0,01, 0,02, 0,03, 0,04, 0,05. Os dados desta tabela para as colunas
correspondentes a v = 0,9, 0,95, 0,99 foram retirados do artigo de [18], e as demais colunas
foram especialmente calculadas para este artigo. Naturalmente, ela também é vélida para n <
30.
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Tabela 2: Valores minimos de M (My) para uma cota superior de (y + €) < 1 para a real
probabilidade de cobertura bilateral, e para uma cota inferior (coeficiente de confianga) de ~.
As céluas com ‘na’ representam os cenarios que nao fazem sentido pratico.

v
€ 0.8 0.9 0.95 0.98 0.99
0.05 13,520 6,300 na na na
0.04 22,380 10,480 4,220 na na
0.03 42,460 20,760 8,860 na na
0.02 103,880 52,520 24,000 na na
0.01 466,700 241,660 117,800 40,960 na
0.005 | 2,056,520 1,079,040 541,000 205,080 88,620
0.001 | 61,776,920 32,699,440 16,741,940 6,715,500 3,288,000

4 Método Exato para Estimacao Intervalar do Tamanho Popu-
lacional

Apesar de nao mencionado por [9], na realidade é possivel obter o intervalo de confianca
exato para N no problema de captura-recaptura baseado na estatistica N*. Aproveitamos
que a contextualizagdo do problema ja estd dada para oferecer, como contribuicao adicional
deste artigo, a descrigao sobre como obter o intervalo de confianca exato para N com base na
estatistica N*. Seja N uma estimativa obtida pela aplicacao da estatistica N* a uma dada
amostra observada. Assim, o limite inferior do intervalo de confianca exato é:

Np =max{n*: Pr(N* > N|N =n*) < a}. (38)
Similarmente, o limite superior sera da forma:
Ng = min{n* : Pr(N* < N|N = n*) < a}. (39)
Ou seja, o intervalo de 100 x (1 — 2a)% de confianga para N é:
IC120(N) = (Np; Ns) (40)

Como a distribuicao de N* ¢ discreta, sabemos que o intervalo em (39) é conservador. A titulo de
ilustragao, vamos verificar a verdadeira probabilidade de cobertura deste sob a parametrizacao
N = 1000, n; = 100, ny = 100 e a« = 0,025. Temos que

Pr(N, <N <Ns)=1-Pr(N, > NUNg < N)=1-Pr(N, > N)— Pr(Ng < N). (41)

Vamos investigar os valores de m que implicam Ny, > N. Para tanto, oferecemos a Tabela 3
que oferecem a estimativa pontual, e o limite inferior observado, para os seis possiveis menores
valores de m. Para obtermos a terceira coluna da Tabela 2, que contém os limites inferiores,
fazemos P(N* > N|n*) para diferentes valores de n* que satisfaca P(N* > N|n* < a). Por
exemplo, para m = 0, temos N = 10200, o que leva a solucao N = 2810. Veja que para n*
fixo, temos:

(n1+1)(n2 +1)
(m+1)
= Pr((ni4+1)(ng+1) > (N +1)(m+1)|n%)

() ()
= (1)
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Tabela 3: Limites inferiores do intervalo de confianga exato para N com base no estimador N*
para os seis menores possiveis valores de m no caso de n; = n; = 100.

m N NL

0 10200 2810
1 5099 1876
2 3399 1456
3 2649 1206
4 2039 1038
5 1699 914

Tabela 4: Limites superiores do intervalo de confianca exato para N com base no estimador N*
para dois valores intermedidrios de m e para os dois maiores possiveis valores de m no caso de
ny =ny = 100.

m N NS
100 100 100
99 101 101
17 565 947

16 599 1028

onde ¢ = (n1 +1)(ng+1)/(N +1) — 1. Param = 0, temos N = 10200, e por avaliacio numérica
de uma sequéncia crescente de valores para n*, encontra-se que o maior valor que faz com que
a probabilidade em (42) seja menor que 0,025 é n* = 2810, o qual fornece:

Pr(N* < 10200|N = 2810) ~ 0, 02497. (43)

Veja que esta é uma situacao em que N 1, > N , ou seja, se m = 0, o intervalo nao cobrira N
inferiormente. Se m = 1, teremos Np = 1876. Na realidade, Ny, é uma funcao decrescente com
respeito a m. Para m > 5, teremos sempre um limite inferior cobrindo N = 1000. Assim, a
probabilidade de nao cobertura inferior é Pr(m < 4|N = 1000) ~ 0,0188. Vamos agora avaliar
o limite superior, para n* fixo, temos:

P?“(N* < N|n*) = Pr (m > (1 +})(n2 +2) — 1|n*>
(N +1)
1o pr(me D2 t2) —2n* (44)
- (N4

Para M = 100, terifamos Ng = 100, o que nao cobriria N superiormente. Como Ng é decrescente
com m, teremos uma regiao de cobertura para baixos valores de m.

Assim, Pr(cobertura|N = 1000) ~ 1 — 0,0188 — 0,015 ~ 0,965. Naturalmente, a probabili-
dade de cobertura varia de acordo com o verdadeiro N, mas serd sempre conservador tendo em
vista a natureza discreta de N*.

5 Percentil Versus Sequencial

Ja vimos, Secao 4, que é possivel construir o intervalo de confianca exato para o problema de
captura-recaptura, e que portanto nao é necessario usar métodos Monte Carlo. Mas a possibili-
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dade do céalculo exato é 1til para que se possa fazer a comparacao de diferentes métodos Monte
Carlo. Nesta secao usaremos esta conveniéncia para comparar as performances dos métodos
percentil e sequential. O método aleatorizado nao foi incluido nesta comparacao pois, além da
trivial escolha pela inversa da func¢ao distribuicao de N*, os autores deste artigo nao consegui-
ram encontrar uma funcao g requerida para a utilizacao do método tal como descrito na Secao
3.2.

As expressoes para o cdlculo exato das probabilidades de cobertura associadas ao método
sequencial ja estao dadas na secao 3.3.1. Precisaremos deduzir a expressao analitica da proba-
bilidade de cobertura do método percentil. Para tanto, defina P = Pr(N* < N|N), onde N
é o valor de N* observado com uma amostra particular. Sejam p; < p2 < -+ < Pky—k,+1 OS
possiveis valores de p, com k; = |[(n1 +1)(ng +1)/no+1—-1] =ny ek = (n1+1)(ng+1) — 1.

Veja que p é decrescente com respeito a N. Assim:

pi=Pr(N* < NN =ko_ir1),i=1,2,... ko —ky + 1. (45)
A probabilidade de cobertura inferior do método percentil fica assim explicitada:
ko—k1+1
= Pr(Np <NIN)= >, Pr(Si > h)Pr(P=p), (46)
=1

onde S; é o nimero de valores simulados menores que ou iguais a N, ou seja, S; ~ Bin(M —
1,pi), e h = |aM|. Para favorecer o célculo em (46), precisamos explicitar p; e Pr(P = p;).
Comegando por p;, temos:

. — py [(n1+1)(ng+ 1)
pi s

= Prim+1)(na+1) < (_m +1)(N = 1IN,

[(n1 4+ 1)(ng+ 1) -
- P — 1< ml|N:
7’< N +1 ! [N

(1))
3 l nog — l
SR A
1=0 Ni

n2
onde k3 = |(n1 4+ 1)(ng +1)/(N +1)] e N; = ky_;_1. Vamos agora desenvolver o termo Pr(P =
pi):

-1< N|Ni)

(47)

Pr(P=p;) = Pr(N*=Nj})=Pr(N*=(ng+1)(ng+1) —i|N)

- Pr <[(”1 + Dina + 1)] —1=(ny+1)(ng+1) —i|N>

N+1
- G () -

()

Por analogia, defina @) = Pr(N* > N\N), e sejam q1 < g2 < -+ < Qg,—k;,, OS possiveis valores

de g. Veja que Q é crescente com N. Para i fixo, temos:
i =Pr(N* > NIN =ki_j11),i =1,2,...,(na + 1). (49)

A probabilidade definida em (49) pode ser usada no célculo da probabilidade de cobertura
superior do método percentil da seguinte forma:

ko—k1+1
Pr(N;>NIN)= Y Pr(Gi>h)Pr(Q=q), (50)
=1
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Tabela 5: Verdadeiras Probabilidades de Cobertura para os Métodos Exato, Percentil e Sequen-

tial (§ = 1) para o Problema de Captura-recaptura.

~(100)% N n1 | Exato (y.) Percentil Sequencial
90% 500 100 | 0.947796 0.844218  0.947838
(m = 241,660) 250 0.925313 0.890391 0.925355
1000 100 | 0.949170 0.806956  0.949213

250 0.922606 0.860378 0.922648

95% 500 100 0.973209 0.928896 0.973236
(m = 117,800) 250 | 0.957259 0.928122  0.957286
1000 100 0.978961 0.882125 0.978988

250 | 0.964410 0.926206  0.964436

98% 500 100 | 0.987046 0.960240  0.987048
(m = 40, 960) 250 0.987462 0.967136 0.987464
1000 100 | 0.991922 0.966692  0.991924

250 0.985169 0.968002 0.985171

onde G; ~ Bin(M — 1, q), e:

9 =

Pr(N* > N|N

(n1 +1)(n2 + 1)

:Pr[m>

N +1

~

- 1\Mi]

el

=0

M; —m
no — 1
n2
com M; = ki_; + 1. Para completar a descricdo dos intens necessarios para o célculo expresso

em (51), temos: Pr(Q = ¢;) = Pr(m = ny —i+1|N) = (n n;+1><]\2_7111 ) o
- _

caso de empate, ou seja, quando Np = Ns, ambos os limites, N1 e Ng, falhardo em captar IV,
portanto, esta possibilidade deve ser considerada no calculo da exata probabilidade de cobertura
do método percentil. Desta forma, a probabilidade de cobertura global do método percentil,
para o problema de captura-recaptura, pode ser obtida com a seguinte expressao:

(51)

Pr(Np, < N < Ns)=1- Pr(N, > N)+ Pr(Ng < N) — Pr(Ny = Ng), (52)

(1)
onde PT(NL = NS) = Zfikl [PT(N*)m] = Zécikl : re ]

N

n2
A Tabela 5 apresenta a exata probabilidade de cobertura na estimagcao intervalar do tamanho
populacional via estatistica N* para os trés métodos, a saber: exato, percentil, e sequencial.
Foram usados dois valores distintos, 100 e 250, para os parametros n; = ng. Foram usados
também dois cendrio para o verdadeiro IV, fixados em 500 e 1000. Lembremos que a distribuicao
de N* é discreta, portanto nenhum dos trés métodos apresentara uma probabilidade de cobertura
de exatamente  para nenhum valor verdadeiro de N, mas o que se espera é que eles sejam,
no minimo, conservadores, pois isso indica o atendimento ao coeficiente de confianga. Ja vimos
que no método sequencial é possivel escolher My tal que garanta uma cota superior para a
probabilidade de cobertura. Para tanto, todos os cendrios desta tabela foram construidos sob
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a restricao de ~. 4+ 0.01, onde ~, é a probabilidade de cobertura do método exato. Esta cota
superior, naturamente, é garantida para o procedimento sequencial mas nao para o percentil.
Para o procedimento sequencial, a escolha da parametrizacao para M foi feita por se tomar os
valores My de acordo com a Tabela 2. Para uma comparagao justa, os mesmos valores para
M foram usados nos calculos exatos para o método percentil, por sua vez possiveis gracas a
expressao (52). Vemos que o método percentil tende a funcionar bem para valores de n; préximos
de N. No entanto, em todos os cendrios a probabilidade de cobertura (segunda coluna da Tabela
5) é liberal com respeito a -, ou seja, a probabilidade de cobertura é menor que o coeficiente de
confianga desejado. Isto ocorre, por exemplo, para v = 0.9, N = 1000 e n = 100, caso em que a
probabilidade de cobertura verdadeira do método percentil é de aproximadamente 0.807, bem
menor que o 0.9 desejado. Sobre o método sequencial, e nesta tabela em que fixamos € = 0.01,
mais do que corroborando a demonstracao analitica da Secao 3.3.1 de que a probabilidade de
cobertura, digamos s, sempre atenderd v < 5 < (7. 4+ 0.01), observa-se que a cota é de fato
atendida. Para além, a cota é extremamente elevada frente aos valores verdadeiros de cobertura,
pois, em todos os cendrios, a probabilidade de cobertura do método sequencial (terceira coluna
da Tabela 5) coincide com a probabilidade de cobertura exata (primeira coluna da Tabela 5) em
pelo menos trés casas decimais.

6 Aplicacao do Método Sequencial para Estimacao do Risco Re-
lativo em Conglomerados Espaciais

Nesta se¢ao, descreveremos a aplicagao do método sequencial apresentada no artigo de [18].
A descrigao desta aplicagao é motivadora por ser tratar de um problema de extrema relavancia
pratica, pois envolve métodos de andlise de estatistica para garantia da seguranca da saude
publica. Este exemplo de aplicagdo envolve o desafiador objetivo de se fazer inferéncias sobre o
risco relativo associado a conglomerados espaciais.

Segundo [11], um conglomerado espacial é um conjunto de dreas vizinhas de uma determinada
regiao (mapa), as quais apresentam um elevado risco para a ocorréncia de um determinado
evento. Suponha que um determinado mapa seja composto por K &dreas, as quais estao rotuladas
com os algarismos de 1 a K. Um método para deteccao e localizagao de conglomerados, bastante
difundido e de excelente performance, é o chamado teste Scan, proposto por [15]. O teste Scan
consiste na realizagao de um espécia de ‘varredura’ de um grande ntmero de sub-regioes do
mapa, cada uma destas contendo uma ou mais areas, e, a cada sub-conjunto selecionado, usa-se
a estatistica da razado de verossimilhancas, aplicada aos nimero de eventos dentro e fora de tal
sub-conjunto, para medir o quao verossimil a conglomerado sta seria. As sub-dreas sdo criadas
por circulos, cada um com um determinado raio e centrado no centroide de cada &rea. Para
um dado raio e centroide, seja z o conjunto de todas as areas com centroides dentro de um
certo circulo. E importante destacar que cada um dos possiveis circulos contém uma parcela
do total da populagao e uma porg¢ao do nuimero total de eventos observados em todo o mapa.
O raio méaximo a ser utilizado em cada centroide é geralmente definido como um percentual do
da populacao total do mapa, pois ndo faz sentido procurar conglomerados que representem a
maioria da populacdo. Para a aplicacdo mostrada por [18] o percentual utilizado foi de 50%,
que é a escolha mais corriqueira.

Seja C; ~ Pois(R;\p;), a variavel aleatéria que conta o nimero de casos (eventos) dentro do
circulo z;, onde p; é a populacao de z;, A é o valor esperado para o nimero de casos dentro de z;
sob a hipétese de nao existéncia de conglomerados, e R; é o risco relativo associado a ocorréncia
de um caso dentro do circulo com respeito & possibilidade de ocorréncia deste caso fora do
circulo. Assim, para um total de B circulos, as hipéteses a serem testadas sdo Hy : R; = 1 para
todoi=1,..., B, contra H, : R; > 1 para algun 7. A estatistica Scan é entao definida como o
méximo sob todos os circulos, denotado aqui por A, da log razdo de verossimilhancas, que para
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o circulo k é dada por:

I C; _ Pk—Cl
LLR, = In (C’“> (M) 4

| \ Pk Pk
[ _ C=C _ ) — _ (p—pk)—(C=Ck)

b o](C22) 7 (=mmC -0 .
\p—m P =Dk
rcCiel.,, p—C

C C@WC)}, (53)

se ¢i > C:C_", e é igual a zero caso contrario.
DPi P—Dpi

O teste de hipdtese exato ndo é vidvel pelo fato da distribuicao de A néo ser ainda conhecida.
O recurso alternativo amplamente usado para obtencao do valor-p no teste Scan é o teste Monte
Carlo. Dado o nimero total de casos, digamos C', a distribuicao conjunta dos eventos no mapa
é uma multinominal. Assim, a probabilidade de se observar um evento na k—ésima area é igual
a (Rkpk)/Z{il(Rlpl). Portanto, amostras de A, sob Hp, podem ser geradas facilmente por
se simular eventos no mapa provindos de uma distribuicao multinominal com R = 1. Vamos
denotar o circulo de maior LLR por z; , isto é, A = LLR;.

Para aplicacdo do método sequencial apds o teste Scan, pode-se simplesmente operar o
algoritmo sequencial por se gerar casos de uma distribuigao multinomial dentro de z;, e com
isto encontrar o intervalo de confianga para R associado ao circulo 2, E importante destacar
que o parametro genérico # usando ao longo do artigo é o parametro de risco relativo R.

A validade do método sequencial depende da veracidade da suposi¢do de que a distribuicao
de A é mondétona em R. Primeiramente, notemos que a distribuicdo de A pode ser escrita da
seguinte forma:

Pr(A < AR, z;) = Pr(n2.,0; < ¢R, 2;), (54)

onde ¢; é o valor maximo para o numero de eventos no i-ésimo circulo tal que o valor de A
seja menor ou igual que A\. Como C} segue uma distribuicio Poisson de parametro E(Cj)
mondtonamente decrescente em R, conclui-se que a distribuigao em (54) é descendente com R,
ou seja, o método sequencial poderd ser usado corretamente para estimacao intervalar do risco
relativo do conglomerado encontrado

6.1 Descricao dos Dados

Os dados usados neste exemplo sdo reais, e tratam-se dos casos de cancer de cérebro observa-
dos no Novo México, Estados Unidos, no periodo de 1973 a 1991. Estes dados estao disponiveis
gratuitamente em ‘http;//www.satscan.org/datasets’. As informacoes desta base de dados sao
longitudinais, portanto seria possivel explorar a existéncia nao apenas de conglomerados es-
paciais, mas também temporais. [18] optou por concatenar as informagoes de todo o periodo
de observacoes em uma sé informacgao para cada area. Isto simplifica o entendimento desta
aplicacao que, [18] buscou reforgar, nao visou analisar de fato os dados, mas apenas ilustrar a
aplicabilidade do método sequencial. O total de casos de cancer observados no mapa, no periodo
descrito, foi de 1175, enquanto que o total da populacao exposta no mapa no ano de 1991 era de
1548640. A localizacao do centroide geografico (latitude e longitude) de cada municipio também
esta disponivel no mesmo site. Uma descricao detalhada da analise final e dedicada a esta base
de dados foi oferecida por [16].

6.2 Definindo os parametros de Ajuste

A menor populacao do ano de 1991 foi de 987, e foi observada na cidade de Harding. Mesmo
para esta pequena populagdo, se o risco relativo associado fosse da ordem de 1000.000, ainda
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assim a probabilidade de observarmos menos de 987 casos nesta area seria de aproximadamente
zero, portanto, nao ha nenhuma razao para se definir o valor de 6,4, maior do que 1000000
porque, se tal risco fosse uma realidade neste municipio, entao nao existiria nenhuma necessidade
de se usar uma inferéncia estatistica uma vez que bastaria olhar para os dados brutos para
identificar que aquela area se trataria de um conglomerado. Com alta probabilidade ela conteria,
se nao todos, quase todos o casos do mapa. Qualquer outro sub-conjunto de areas terd populacao
maior que 987, e portanto o argumento anterior seria ainda mais valido. Assim, serd suficiente
definir 0,,;, = 0, e 6,,az = 1000000.

Uma precisao de trés casas decimais foi usada para os limites do intervalo (6 = 0,001). Com
isto, » = [In(1000000/0,001)/1n(2)]. Para um coeficiente de confianca bilateral de v = 0,9,
temos o = (1 —~)/2 = 0,05. Vamos também estabecer uma cota superior para a probabilidade
de cobertura bilateral de Y(maz.dois) = 0,93, implicando Ymaz = 0,93 + (1 —0,93)/2 = 0,965.
Aplicando a regra sugerida na Segao 3.3.1, a parametrizacao de ajuste estard completa fazendo-se
aip =1-0,965 = 0,035, as = (2x0.0540.035) /3 ~ 0.0283 e & = (0.0283+0.035) /2 = 0.03165.
Conforme a Tabela 4, o valor para o nimero de simulacées Monte Carlo a ser usado em cada
iteracao sera de 20, 800.

6.3 Resultados da Analise de Dados

Apos aplicada ao banco de dados originais, o valor observado da estatistica Scan foi igual
a 5,4587. O conglomerado indentificado é formado pelos seguintes municipios: Chaves, Colfax,
Curry, Debaca, Guadelupe, Harding, Mora, Quay, Roosevelt, San Miguel, and Union. Na
primeira iteragao Monte Carlo de 20799 simulacoes para A sob Hy, observou-se 914 valores
valores maiores que ou iguais a 5,4587, o que resultado em um valor-p de (1 4+ 914)/20800 =
0,04399. Portanto, a hipdtese nula é rejeitada a um nivel de 5%. Com isto, o valor de €., ¢
fixado inicialmente no valor 1. Para operar o método da bissecc¢ao, o valor de R para a segunda
iteragdo Monte Carlo foi fixado em 67 = (1410000000)/2 = 5000000, 5, que foi usado para gerar
clusters artificiais no conjunto de municipios identificados acima. Apds atualiar os valores de R}f
para i = 2,...,30, sequencialmente, chegou-se a um limite superior observado para o intervalo
de confianca igual a R, = 0, = 1,475. Para encontrarmos o limiter inferior, iniciou-se com
Omaz = 1,475, € 05 = 1. Apéds 30 iteragoes de Monte Carlo, o limite inferior encontrado foi de
R; = 0 = 1,026, ou seja, o intervalo de confianca observado para o risco relativo no interior do
cluster observado é: [1,026;1,475].
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