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UMA ABORDAGEM BAYESIANA PARA O MODELO DE
SOBREVIVENCIA BIVARIADO DERIVADO DA COPULA AMH

Tais Roberta Ribeiro!, Adriano Kamimura Suzuki?, Erlandson Ferreira Saraiva®

Resumo: Neste trabalho propomos um modelo derivado da copula arquimediana de Ali-Mikhail-Hagq
(AMH) para modelar a dependéncia de dados bivariados de sobrevivéncia na presenga de covaridveis e
observagdes censuradas. Para fins inferenciais, realizamos uma abordagem bayesiana usando métodos
Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Algumas discussdes sobre os critérios de selegio de mode-
los foram apresentadas. Com o objetivo de detectar observagoes influentes utilizamos o método bayesiano
de andlise de influéncia de dele¢do de casos baseado na divergéncia . Por fim, mostramos a aplicabilidade
dos modelos propostos a conjuntos de dados simulados e reais.

Palavras-chave: Anilise de sobrevivéncia, Dados de sobrevivéncias bivariados, Abordagem Bayesiana,
copula de Ali-Mikhail-Haq.

Abstract: In this work we propose a lifetime model based on the Ali-Mikhail-Haq (AMH) Archimedian
copula to model the dependence of bivariate survival data in the presence of a covariate and censored
observations. For inferential purpose, we performed a Bayesian approach via Markov Chain Monte
Carlo (MCMC). Some discussions on model selection criteria are given. In order to examine outlying
and influential observations, we consider a Bayesian case deletion influence diagnostics based on the
Y —divergence. Finally, the applicability of the proposed models are illustrated on artificial and real data.

Keywords: Survival analysis, Bivariate survival data, Bayesian Approach, Ali-Mikhail-Haq copula.

1 Introdugao

E muito comum nos depararmos com situagdes em que a suposigao de independéncia entre
os tempos de sobrevivéncia pode ndo ser valida. Por exemplo, imagine que individuos de
um estudo estdo sujeitos a multiplos eventos semelhantes, conhecidos por eventos recorrentes
(Colosimo & Giolo, 2006 (7)), tais como ataques epiléticos ou ataques cardiacos, dentre outros.
Nesses casos, mais de um tempo de sobrevivéncia é observado para cada individuo em estudoe,
desse modo, é também valida a suposi¢do que exista associa¢do entre os tempos de um mesmo
individuo. Além disso, eventos de tipos diferentes, tais como multiplas sequelas em pacientes
com doencas cronicas, descrevem outras situagdes em que a suposigdo de independéncia entre
os tempos pode ndo ser vélida.

Essas provaveis associa¢des entre os tempos de sobrevivéncia sdo frequentemente modela-
das por meio de modelos de fragilidade, que foram propostos por Vaupel et al. (1979) (31), em
que um ou mais efeitos aleatérios, denominado fragilidade, sdo introduzidos na fungdo de risco
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para descrever essa possivel heterogeneidade entre as unidades em estudo. Além disso, nestes
tipos de modelos, os tempos marginais sdo condicionalmente independentes dada a varidvel
fragilidade.

No entanto, uma outra alternativa que vem sendo cada vez mais desenvolvida ultima-
mente para modelar a dependéncia entre dados multivariados, como, por exemplo, nas dreas
bioldgicas, ciéncias atuariais e finangas, é o uso dos modelos de cépulas, descritas, por exem-
plo, em Nelsen (2006) (23) e Joe (2014) (17). Coépulas sdo fungdes que ligam (conectam) a
fungdo distribuigdo conjunta com suas fung¢des distribui¢do marginais univariadas. Diferentes
fungdes copulas representam diferentes estruturas de dependéncia entre as variaveis (23). O
uso de copulas permite que possamos estimar os parametros das distribui¢des marginais e, em
seguida, estimar o parametro da fungdo cépula.

Dessa forma, os modelos de cépulas apresentam um relevante leque de aplica¢des, como,
por exemplo, no estudo dos tempos de vida de pessoas “associadas”, tais como os conjuges,
em que, de acordo com estudos, estes tempos podem apresentar “dependéncia” devido a
condi¢des como desastre comum, estilo de vida comum, ou a chamada “sindrome do coracdo
partido”, sendo este tipo de estudo extremamente importante para empresas de seguro de vida
(26). Temos também o caso em que utilizamos os modelos de cépulas para a construgdo da
distribuigdo conjunta de intensidade e profundidade de precipitagdo, intensidade e duragdo da
chuva, ou profundidade e duragdo de chuvas, que sdo elementos fundamentais na elaboracao
de um projeto hidrolégico (33). H4 intimeras outras situagdes nas quais o uso de fungdes cépulas
é empregado, por exemplo, em ciéncias atuariais sdo utilizadas na modelagem de mortalidade
e perdas (13); em finangas, na classificagdo de crédito e modelagem de risco (12); em estudos
biomédicos, na modelagem de eventos correlacionados e riscos competitivos (2; 30; 20) e, até
mesmo, na sobrevivéncia politica (27).

Neste artigo, o nosso enfoque é trabalhar com dados de sobrevivéncia bivariados, que sado
os dados que caracterizam situagdes em que se apresentam dados censurados e se observam
dois tempos de vida para um mesmo equipamento ou paciente. Por exemplo, na area médica
pode ocorrer o interesse em estudar os tempos de vida de orgdos humanos pareados como rins
e olhos ou o tempo entre a primeira e a segunda internagdo por uma determinada enfermi-
dade, dentre outras. Por outro lado, em aplica¢des industriais, o estudo de dados bivariados
exemplifica-se na andlise de um sistema cujo o tempo de duracdo depende da durabilidade de
dois componentes, como o tempo de vida de motores de um avido bimotor.

Sob uma abordagem Bayesiana, modelamos a dependéncia de dados de sobrevivéncia
bivariados na presenca de covaridveis e observacdes censuradas por meio das cépulas Ar-
quimedianas, em particular a cépula Ali-Mikhail-Haq (AMH) e, para ambas as distribui¢des
marginais, assumimos a distribuicdo Exponencial Generalizada e a distribuicdo Weibull. Para
fins inferenciais, foram utilizados métodos Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC). Com
o objetivo de detectar observagodes influentes nos dados usamos o método Bayesiano de andlise
de influéncia caso a caso baseado na divergéncia 1. Mostramos a aplicabilidade dos modelos
propostos a conjuntos de dados simulados e reais.

A escolha em trabalhar com as marginais Weibull e Exponencial Generalizada foi em razao
dos TTT Plot que fizemos para os dados reais de retinopatia diabética e de insuficiéncia renal.

Nas Figuras 1(a,b) observamos que os TTT Plot indicam uma fun¢édo de risco crescente no
caso dos dados de retinopatia diabética e, decrescente no caso dos dados de insuficéncia renal.
Logo, como ambas as distribui¢des Weibull e Exponencial Generalizada acomodam fungdes de
risco crescentes e decrescentes, elas foram escolhidas como nossas distribui¢des marginais.

2 Uma breve introducao as fung¢des cépulas
Nesta se¢do, apresentamos uma breve introducdo as fungdes cépulas bem como alguns

resultados bésicos referentes a elas. O uso destas fungdes permite a construgdo da distribuicdo
conjunta de varidveis com as distribui¢des marginais conhecidas.
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(a) Dados de retinopatia diabética. (b) Dados de insuficiéncia renal.

Figura 1: TTT Plot

Copulas sdao fungdes que ligam (conectam) a fungao distribui¢do conjunta com suas fungdes
distribuigdo marginais univariadas. Por outro lado, cépulas também sdo conceituadas como
fungdes distribui¢do multivariadas cujas distribui¢des marginais unidimensionais sdo Unifor-
mes em (0, 1).

As referéncias bdsicas para o estudo destas fung¢des sdo os livros (23; 18; 17). A seguir
apresentamos a defini¢cdo de cépula e algumas de suas propriedades.

Definicao 2.1 Uma cépula é uma distribuicido multivariada cujas marginais sido Uniforme (0,1). Con-
sidere o vetor aleatério U = (Uy, ..., U,) € I" com cépula n-dimensional C, temos:

Cur, ..., up; @) =P(Uy S uy, ..., Uy < up; §)
em que ¢ é o pardmetro associado a fungdo cépula.

O teorema que serd apresentado a seguir, conhecido como teorema de Sklar, consiste no re-
sultado mais importante referente a teoria e aplicagdes de cépulas, em que, a partir deste, temos
que uma cépula conecta as distribui¢des marginais univariadas formando uma distribuigdo
multivariada; ou entdo que uma fungdo distribuigdo multivariada pode ser decomposta nas
marginais univariadas e na estrutura de dependéncia dada pela cépula.

Teorema 2.1 Seja H uma fungio de distribuicdo conjunta com marginais Fi(t1),...,Fy(t,). Entdo
existe uma copula n-dimensional C tal que:

H(tl, ey tn,‘ (P) = C(Fl(tl), N ,Fn(tn),‘ (P)
Se Fi(t1), ..., Fu(ty) sdo todas continuas, entdo C é tinica.

Reciprocamente, se C é uma cépulan-dimensionale Fi(t1), ..., F,(t,) sdo fun¢des de distribuigdo,
entdo a fun¢do H é uma fungdo de distribui¢do conjunta n-dimensional.

Logo, podemos estabelecer que a cépula C é uma fungdo que liga a fungdo distribuigdo
conjunta a suas marginais. O nome cépula foi escolhido para enfatizar a maneira como a
cépula une uma fungéo distribui¢do conjunta as suas marginais univariadas.

Atualmente, a classe de copulas Arquimedianas é a mais utilizada na pratica. A representacao
da cépula Arquimediana permite reduzir o estudo de cépula multivariada ao estudo de uma
fun¢do univariada ¢, comumente chamada de gerador de uma cépula Arquimediana. Além
disso, a classe de copulas Arquimedianas é bastante flexivel, permitindo a modelagem de di-
versas formas de dependéncia, incluindo assimetria e dependéncia nas extremidades. Algumas
das principais cépulas Arquimedianas sdo a cépula de Clayton, a c6pula de Frank, a cépula
de Gumbel-Hougard e a cépula de Ali-Mikhail-Haq (AMH), sendo esta tltima a cépula com a
qual trabalharemos.



Uma distribuigdo bivariada pertence a familia de cépulas Arquimedianas se tem a seguinte

representagao:
Co(u,v) = (p((p(u)_1 + (p(v)_l), 0<uv<l (1)

em que @(t) assume valores entre 0 e 1, lim;—,o @(t) = 1, ¢’(t) é estritamente decrescente, ¢’ (t) é
estritamente crescente e ¢ é o pardmetro de dependéncia da cépula.

Todas as cépulas Arquimedianas usualmente encontradas possuem expressdes com forma
fechada.

Considere X e Y varidveis aleatérias independentes, Fx(x) e Fy(y) distribui¢des acumuladas
em X e Y, respectivamente e H(x, y) como definida no Teorema 2.1, temos que:

1-H@xy) _1-Fx®  1-F)  (1=Fx) 1 =F/)
Hey  B@ RO R B

Ali et al. (1978) (1) propuseram o estudo de distribui¢des bivariadas para os quais os
excedentes de sobrevivéncia relativos a (X, Y), X e Y satisfizessem:

1-Hly _1-Fx(  1-Fv() o) (1 - Fx(x) (1 = Fy(y))
H(x, y) Fx(x) Fy(y) Fx(x) Fy(y) ’

)

©)

para alguma constante ¢.
Supondo que a igualdade (3) é sempre satisfeita para X e Y continuas, com -1 < ¢ <1,
segue do Teorema de Sklar o fato da familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq ser definida por:

uo

) = A —wa o

1< <. (4)

~ . . 1-¢(1-
A funcdo geradora da cépula AMH ¢é dada por ¢y(t) = In M

Apos algumas manipulagdes algébricas, aigualdade dada em (3) pode ser escrita da seguinte

forma: Hey) (1 - Fx() )
*Y _ — Fxlx —Fr(y
1+ (- = 1+ -t s Hl eyt ©)
ouseja, h(H(x, y)) = h(Fx(x))h(Fy(y)), em que h(t) = 1+ (1 - ) (- t), para -1 < ¢ < 1. Além disso,

1- qb(l t)

note que podemos escrever h(t) = ,para-1<¢p <1
Definindo a fungdo ¢ tal que ¢(t) = ln h(t), podemos escrever H como a soma das marginais

F Fv:
xen P(H(, 1) = p(Fx(x) + p(Ey (), ¥ (x,y) € R2.

Para a cépula Ali-Mikhail-Haq, C‘(;‘MH em que —1 < ¢ < 1, podemos escrever:

P(CHM (1, 0)) = p(u) + 9(0),

demonstrando, assim, o fato da cépula AMH ser Arquimediana.

2.1 Inferéncia

Sejam (Tj1, Ti) e (Ci1, Ci2) os i-ésimos tempos de vida e de censura bivariados, para i =
1,...,n. Suponha que os tempos (T;1, Ti2) e (Ci1, Ci2) sdo independentes. Para cada individuo
i, as quantidades individuais sdo representadas pelas varidveis aleatérias t;; = min(T;;, C;;) e
0ij = I(t;j = Tjj) que denota o indicador de falha, em que j =1, 2.

Considere S(t1]y;) e S(t2|y,) as fungdes de sobrevivéncia de T;; e T, respectivamente, sendo
Y, e Y, vetores de parametros de g1 e g2 elementos associados a cada uma das distribuigdes
marginais.



Assumindo a fungado de sobrevivéncia bivariada baseada na cépula de AMH e tomando as
fungdes de sobrevivéncia u = S(t1|y;) e v = S(t2|y,), temos que:

S(tlly1)s(t2|)/2)
P(1 = S(taly1)A = S(taly,))

Considerando a fungado de sobrevivéncia bivariada S(t1, t2|¢, ¥, ¥,) dada em (6), a contribuicdo
do i-ésimo individuo para a log-verossimilhanca de 0 = (¢, y,,y,) é dada por:

S(t1, 12k, ¥, 72) = ColS(talyy), S(taly) = 7= ©)

_ azs(tlrt2|6) _8S(t1/ t2|6)
ti(0) = 6i16n log(W) +06i1(1 = 6p) log(T)
—dS(t1, 1|0
(1 - o) log (“G2D) 4 (11— 60)(1 - 3 o S, £10). )
1

2.2 Funcgdes densidades de probabilidade

Para ambas as distribui¢des marginais assumimos a distribui¢do Exponencial Generalizada
ou a distribuicdo Weibull. A seguir, apresentamos algumas caracteristicas que envolvem estas
distribuicoes.

2.2.1 Distribui¢ao Exponencial Generalizada

A distribuicdo Exponencial Generalizada (15) pode ser uma boa alternativa ao uso das
tradicionais distribui¢des Gama e Weibull utilizadas na analise de dados de sobrevivéncia (2).

A distribuicdo Exponencial Generalizada de dois pardmetros tem fungdo densidade de
probabilidade dada por:

fta,A) = ad (1 — exp(=AD))* " exp(—Ab),

emque, f>0,a>0eA > 0sdo os parametros de forma e escala, respectivamente.
As fungdes de sobrevivéncia e de risco associadas a essa densidade sdo dadas, respectiva-

mente, por:
S(t;a, A) = P(T > t) =1 — (1 - exp(=At))"

_ G d) _ ad (1 - exp(-AD)" exp(-An

h(t;a, A) = St ) 1— (1 - exp(=A1)*
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Figura 2: Grafico da fun¢do densidade de probabilidade (esquerda), da fungdo de sobrevivéncia
(centro) e da fungdo de risco (direita) para diferentes valores de a e A.



Na figura 2 apresentamos os gréficos da funcdo densidade, da fungdo de sobrevivéncia e da
fungdo de risco da distribui¢do Exponencial Generalizada. O objetivo destes graficos é verificar
como se comporta esta distribuigdo alterando-se os valores de seus pardmetros a e A.

2.2.2 Distribui¢do Weibull

A distribuicdo Weibull (34) vem sendo frequentemente usada em estudos biomédicos e
industriais, amplamente conhecida em virtude de sua simplicidade e flexibilidade em acomodar
diferentes formas de funcdo de risco, sendo um dos modelos mais utilizado em anélise de
sobrevivéncia.

Para uma varidvel aleatéria T com distribuigdo Weibull, a fun¢do densidade de probabili-
dade é dada por:

o= 2o enl (1]

emquet>0,a>0eA>0sdo 0s pardmetros de forma e escala, respectivamente.
A funcédo de sobrevivéncia do modelo Weibull é dada por:

£\
S(t;a, A) =exp (— (X) )
e a funcdo de risco por:
h(t; o, ) = %t“‘l.

Esta distribuicdo possui riscos crescentes para a > 1, decrescentes para a < 1 e constantes
para @ = 1. Neste tltimo caso, o modelo se reduz a distribui¢do Exponencial.

A Figura 3, mostra o grafico da fun¢do densidade, da func¢do de sobrevivéncia e da fungao
de risco da distribuigdo Weibull para diferentes valores de a e A.
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Figura 3: Grafico da fun¢do densidade de probabilidade (esquerda), da fungdo de sobrevivéncia
(centro) e da fungdo de risco (direita) para diferentes valores de a e A.

3 Anailise Bayesiana

Considere que as distribui¢des marginais T; tém distribuicdo Exponencial Generalizada ou
Weibull com parametros a; e A;j = exp(Bo; + f1jxi), i =1,..,nej=1,2.

Utilizando a metologia Bayesiana para realizarmos a inferéncia, assumimos que nado ha
conhecimentos prévios dos pardmetros por meio das distribuigdes a priori ndo informativas.



Além disso, para garantir que a distribuicdo a posteriori conjunta seja prépria, consideramos
uma distribuigdo a priori conjunta prépria para os parametros do modelo.

Dessa forma, assumimos distribui¢des a priori independentes com a densidade a priori
conjunta para 0 = (¢, a1, az, p1, f2) dada por:

2 2
n(0) = n(@) [ [ (e [] m(6)), (8)

=1 j=1

q
em que, () = (Bj1, -, Bjg) = H 7(Bji)-

Tanto para o caso da distribuigdo Weibull quanto para a distribuicdo Exponencial Gene-
ralizada, assumimos as seguintes distribui¢des a priori independentes: a; ~ Gama(0,1,0,01) e
Bij ~ N(O, 10%),i=0,1e j = 1,2. Consideramos, ¢ ~ U(-1,1) para o parametro da cépula de
AMH.

Combinando as distribuig¢des a priori independentes com a fungdo de verossimilhanca L(0) =
exp(L1; ti(0)), em que (;(0) é dada em (7), obtemos a distribuigdo a posteriori conjunta dos
pardmetros 0, m(0ID), em que ID é o conjunto de dados observados. As estimativas dos
paradmetros sdo dados pelas médias da distribuicdo a posteriori.

Como a densidade a posteriori conjunta é analiticamente intratdvel, entdo o procedimento de
inferéncia foi realizado utilizando métodos MCMC. Todas as implementa¢des computacionais
foram realizadas utilizando os sistemas JAGS - Just Another Gibbs Sampler (25) e R (R Deve-
lopment Core Team, 2007) (28) por meio do pacote rjags (9). Para Ilustrar a aplicagdo do método
utilizamos conjuntos de dados simulados e reais. Os resultados estdo descritos nas Se¢des 3 e 5.

3.1 Critérios de comparacao de modelos

Os critérios de comparagdo de modelos, tém por objetivo averiguar se um conjunto de dados
foi satisfatoriamente ajustado a um determinado modelo, além de servir como uma ferramenta
para a escolha do melhor modelo dentre uma cole¢do de modelos. Objetivando resolver estes
dilemas, a literatura apresenta diversas metodologias.

Neste trabalho, assim como foi feito em Louzada et al., 2013 (20), utilizamos quatro critérios
desele¢do de modelos: o DIC (Deviance Information Criterion), o EAIC (Expected Akaike Information
Criterion), o EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz) Information Criterion) e o LPML, os quais
especificamente sdo usados na metodologia bayesiana em que as amostras das distribui¢des a
posteriori para os pardmetros do modelo sdo obtidas usando métodos MCMC.

Primeiramente, o critério DIC proposto por Spiegelhalter et al. (2002) (29), o EAIC proposto
por Brooks (2002) (3) e o EBIC proposto por Carlin & Louis (2001) (5) sdo critérios baseados na
média a posteriori da devidncia, E[D(0)], que é uma medida de ajuste e que pode ser aproximada

por:
v
Pev e

sendo v o indice que indica a v-ésima realizacdo de um total de V realizagdes (ap6s o burn-in)
e D(0) = -2 Y., In(f(t1;, 1il0)), em que f(.) é a fun¢do densidade de probabilidade correspon-
dente ao modelo.

Dessa forma, os critérios EAIC, EBIC, DIC podem ser calculados, respectivamente, por
EAIC = D + 2q, EBIC = D + gln(n) e DIC = 2D - D, em que g é o naumero de pardmetros no
modelo e D{E(0)} pode ser estimada por D= D(‘—, Yy, Qq).

Tendo como base, entdo, os valores obtidos através do calculo destes critérios, temos que o
modelo preferido, dentre uma colecdo, é aquele com menores valores destes critérios.



Um outro critério que serd usado nesse trabalho é derivado das ordenadas da densidade
preditiva condicional (CPO), que é uma ferramenta de avaliagdo do modelo muito ttil e inten-
samente usada na literatura estatistica sob varios contextos (16).

Para o modelo proposto ndo é possivel encontrar uma forma fechada de CPO. Entretanto,
uma estimativa Monte Carlo de CPO pode ser obtida através de uma simples amostra MCMC a
partir da distribuigdo a posteriori (0|ID). Considere 0(1), 6(2), e, 0" uma amostra de tamanho
V de n(0|D) ap6s o burn-in. Uma aproximag¢do Monte Carlo de CPO é dada por:

1 o
5th11/t21|9q))J ‘

g=1

CPO; =

Para selecao de modelos, utilizamos a estatistica LPML = Z?:l lo g((ﬁ’bi), em que, maiores
valores de LPML indicam o melhor modelo.

3.2 Diagnédstico

O método da delegdo de casos (6) é uma ferramenta muita utilizada quando se objetiva
avaliar a influéncia de uma observagdo no ajuste de um modelo. Estas técnicas de influéncia
local tém sido amplamente utilizadas, por exemplo, em Cancho et al. (2010), Vidal & Castro
(2010) e Louzada et al. (2012, 2013) (4; 32; 19; 20).

Neste artigo, consideramos a andlise de influéncia de delecdo de casos baseado na di-
vergéncia ¢. Seja Dy (P; P(_;) a divergéncia ¢ entre P e P(_;, em que P indica a distribuicdo a
posteriori de O para os dados completos e, P(_; a distribuicdo a posteriori sem o i-ésimo caso.

Especificamente,
Dyt = [ o "o oo, ©)

em que 1 é uma funcdo convexa com (1) = 0. Varias escolhas de 1) sdo dadas em Dey &
Birmiwal (1994) (10). Por exemplo, ¢(z) = —log(z) define a divergéncia de Kullback-Leibler (K-
L), Y(z) = (z—1) log(z) a distancia | (ou a versdo simétrica da divergéncia de K-L), i(z) = 0, 5|z—1|
a distancia variacional ou norma L e {(z) = (z — 1)? define a divergéncia X2
Considere Dado 89, ..., 0), uma amostra de tamanho V de 1(0|ID), entdo, uma estimativa
Monte Carlo de (9) é dada por:
_ L (0D DDy
Dy(P;Py) = Z ( 60D ) . (10)

Dizemos que esta medida Dy (P; P(_;)) define a divergéncia 1 do efeito da exclusao do i-ésimo
caso dos dados completos na distribuicdo a posteriori de 0.

Como discutido por Peng & Dey, (1995) (24) e Weiss (1996) (35), ¢ uma tarefa muito dificil
tentar avaliar o ponto de corte da medida de divergéncia, de modo a determinar se uma
observagdo ou um pequeno subconjunto de observagdes é influente ou ndo. Sendo assim,
usaremos a proposta dada em (24; 35). Esta proposta é desenvolvida utilizando uma moeda
viesada com probabilidade de sucesso p. A divergéncia i entre a moeda viesada e a ndo viesada
é dada por

w%mhj@@8ﬁwm (1)

em que, fo(x) = p*(1 —p)!™e fi(x) =0,5parax =0,1. Se Dy(fo, f1) = dy(p), entdo dy, satisfaz a

seguinte equagao:

Y(2p) + p2(1 - p))
> .

dy(p) = (12)



Note que, para as medidas de divergéncia consideradas, d, aumenta a medida que p afasta-
se de 0,5. Além disso, dy(p) é simétrica em torno de p = 0,5 e dy, atinge seu minimo em p = 0, 5.
Neste ponto, dy(0,5) = 0 e fo = f1. Portanto, se considerarmos p > 0,80 (ou p < 0,20) como
uma moeda muito viciada, entdo dr,(0,80) = 0,30. Esta relagdo implica que o i-ésimo caso é
considerado influente quando d;,, (0, 80) > 0,30. Assim, se usarmos a divergéncia de Kullback-
Leibler, podemos considerar que uma observagdo é influente quando dx.;. > 0,223. Da forma
analoga, utilizando a distancia | ou a divergéncia x?, uma observagdo na qual d; > 0,416 ou
d,2(0,80) > 0,360 pode ser considerada influente.

3.3 Estudo de simulag¢ao

Partindo-se do pressuposto de que os pardmetros do modelo sdo conhecidos, geramos
conjuntos de dados para estudar as propriedades dos estimadores bayesianos. O objetivo,
entdo, deste estudo de simulagéo é verificar o bom comportamento das estimativas bayesianas,
com base na média frequentista e nas medidas utilizadas para comparacdo de modelos: EAIC,
EBIC, DIC e LPML.

Para simular n observacdes (ti1,ti) do modelo baseado na cépula AMH, assumindo que
as marginais T; tém distribuicdo Exponencial Generalizada ou Weibull, com paramétros a; e
Aij = exp(Boj + f1jxi), j = 1,2, realizamos os seguintes passos:

Passo 1: Faca i = 1 e fixe o tamanho de amostra n.
Passo 2: Gerar as covaridveis x; de uma distribui¢do Bernoulli com parametro 0, 5.

Passo 3: Gerar os tempos de censura C;; a partir de uma distribui¢do Uniforme U(0, ;), com
7 controlando o percentual de observagdes censuradas, j = 1, 2.

Passo 4: Gerar u;; ~ U(0, 1) para obter o Tj; e calcular t;; da seguinte forma:

e Para a distribui¢do Weibull: Obter Tj; = (—log(1 — u1)/ /\ﬂ)l/ “

e Para a distribui¢do Exponencial Generalizada: Obter T;; = —log(1 — uz.ll/ /A

Comparar T;; com o valor de censura C;; a fim de determinar o indicador de censura 61
e o valor observado dado por t;; = min(Tj1, Cip).

will-¢p(-w)]  _ 0

Passo 5: Gerar u;; ~ U(0, 1) e obter w;, a solugdo da equagdonao linear u;, — (e

Calcular o tempo T} da seguinte forma:

e Para a distribui¢do Weibull: Tj, = (-log(1l — w;)/ /\iz)l/ @2

e Para a distribuicdo Exponencial Generalizada: Tj; = —log(1 — w}/ 2/ An.

Comparar Tj com o valor de censura Cp a fim de determinar o indicador de censura 6,
e o valor observado dado por t;; = min(Tj, Cp).

Passo 6: Fagcai =i+ 1. Sei = n pare. Caso contrario, retorne ao Passo 2.

Geramos o0s conjuntos de dados assumindo auséncia de dados censurados (0%, 0%) e
(30%, 20%) de censuras para trés diferentes tamanhos de amostras N = 50, N = 100 e N = 200.
Para cada caso, geramos 200 conjuntos Monte Carlo de dados.

Para o modelo com marginais Weibull, foram considerados os seguintes valores para os
pardmetros: a; =2, fo1 = -1, 11 =0,5 a2 =3, B2 = 1,5, f12 = -0,5e ¢ = 0,5. Para o modelo
com marginais Exponencial Generalizada, foram considerados a1 = 0,5, fo1 = —1,5, f11 =
1, ap = 2, ﬁoz = 1,5, 512 = —0,5 eqﬁ = 0,5.

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho 60.000. Para
eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 itera¢des. Para



evitar problemas de autocorrelagao, considerou-se um espacamento de tamanho 10, obtendo
uma amostra efetiva de tamanho 10.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori é baseada. Para
cada amostra, a média e o desvio padrao a posteriori dos pardmetros e os valores dos critérios
de selecdo de modelo sdo gravados.

A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados por
Cowless & Carlin, (1996) (8), por meio do pacote CODA (25). Em todos os casos, a convergéncia
foi verificada por meio do diagnéstico de Gelman-Rubin (14) sendo muito préoximo a1 (< 1,01).

A Tabela 1, mostra a média Monte Carlo (MC) das estimativas dos pardmetros ajustando
a copula AMH com distribuigdes marginais Weibull e Exponencial Generalizada para o caso
sem censura (0%, 0%) e com censura (30%, 20%) e trés tamanhos de amostras (N = 50, 100, 200).
Nota-se que, nos casos em que se gera e se obtém o ajuste do mesmo modelo (com e sem a
presenca de censura) as estimativas obtidas estdo préximas, em média, do verdadeiro valor e,
para os modelos cruzados, as estimativas diferem bastante. Como exemplo, note o caso em que
estamos gerando a partir do modelo com marginais Exponencial Generalizada, sendo assim,
observe que, para o parametro aj, em que o verdadeiro valor é 0,5, no caso N = 50 e sem
censura, o ajuste do modelo com marginais Exponencial Generalizada nos dd como estimativa
para este mesmo parametro o valor 0,509 que é mais préximo de 0,5 do que 0,652, que é o
valor da estimativa deste parametro considerando o ajuste do modelo com marginais Weibull.
Vale ressaltar, igualmente, que estas diferencas nas estimativas dos pardmetros para os modelos
cruzados acentuam-se ainda mais no caso em que o verdadeiro modelo é Weibull e estimamos
a partir da Exponencial Generalizada.

Tabela 1: Média MC das estimativas dos parametros ajustando o modelo AMH bivariado com
marginais Weibull (W) e Exponencial Generalizada (EG) para as diferentes configuragdes de
censuras e tamanhos de amostras simuladas.
Verdadeiro N =50 N =100 N =200
Modelo EG W EG W EG W

a1 (05) 0509 0652 0512 0,654 0505 0,645

Bo1 (-1,5) -1,513 -0483 -1,481 -0477 -1,505 -0477

11 (1,00 0997 0654 0991 0,647 1,025 0,665

Ciﬁra a (2,0) 2,141 1480 2,065 1443 2075 1,443

B (15) 1510 1472 1513 1453 1,507 1,431

B2 (-05) -0502 -0746 -0,512 -0,738 -0496 -0,715

Exponencial $(05) 0352 0350 0391 0392 0456 0456
Generalizada a; (05) 0514 0626 0,502 0,608 0,504 0,608
Bor (-1,5) -1,685 -0571 -1584 -0,527 -1552 -0,522

Com  Pn(LO) 1137 0703 1,035 0660 1,037 0662

Comml a2(20) 2224 1545 2061 1485 2040 1467

B (1,5) 1493 1518 1,500 1,477 1,498 1,457

Bo (05 -0477 -0,739 -0,505 -0,726 -0494 -0,711

$(05) 0302 0300 0395 0393 0448 0448

a; 2,0) 3906 2,089 3587 2,038 3,467 2,020

Bor (-1,0) 0285 -1,073 0277 -1,026 0269 -1,022

Sem P05 0259 0544 0254 0515 0248 0506

Comn . @2(30) 10953 3156 9399 3048 8833 3,034

B (15) 1657 1573 1,631 1522 1,619 1,509

B2 (-05) -0,170 -0537 -0,168 -0,514 -0,170 -0,511

Weibull $(05) 038 0335 0452 0383 0530 0442
a; (20) 3,716 2,098 3550 2,084 3321 2,026

Bor (-1,0) 0223 -1,083 0241 -1,060 0231 -1,011

Com Pn(©5 0252 0514 0254 0524 0252 0501

Comm a2(30) 10127 3,145 9432 3090 8178 3,015

B2 (1,5) 1,610 1,535 1,616 1,537 1,584 1,502
p12(-0,5) -0,168 -0526 -0,173 -0,532 -0,165 -0,500
¢ (0,5) 0340 0318 0399 0352 0,503 0,438
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A Tabela 2 apresenta a média Monte Carlo (MC) dos quatro critérios de comparacdo de
modelos, com o intuito de comparar os modelos de sobrevivéncia bivariados baseados na
cépula de AMH com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada. Podemos observar que,
para os casos com e sem censura, o verdadeiro modelo gerado supera o outro de acordo com
todos os critérios considerados. Por exemplo, para o caso em que estamos gerando a partir do
modelo com marginais Weibull e N = 100 com censura, temos que: para o ajuste do modelo
com marginais Weibull DIC = 143,945, EAIC = 151,170, EBIC = 169,406 e LPML = -72,282;
enquanto que, para o ajuste do modelo com marginais Exponencial Generalizada, DIC =
156,725, EAIC = 164,120, EBIC = 182,357 e LPML = -78,801. Ou seja, para o caso em que
estamos gerando a partir do modelo com marginais Weibull, o ajuste do modelo com marginais
Weibull obtém um melhor resultado, ja que apresenta menores valores de DIC, EAIC e EBIC
e um maior valor de LPML em comparacdo ao ajuste do modelo com marginais Exponencial
Generalizada.

Tabela 2: Média Monte Carlo dos quatro critérios Bayesianos baseados sobre as 200 amostras
geradas para as diferentes configuracdes de censuras e tamanhos de amostras simuladas.
Verdadeiro N =50 N =100 N =200
Modelo EG W EG W EG W

DIC 138,448 140,659 273,420 277941 541,072 550,064
Sem EAIC 145,808 147,997 280,579 285,093 548,156 557,140
Censura EBIC 159,193 161,381 298,815 303,329 571,244 580,228
Exponencial LPML -69,503 -70,785 -136,886 -139,277 -270,632 -275,240
Generalizada DIC 81,585 82,258 159,886 161,693 312,709 317,536
Com EAIC 89,065 89,676 167,128 168,902 319,811 324,626
Censura EBIC 102,449 103,060 185,364 187,138 342,900 347,715
LPML -41,150 -41,664 -80,144 -81,221 -156,458 -159,017
DIC 95158 86,467 188,383 170,300 376,046 336,784
Sem EAIC 102,779 93,814 195771 177,454 383,311 343,853
Censura EBIC 116,164 107,199 214,007 195,690 406,399 366,941
LPML -48,205 -43,724 -94,629  -85344 -188,549 -168,488
DIC 82,803 76,566 156,725 143,945 315,056 287,383
Com EAIC 90,554 84,084 164,120 151,170 322,279 294,491
Censura EBIC 103,938 97,469 182,357 169,406 345368 317,579
LPML -42,060 -38,867 -78,801 -72,282 -157,945 -143,815

Weibull

4 Diagnostico de observacgoes influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagnéstico, geramos uma amostra de tamanho
300 para o modelo AMH bivariado com marginais Weibull, considerando os seguintes valores
para os parametros: fo1 = —1,0, f11 = 0,5, a1 = 2, poo = 1,5, p12 = —=0,5, a» = 3 e ¢ =
0,5. As porcentagens de observagdes censuradas, na amostra, para os tempos t; e t, foram,
respectivamente, 33, 3% e 18,7%.

Selecionamos os casos 10, 149 e 285 para perturbacdo. Para criar observagoes artificialmente
influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou trés desses casos selecionados. Para
cada caso, pertubamos ambos os tempos da seguinte forma: E =t;+5D,i=1,2,emque D; éo
desvio padrao dos t;’s.

Para a implementagdo do algoritmo MCMC, assim como a verificagdo da convergéncia das
cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente.

A Tabela 3, mostra que as inferéncias a posteriori sdo sensiveis a perturbac¢do do(s) caso(s)
selecionado(s). Como podemos notar nesta tabela, o conjunto de dados (a), que denota os
dados originais simulados sem perturbagdo, tem suas médias das estimativas a posteriori dos
pardmetros do modelo considerado muito préximas dos verdadeiros valores destes parametros,

11



principalmente se comparadas com as médias das estimativas dos conjuntos de dados (b) a (h),
que designam os conjuntos de dados com casos perturbados.

Tabela 3: Média e desvio padrdo (DP) das estimativas a posteriori dos parametros do modelo
AMH bivariado com marginais Weibull para cada conjunto de dados simulados.

a120) Pu(L0) pu05) @260 Pl (05 ¢05)
Nomes dos Casos Média Média Média Média Média Média Média
dados perturbados DP DP DP DP DP DP DP

a Nenhum 1,962  -1,036 0,396 3,097 1488 -0492 0,406
0,107 0,119 0,143 0,149 0,109 0,131 0,174

b 10 1,877  -0,985 0,282 2832 1,381 -0,572 0,519
0,100 0,114 0,140 0,130 0,104 0,133 0,182

c 149 1,921  -1,070 0442 2931 1,325 -0,367 0,502
0,104 0,121 0,143 0,139 0,103 0,127 0,169

d 285 1,872 -0,984 0,290 3,018 1456 -0,555 0,484
0,099 0,117 0,144 0,144 0,109 0,131 0,176

e {10, 149} 1,832  -1,032 0336 2691 1217  -0440 0,674
0,097 0,115 0,140 0,124 0,105 0,129 0,178

f {10, 285} 1,807  -0,959 0,200 2,780 1,346 -0,619 0,652
0,096 0,116 0,140 0,129 0,111 0,136 0,181

g {149, 285} 1,831  -1,029 0350 2,851 1,288 -0424 0,611
0,097 0,116 0,14 0,132 0,103 0,131 0,172

h {10, 149,285} 1,769  -1,030 0,265 2,623 1,146 -0469 0,898
0,090 0,115 0,136 0,122 0,106 0,129 0,132

A Tabela 4 apresenta os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de conjuntos de
dados perturbados. Podemos observar que o conjunto de dados (a) teve o melhor ajuste, ou
seja, menores valores de EAIC, EBIC e DIC e maior valor de LPML em comparagdo com o0s
conjuntos de dados (b) a (h), o que era de se esperar, j4 que ele consiste no conjunto dos dados

originais simulados.

Tabela 4: Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobrevivéncia AMH bivariado com

marginais Weibull para cada conjunto de dados simulados.

Critérios Bayesianos

Nomes dos dados EAIC EBIC DIC LPML
a 443242 469,168 436,150 -218,261
b 485,839 511,765 478,694 -241,912
C 473,508 499,435 466,322 -234,217
d 466,057 491,983 458,960 -230,505
e 513,740 539,666 506,464 -256,997
f 504,424 530,350 497,287 -251,869
g 495,786 521,713 488,572 -246,533
h 526,680 552,607 516,568 -266,260

Na Tabela 5 apresentamos uma estimativa das quatro medidas de divergéncia para o modelo
AMH bivariado com marginais Weibull para cada conjunto de dados simulados. Note que,
antes da perturbacdo, representado pelo conjunto de dados (a), todos os casos selecionados
ndo sdo influentes, com pequenas medidas de divergéncia. Entretanto, apés perturbagdes,
representado pelos conjuntos de dados (b) a (h), as quatro medidas aumentam, indicando que

os casos sdo influentes.
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Tabela 5: Medidas de divergéncia para o modelo AMH bivariado com marginais Weibull para
cada conjunto de dados simulados.

Nome dos dados Caso perturbado medidas de divergéncia
K-L J Ly z
10 0,008 0,016 0,050 0,016
a 149 9%x10™° 1,8x10™* 0,005 2x107*
285 0,010 0,020 0,057 0,021
b 10 2,854 5,512 0,785 47,600
C 149 1,221 2,423 0,569 7,449
d 285 1,146 2,454 0,563 11,816
e 10 2,600 4,982 0,736 41,711
149 1,399 2,711 0,586 9,367
f 10 2,407 4,601 0,727 27,127
285 1,024 1,992 0,519 4,763
g 149 1,483 2,981 0,619 12,600
285 1,078 2,194 0,545 6,815
10 2,707 5,045 0,755 37,350
h 149 2,410 5,199 0,752 104,256
285 1,642 3,176 0,653 11,057

As Figuras 4(a,b) mostram os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia para o
conjunto de dados (a) e (e). Em relagdo ao conjunto de dados (a), observemos que em nenhum
dos quatro gréficos foram detectados pontos influentes, o que esta de acordo, pois nenhum
caso foi perturbado neste conjunto de dados. Por outro lado, como no conjunto de dados (e) os
casos 10 e 149 foram perturbados, observa-se que os quatro gréficos conseguiram detecta-los
como pontos influentes.
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Gréficos de indices das medidas de divergéncia.

5 Aplicacdo a dados reais

Nesta secdo, aplicamos o modelo proposto a dois conjuntos de dados reais. O primeiro é
um conjunto de dados de insuficiéncia renal, descrito em McGilchrist & Aisbett (1991) (21). O
segundo, é um conjunto de dados de retinopatia diabética (11).
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5.1 Dados de insuficiéncia renal

Nossa primeira aplicacdo a dados reais que sera apresentada é referente a 38 pacientes com
insuficiéncia renal (perda das fung¢des dos rins, podendo ser aguda ou cronica). Os tempos
bivariados medidos em dias sdo a respeito de recorréncia de infec¢do no local onde foi inserido
o catéter nos pacientes que utilizaram um aparelho portétil de dialise, sendo dado para cada
paciente dois tempos de recorréncia. Como covaridvel, consideramos o sexo do paciente,
atribuindo-se 0 para o sexo masculino e 1 para o sexo feminino.

Para realizarmos o ajuste do modelo AMH bivariado com ambas marginais Weibull ou
Exponencial Generalizada, consideramos duas cadeias de tamanho 60.000, das quais, foram
desconsideradas as primeiras 10.000 iterag¢des, com o objetivo de eliminar o efeito dos valores
iniciais. Para evitar problemas de autocorrelagao, considerou-se um espacamento de tamanho
10, adquirindo uma amostra efetiva de tamanho 10.000 sobre a qual a inferéncia a posteriori é
baseada. A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados
(8).

Na Tabela 6 apresentamos os resumos a posteriori para os pardmetros do modelo AMH
bivariado para ambas as distribuigdes.

Tabela 6: Média a posteriori, desvio padrdo (DP) e intervalo de credibilidade (IC) de 95% para os
parametros do modelo AMH bivariado com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada.

Parametro Exponencial Generalizada Weibull
Média DP IC (95%) Média DP IC(95%)
ai 0,923 0,204 (0,530; 1,315) 0,948 0,126 (0,705;1,191)
Tempo 1 Bot -3,666 0,381  (-4,449;2,952) -3,353 0,607  (-4,52;-2,158)
B11 -1,692 0413 (-2,521;-0,891) -1,622 0423 (-2,413;-0,756)
as 0,734 0,160 (0,446; 1,055) 0,803 0,107 (0,599; 1,015)
Tempo 2 Bo2 -4,802 0421 (-5,626;-4,006) -3474 0,645 (-4,763;-2,258)
P12 -0,332 0,466 (-1,244;0,569) -0402 0,384 (-1,141;0,357)
Copula [0) 0,242 0,512 (-0,740; 1,000) 0,208 0,513 (-0,764; 1,000)

A Tabela 7 apresenta os critérios de comparagdo de modelos. De acordo com todos os
critérios, o modelo que apresentou melhores resultados foi o modelo de sobrevivéncia bivari-
ado baseado na cépula de AMH com marginais Weibull, pois ele obteve menores valores de
EAIC, EBIC e DIC e um maior valor de LPML em comparagao com o modelo de sobrevivéncia
bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Exponencial Generalizada.

Tabela 7: Critérios para comparagdo dos modelos
Modelo Critérios Bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
EG 743,353 754,816 735,212 -370,409
W 741,891 753,354 734,020 -369,570

Na Figura 5 apresentamos os graficos de indices considerando o modelo de AMH com
marginal Weibull. Podemos observar que todas as medidas detectam a observagdo 21 como
possivel ponto influente.
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Figura 5: Gréficos de indices das medidas de divergéncia considerando a distribuicao Weibull.

A Tabela 8 mostra as quatro medidas de divergéncia para a observacdo 21 e, como podemos
notar pelos valores altos, ela é realmente uma observacao influente.

Tabela 8: Medidas de divergéncia para a observagao 21
Medida de divergéncia
Nome dodado K-L ] L X’
Observacao 21 3,093 6,331 0,822 90,230

As Figuras 6(a,b) mostram, respectivamente, as curvas de Kaplan-Meier para as varidveis T;
e T, dicotomizadas pelo sexo do paciente juntamente com os ajustes do modelo de sobrevivéncia
bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Weibull e, como podemos inferir por estes
gréficos, os dados foram adequadamente ajustados por este modelo.
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Figura 6: Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivéncias Weibull estimadas.

5.2 Dados reais de retinopatia diabética

A retinopatia diabética é uma complicacdo que ocorre quando o excesso de glicose no sangue
danifica os vasos sanguineos de dentro da retina, tornando esta doenga uma das principais
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causas de cegueira no mundo e os diabéticos 25 vezes mais propensos de se tornarem cegos do
que os ndo diabéticos. O sintoma mais comum é a visdo embacada, sendo que a perda visual
pode ser um sintoma tardio, expressando a gravidade da situagdo.

O interesse do estudo é verificar a eficdcia do tratamento de fotocoagulacdo com raio laser
em retardar o aparecimento da cegueira.

O conjunto de dados é composto por 197 pacientes. O tratamento foi aleatériamente
atribuido para um olho de cada paciente. O olho que ndo recebeu tratamento foi conside-
rado como controle. A censura foi causada por morte, abandono ou término do estudo, sendo
que estas observagdes censuradas aconteceram em 73% dos olhos tratados e 49% dos olhos ndo
tratados.

A idade do paciente no inicio da diabete foi considerada como covaridvel. Para criar dois
grupos foi considerado um ponto de corte de 20 anos (58% dos pacientes tinham menos de 20
anos de idade). Considerou-se T; como um vetor de tempos até a perda da visdo para o olho
de tratamento e T, como o vetor de tempos até a perda visual para o olho controle.

Procedimento de ajuste do modelo AMH bivariado foi feito de forma similar ao descrito na
Segdo 5.1. Ou seja, consideramos duas cadeias de tamanho 60.000, com descarte das primeiras
10.000 e espagamento de tamanho 10, obtendo uma amostra de tamanho 10.000 para inferéncia.
A convergeéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomendados (8).

Na Tabela 9 apresentamos os resumos a posteriori para os parametros do modelo AMH
bivariado para ambas as distribui¢des.

Tabela 9: Média a posteriori, desvio padrdo (DP) e intervalo de credibilidade (IC) de 95% para os
pardmetros do modelo AMH bivariado com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada.

Parametro Exponencial Generalizada Weibull
Média DP IC (95%) Média DP IC (95%)
ai 0,771 0,113  (0,544; 0,984) 0,812 0,101 (0,611; 1,003)
Tempo 1 Po1 -5,208 0,339 (-5,88;-4,591) -4,039 0,415 (-4,883;-3,248)
P11 -0,608 0,37 (-1,346;0,111) -0499 0,291 (-1,105; 0,034)
@ 0,789 0,091 (0,622;0,976) 0,832 0,073 (0,693;0,976)
Tempo 2 Bo2 -4,634 0,229 (-5,07;-4,190) -3,687 0,304 (-4,295;-3,113)
P12 0,443 0,237 (-0,014;0,915) 0,368 0,198 (-0,029; 0,744)
Copula ¢ 0,804 0,149 (0,521;1,000) 0,804 0,146 (0,523;1,000)

A Tabela 10 apresenta os critérios de compara¢do de modelos. De acordo com todos os
critérios, o modelo que apresentou melhores resultados foi o modelo de sobrevivéncia bivari-
ado baseado na cépula de AMH com marginais Weibull, pois ele obteve menores valores de
EAIC, EBIC e DIC e um maior valor de LPML em comparagdo com o modelo de sobrevivéncia
bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Exponencial Generalizada.

Tabela 10: Critérios para comparacdo dos modelos
Modelo Critérios Bayesianos
EAIC EBIC DIC LPML
EG 1.673,120 1.696,102 1.665,413 -832,525
W 1.671,481 1.694,464 1.663,862 -831,725

Na Figura 7, apresentamos os graficos de indices considerando o modelo de AMH com
marginal Weibull. Podemos observar que todas as medidas ndo detectam nenhum possivel
ponto influente.
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Figura 7: Gréficos de indices das medidas de divergéncia considerando a distribuicao Weibull.

As Figuras 8(a,b) mostram, respectivamente, as curvas de Kaplan-Meier para as varidveis
T1 e T, dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com os ajustes do modelo de sobre-
vivéncia bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Weibull e, como podemos inferir
por estes graficos, os dados foram adequadamente ajustados por este modelo.
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Figura 8: Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivéncias Weibull estimadas.

6 Consideracoes finais

Neste artigo foram apresentadas as fung¢ées copulas, em especial as copulas Arquimedianas,
como eficientes ferramentas para modelar dados de sobrevivéncia. Foi construido um novo
modelo bivariado baseado na c6pula AMH.

Todo o procedimento inferencial foi realizado sob uma abordagem bayesiana assumindo
distribui¢des a priori ndo informativas. Foi realizado um estudo de simulagdo com o objetivo
de verificar o bom comportamento das estimativas bayesianas com base na média frequentista.

17



Por meio destas simulagdes também foi verificado que, com diferentes tamanhos amostrais
e diferentes configuragdes de censura, as estimativas obtidas foram préximas do verdadeiro
valor.

Também, foi realizada comparagdes de modelos por meio dos critérios bayesianos EAIC,
EBIC, DIC e LPML. Simulamos amostras a partir do modelo de AMH com marginais ou Weibull
ou Exponencial Generalizada e observamos que todos os critérios indicaram o modelo no qual
as amostras foram geradas.

Para analisarmos a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros das
distribuigdes a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual concluimos que as esti-
mativas dos pardmetros a posteriori ndo apresentaram diferencas significativas nos resultados
das aplicagdes aos dados artificiais e aos dados reais.

Além disso, aplicamos o método bayesiano de andlise de influéncia de delegdo de casos
baseado na divergéncia 1 cujo o objetivo é detectar possivel(is) observagao(des) influente(s) nos
dados analisados. Para isso, foram assumidas quatro particulares escolhas para a funcdo ¢ nas
quais resultaram a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L), a distancia J, a distancia variacional
ou norma L; e a divergéncia 2. Para uma amostra simulada de cada modelo, perturbamos
uma, duas ou trés observagdes e, a partir disso, conseguimos averiguar que as quatro medidas
de divergéncia detectaram os pontos perturbados.

Por fim, realizamos duas aplicagdes aos dados reais de pacientes com infecgdo renal e de
pacientes com retinopatia diabética, obtendo, no final, as curvas de Kaplan-Meier e curvas de
sobrevivéncias Weibull bivariadas estimadas para ambas as aplica¢des aos dados reais.
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