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1 Introducao

Experimentos em que se tem perda de parcelas ou dados faltantes sdo bastante comuns.
Nestas situacdes, € usual se imputar o valor destes. Este trabalho apresenta uma interpretacao
geométrica, em termos de subespacos vetoriais e projecOes ortogonais, para um método de

imputagdo de dados, proposto por Kruskall(1961).

2 Material e métodos

Um conjunto de dados com n observacdes pode ser entendido como a realiza¢do de um vetor
aleatério em R”, denotado por Y = (Y, ...,Y,))". Suponha, sem perda de generalidade, que as
primeiras m coordenadas de Y sejam observdveis e as restantes n — m sejam nao observaveis
ou faltantes. Desta forma se tem Y = Y' +Y? em que Y! é a parte observavel e Y? a nio
observavel. Para o modelo Y,x1 = X, x poxl + €,%x1 que leva em conta todos os dados, a
matriz X pode ser vista como a transformagao linear X : R” — R" = R" @ R"™. Se Im (X)
€ o subespaco definido pela imagem da transformacdo e Py, € a projecdo ortogonal em um
subespaco W, ficam definido os subespacos Q; = Prs (Im(X)) e Q7 = Pga-n (Im(X)). Observe
que, em geral, Im(X) # Q) + Q. O que se tem é que Im(X) C Q1 + ;. Vamos considerar a
seguinte hipétese: dim (Im(X)) = dim(Q;). Estatisticamente, tal fato significa que o nimero
de parametros do modelo, mesmo com a ocorréncia de dados faltantes, ndo se altera. Pgm :
Im(X) — Q; ¢ linear e sobrejetiva. Prm : Im(X) — Q; Como dim (Im(X)) = dim (Q) entdo

a projecdo também ¢ injetiva, isto €, ker (Prm) restrito a Im(X) € o subespago nulo. Logo, se
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vi+v2 € Im(X) e vi + V5 € Im(X) entdo

(Vl —|—V2) — (V1 —|—V/2) € ker (PRm)
\ &) —V/2 =0

/
V2 = Va2,

isto é, para cada vetor v; em Q existe um unico vetor v, em €, tal que v; + v, € Im(X), e
portanto o kernel da projecao pertence a Im(X). Pode-se entdo definir uma transformacao linear
A:R"— R"talque A(vi) =vae A(x) =0sex € Qf.

Seja a transformac@o linear I:Q; — R”, inclusdo, isto é, I(v;) — vy, v; € Q. Desta forma,
pode-se escrever, utilizando um certo abuso de notagao, que Im(X) = (I4+A) Q;.

Se u € o vetor de médias geral, seu estimador de Gauss-Markov € i1 = Py (x) (Y). Como
as m ultimas componentes de Y sdo dados faltantes, ndo € possivel obter fi. A estratégia entdo
€ obter o estimador de Gauss-Markov para os dados observados utilizando o sub-modelo dado
por Qi, isto &, fi' = Ppyx) (Y'), sendo u' = E[Y']. Para o' existe um tnico 2* dado por
0P =A (,&1). Imputando-se o valor (% obtém-se os dados com imputagio Y' + (%. Toma-se

agora como estimador de u o vetor obtido por

i ="Pimx) (Y +17) (1

A representacdo destes vetores e suas projecoes nos subespagos discutidos podem ser ob-

servados na Figura 1.

Figura 1: ProjecOes para dados faltantes
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3 Resultados e discussao

A abordagem geométrica permite demonstrar de maneira trivial o resultado.
Proposicao 1. O processo de imputagdo (1) diminui a soma de quadrado dos erros.

Demonstragdo. No subespaco Im(X), o ponto mais proximo de (Y1 + ,&2) € dado pela projecao
ortogonal fi = Py x) (Y] —l—,flz). Note que i' + i € Im(X).
Logo,

(Y1 +[12) - (/fl2 + /ftl) = HY1 — i H . Assim, qualquer ponto que pertenca a Im(X)
—_———

dados com imputacdo € Im(X)

e que seja diferente de fi terd uma distancia maior até o vetor (Y1 + ,ﬁz), o que implica em

1Y +27) == Pamg) (V! 21 | < [ Y =2

]

Exemplo de aplicacdo: delineamento inteiramente casualizado (DIC) com 3 tratamentos e 4

repeti¢des y;j = u+ 7T+ ¢€;j, comi = {1,2,3} e j={1,2,3,4}. O vetor de dados

Y = (Y11 Y125 s Y14, Y2150 Y24, Y315 -0, Y34) -

Suponha a dltima observagao perdida. O vetor de dados observado

y1 — (y117y127 - ¥14,¥21, .-, Y24, Y31, "'7}’3370)/ .

Tem-se

Im(X) = {(a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,c)/,a,b,c € R},
Q = {(a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,0) ,a,b,c e R},
Q, = {(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,d)",d € R}.

A transformacdo linear natural para este problema é A :Q — Q.

A ((a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,0)") =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,c)".

= yut-otyie 50 yartetyd o Y31ty
YI.=""7 Y2 ="3 V3 ="—3 ),

3 /

4 4
1 z —~ "7 _/ ~1
PQ1 (y ) = J’l~a---;y1-7y2-7---a)’2~>)’37-~-7y370 =M.

A('al) — ((),(),0,0,0,0,0,0,()7(),0’)7%)/ :[12.
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O vetor de dados com imputacao

Yo = 2P+y
(0,0,.04,0,53.) 4 (Y1150 Y14, Y215 -0 Y245 Y315 -+, ¥33,0)’
= (Yi1seees Y14, Y205 o0 Y24, Y3150, Y33, 55 ) -

4 4 4 !
Y N
Portanto, Pyyx)¥* = | 1y, V1, Y2:5 -, 2., 0y o O | =i, em que

Fynt
y31+y3 +y3s+ BEEES

4
3(ya1+ys2+yss)+(ys1 +ysa+yss)
3

4
Y31 +Yy32+Y33
—

4 Conclusoes

O método geométrico para abordagem de dados faltantes em modelos lineares € intuitivo e

natural, permitindo uma manipulacao eficiente de soma de quadrados.
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