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1 Introducao

E comum em determinadas situacdes experimentais o pesquisador estar interessado em com-
parar matrizes de variincia e covaridncia de duas populagdes. Se as duas amostras sdo inde-
pendentes nenhuma covariancia entre os dados € esperada. Por outro lado, os dados podem ser
pareados em situacdes em que um grupo de varidveis € mensurado antes e ap0s a realizacao de
um determinado tratamento. Se o interesse focar na comparacdo das matrizes de covariincia
das populagdes, nao € possivel, por exemplo, aplicar o teste de Bartlett (1937). A razdo para
1sso € que de alguma forma esses dados sdo correlacionados e o teste possui baixo poder em
detectar possiveis diferencas na matriz de covaridncia. Para o caso em que apenas uma va-
ridvel é mensurada em cada situagdo, pré (X) e pos (Y) tratamento, Morgan (1939) e Pitman
(1939) propuseram um teste t exato baseado na correlag@o entre as varidveis normais X e¢ Y
e na correlacdo de duas novas varidveis que sdo combinacdes lineares de X e Y. O teste de
Morgan (1939) e Pitman (1939) se torna bem mais poderoso do que as alternativas existentes
para dados ndo correlacionados a medida que a correlagdo entre X e Y tende para 1 ou para -1.
Esse teste considera, no entanto, apenas a situa¢do de ¢ = 1 populacdo e p = 1 varidvel. Pit-
man (1939) e Morgan (1939) propuseram pela primeira vez o teste da razdo de verossimilhanca
para a igualdade das variincias, em uma populag¢do normal bivariada, ou seja, (p =1, =2)
com correlagdo desconhecida. Desde entdo, muitos pesquisadores t€ém explorado ainda mais
este problema. Para lidar com o problema de comparar matrizes de covariancias de distribui-
¢des normais dependentes este trabalho foi proposto procurando generalizar o teste de Morgan

(1939) e Pitman (1939) para o caso multivariado, considerando a situacdo de g = 2 populagdes.

2 Material e métodos

2.1 Teste de comparacio de covariancias na presenca de correlacio

Seja para isso a varidvel multidimensional X de dimensdo (2p x 1) suposta normal multi-
variada com vetor média p (2p x 1) e covaridncia X (2p x 2p), X ~ Na,(p,X). Nesse tra-

balho somente o caso de g = 2 populacdes relacionadas € considerado, resultando na dimensao
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qp = 2p das matrizes. Seja considerada uma particdo de X em g = 2 grupos de p varidveis,
quais sejam, X| e X, ambos de dimensdes (p x 1). Igualmente, p ¢ 3 devem ser particiona-
das de forma correspondente. Os grupos 1 e 2 sdo formados de tal forma que as p varidveis
dos vetores X e X, correspondam as mensuracdes antes e apés a aplicacao de algum tipo de

tratamento. O principal objetivo € testar a hipdtese especificada em (1):
Hy: X1 =32 vs Hi:¥5n#32 (1)

quando 315 # 0. Os testes para o caso em que 317 = 0 sdo bastantes conhecidos na literatura
(BARTLETT, 1937). Para desenvolver o teste especificamente para g = 2 populacdes, sejam
definidas as varidveis U e V como combinagdes lineares das varidveis de X. Para isso, seja o
vetor ndo nulo a (p x 1) de coeficientes reais que estabelecem as combinagdes lineares de X.

Sejam os vetores b’ = (a',a')ec' = (a',

—a') de dimensdo (1 x 2p). Portanto sejam
U=b'X=a"Xi1+a"Xp=Ui+leV=c'X=a"X,—a"Xo=U;—U,. Como U e
V sio combinagdes lineares de varidveis normais X, entdo, U ~ Ny (uy,6%) e V ~ Ny (uy,0%)

(ANDERSON, 1978). Sendo que:

pw=a'p+a'py e op=a (T+Xn+28n)a;

w=a p—a'w e G%,:aT(EH—l—Ezz—ZEu)a.

Para desenvolver o teste sugerido, inicialmente € obtida a correlacdo entre essas combinacdes

lineares U e V (pyv ).

aT(EH — 222)0,

Puv = VaT (T +Zn+28Zn)ava’ (T +2n-22n)a @
O estimador de pyy é dado por
— a'(Si1—8Sn)a . 3)
Va'(S11+ Sn+2812)a/a’ (S11+ S»n —281)a
Como U ~ N(uy,1) eV ~ N(uy,1), entdo a estatistica pivd
t = @ 4)

tem distribuicdo ¢ de Student com v = n — 2 graus de liberdade, se pyy = 0. A inspecdo da
expressao (2) permite que se conclua que pyy serd nula se e somente se 311 = ;. Portanto,
testar a hipétese Hy : pyy = 0 € equivalente a testar a hipétese Hy : 311 = ¥2;. Quando, no
entanto, 31 = 0, o teste de Bartlett (1937) pode ser utilizado para testar essa hipdtese. Para
definir qual € o valor do vetor a que torna o teste (4) mais poderoso foi considerado a razdo de
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formas quadrdticas F, em que S1 e S»; sdo matrizes positivas definidas, dada por:

-
a Sua
F=—F—. 5
aT Szza ( )
O préximo passo € expressar ryy de (3) em funcdo de F de (5).
F—1
(6)

ryy = 5 .
VE+1D2 =4, F

A substitui¢@o de (6) em (4) permite que ¢ de Student seja expresso em funcdo de F e de ry,y,.
O resultado final obtido € dado por:
(F—1)yn—-2

t= ) (7)
2 FO—%M)

Essa estatistica segue a distribui¢do ¢ de Student com v = n — 2 graus de liberdade, dado que a
¢é conhecido. A partir desse instante é possivel pensar em uma alternativa para obter o valor de

a para o célculo de ¢ de (7). Poderia-se pensar em uma solucao, maximizando o valor de F.

2.1.1 Maximizar F

Tomando-se o valor mdximo de F' em relagdo ao vetor a, o qual € obtido derivando F de
(5) em relagdo a a e igualando a derivada a zero, dF /da = 0. O resultado obtido é dado pelo

sistema de equagdes homogéneas (8).
(511 —FSQQ)CLZO. (8)

Esse sistema de equacdes homogéneas pode ser resolvido (Bock, 1975) fazendo a transfor-
macao linear a = (I‘T)*lz, em que I' é o fator de Cholesky de Sy, tal que Sy = IT'.

Pré-multiplicando o sistema resultante por I'~!, obtém-se:
(H-FI)z=0 9)

emque H=T"18, (I‘T)_l. Portanto o0 méximo é obtido no ponto correspondente ao maior
autovalor de H, diga-se, F = A e de seu autovetor normalizado correspondente z. O valor de
F nio é alterado pela transformacio singular, mas o valor de a deve ser recuperado. Com os
valores de a e de F que correspondem ao maximo da expressio (5) é possivel obter a correlagio

ru,u, utilizando (10) e finalmente aplicar o teste (7).

, . a,TSlza,
ne V(@TSi1a)y/(aTSxna)

(10)
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3 Resultados e discussoes

A simulac¢do Monte Carlo realizada neste trabalho teve como intuito avaliar as taxas de erro
tipo I do teste ¢ proposto, com o objetivo de compara-lo com os testes apresentados por Jiang
e Sarkar (1998) (W, e Ws) e Jiang et. al, (1999) (LRT, LRT;, LRT, e LRT3). Em cada si-
mulacdo foi aplicado o teste # em um nivel nominal de significancia (o) fixado em 5%, para
verificar se a hipétese nula Hy : 311 = Y9, quando ¥, # 0 foi ou ndo rejeitada. Em todos
os casos, N = 10000 amostras foram simuladas e a propor¢do de rejeicdo da hipdtese nula
Hj foi computada para o teste ao longo de todas as simulagdes Monte Carlo. Os valores da
taxa de erro tipo I empirica foram comparados com o valor nominal fixado em cada um dos
casos. O teste ¢ foi aplicado a cada uma dessas amostras, em cada uma das configuracoes for-
madas pela combinagd@o dos valores de n e X, considerando o nivel de significincia o = 0,05.
As simulagdes foram realizadas no software R. Foram simuladas amostras aleatérias normais
multivariadas de dimensdo (2p x 1) com vetor média p (2p x 1) e covaridncia ¥ (2p x 2p),
X ~ Nop(p,X). Nessa simulacdo e na apresentada por Jiang et al. (1999) foram considerados
os mesmos valores para os parametros como no estudo de Jiang e Sarkar (1998), tais como:
n =10,15,20,15,50,75,100,

1,0000 —1,0000 0,7071 —0,7071
~1,0000  5,0000 —0,7071  0,7071

Y =14, o= ;
07071 —0,7071  1,0000 —1,0000
~0,7071  0,7071 —1,0000  5,0000
1,0 0,1 0,2 0,3 1,0000 —1,0000 0,7071 —1,4142

5= 0,1 1,0 04 0,5 oS- —1,0000  5,0000 —-0,7071 1,4142 ’
02 04 1,0 01 07071 —0,7071  1,0000 —1,0000
03 05 0,1 1,0 14142 14142 —1,0000  5,0000

para estimar os niveis de significancia. Pode-se observar, na tabela 1, que os testes LRT3 e W»

se destacam por manter a taxa de erro tipo I empirica préxima do nivel nominal fixado, mesmo
quando N = 10.
4 Conclusoes

Os testes LRT, LRT|, LRT,, W5 e t sdo considerados liberais. E, quando N > 20 os testes
LRT, e W5 sdo recomendados, sendo que o teste LR7, tem uma ligeira vantagem sobre o teste
Ws.
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Tabela 1: Taxas de erro tipo I de sete testes de igualdade de matrizes de covariancias: teste LRT,

teste

LRT, teste LRT;, teste LRT3, teste W5, teste W5, teste ¢, considerando diferentes tamanhos

amostrais (n), diferentes matrizes de covaridncia (X) e valor nominal de significancia de 5%.

= n LRT* LRT,? LRT," LRT5* WP WsP !
= 10 14,00 10,80 7,50 3,80 5,30 7.20 11,54
15 9,20 7,40 5,70 3,80 4,20 6,10 10,46
20 8,10 6,90 5,70 4,20 4,00 5,90 9,80
25 7,30 6,30 5,50 4,30 4,00 5,70 8,90
50 6,10 5,70 5,30 4,80 4,20 5,20 8,87
75 5,60 5,30 5,10 4,70 4,50 5,10 7,92
100 5,40 5,30 5,10 4,80 4,70 5,20 8,01
=, 10 13,50 10,20 7,10 3,70 3,70 7,40 9,50
15 9,70 7,90 6,10 4,00 3,30 6,40 8,50
20 8,30 7,20 6,00 4,50 3,30 6,00 8,24
25 7,40 6,50 5,50 4,40 3,30 5,70 7,97
50 6,20 5,80 5,30 4,80 4,00 5,40 7,11
75 5,70 5,40 5,20 4,80 4,30 5,30 6,91
100 5,50 5,30 5,10 4,80 4,50 5,20 6,87
)N 10 13,80 10,50 7,20 3,90 5,00 7,50 9,63
15 9,50 7.80 6,00 4,00 4,20 6,50 8,62
20 8,30 7,10 5,80 4,40 3,80 5,90 8,10
25 7.30 6,40 5,50 4,40 4,00 5,90 8,08
50 6,10 5,70 5,30 4,80 4,30 5,40 6,92
75 5,90 5,60 5,30 5,00 4,50 5,30 7,16
100 5,50 5,40 5,20 4,90 4,60 5,10 6,83
= 10 13,20 10,30 7,00 3,30 4,00 7,50 8,95
15 9,60 7.80 6,10 4,10 3,40 6,50 7,88
20 8,30 7,00 5,90 4,30 3,40 6,00 7,62
25 7,50 6,60 5,60 4,50 3,50 5,70 7,68
50 6,10 5,70 5,30 4,80 4,10 5,40 6,79
75 5,60 5,40 5,10 4,80 4,50 5,40 6,10
100 5,50 5,30 5,10 4,90 4,60 5,20 6,17

 Taxas de erro tipo I dos testes LRT, LRT|, LRT, e LRT3 apresentados por Jiang, et. al (1999).
b Taxas de erro tipo I dos testes W e Ws apresentados por Jiang e Sarkar (1998).
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