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1 Introducao

Com o intuito de descrever a taxa de mortalidade de seres humanos, 0 matematico Benja-
min Gompertz, em 1825, desenvolveu uma equacgdo diferencial ordinaria ndo linear denomi-
nada Equacdo de Gompertz. Na literatura cientifica encontramos vdrias aplicacoes e formas de
apresentacdo para essa equagdo. Nesse trabalho, o objetivo é generalizar a equacdo da forma
descrita em [2] utilizando a metodologia do Calculo Fracionario.

Atualmente, curvas de crescimento derivadas da equagdo de Gompertz sao muito usadas por
diversos autores para a andlise de dados na area da Biometria [5, 6]. Por exemplo, [4] utiliza
curvas de Gompertz para estudar a progressao do tamanho de tumores sélidos e compreender a
evolucdo da doenca. Na oftalmologia, [1] utilizou curvas de Gompertz para analisar o cresci-
mento do cristalino humano a partir do acimulo de peso imido, em fun¢do da idade. [3] utiliza
a equacdo para andlise de tumores cancerigenos.

Considerando-se que o modelo de Gompertz € uma equagao diferencial, temos, entdo, como
principio, uma relacdo que nos da a taxa de crescimento de um dado fendmeno biolégico com
o passar do tempo. Portanto, o objetivo deste trabalho consiste em apresentar um novo modelo
de Gompertz utilizando o Célculo Fracionério.

O Célculo Fracionério tem sua origem em 1695 com uma discussao entre Leibniz e L'Hospital
tentando definir de que forma poderia ser derivada 1/2 vez uma fungdo. Vdarios matematicos
ilustres, como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, dentre outros, contribuiram para o de-
senvolvimento dessa teoria. Para mais detalhes sobre o assunto veja, [7] e as referéncias conti-

das neste trabalho.

2 Material e Método

Nesta secdo introduziremos algumas defini¢des e notagdes que serdo usadas durante a exposi¢ao

deste trabalho. Denotaremos por I'(-) a fungdo Gama dada por I'(t) =[5 e *x*~!dx, e por

(f+8)(t /ft— V)dy,
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a convolugd@o incompleta entre as funcgdes f,g : [0,00) — R, desde que esta expressdo tenha
sentido. A transformada de Laplace de uma fungéo f : [0,00) — R é dada pela integral

F(s) = 2lr(0)] = [ e sy,

desde que a integral exista. A varidvel s ¢ denominado parametro da transformada.

Agora vamos introduzir uma motivacao para definicao da Integral Fraciondria que serd usada
na defini¢do de Derivada de ordem Fracionéria.

Seja f : I — R uma fun¢do continua por partes no intervalo [0,0) e integravel em todo

subintervalo de [0, o). Denotaremos por Jf(z) o seguinte operador integral
t
110 = [ (s)ds

e por J"f(t) o operador definido por

P = (... ) (o),

a composicao n vezes do operador J.

Usando o Teorema de Fubini sucessivamente obtemos a seguinte expressao integral para o

t(t—s)"!

operador J" f
) = [ s

substituindo (n— 1)! =T'(n), podemos reescrever a expressdo anterior da forma

1

1) = fanga—swlf@yu. )

Como a expressdo (1) continua bem definida para o > 0, este fato motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 2.1 A integral fraciondria de Riemann-Liouville de ordem Q. é definida pela integral

1 t
JAO)(¢ :—/t—soc_l s)ds. 2
N0 = gy )y 19" @
a1
Considere a fungdo Py (1) = m definida para t > 0. Fazendo o produto convolugdo de @y,

com f obtemos

Lt —s)%!

(Do x f)(t) = /Otcba(t—s)f(s)ds:/o Wf(s)ds:]“f(t).

Portanto a defini¢do de integral fraciondria pode ser interpretada como o produto convolugao
entre as funcgdes Py e f. Como consequéncia, obtemos uma férmula para a transformada de

Laplace para J*f(t), que é dada por

LUUO) = Ll(Paxf))] = L[Pa()L[f ()] = s *LIf ()]
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Agora vamos introduzir a definicdo de derivada de ordem fraciondria segundo Caputo.

Definicao 2.2 Tomando o > 0, n o menor inteiro maior que . Nestas condicoes, a derivada

de ordem oL de f segundo Caputo é definida por:
D f(t) =J""*[D"f(1)].

Em virtude da técnica da transformada de Laplace ser uma ferramenta importante para deter-
minar solugdes de equagdes diferenciais, a transformada de Laplace da Derivada de Caputo de

ordem o é dada por

n—1

e ()] = s*L[f(1)] = Y. fO0)s* ' 7F, em que , £[f(1)] = F(s)-

k=0

Antes de passarmos aos resultados do trabalho, veremos as funcdes de Mittag-Leffer, importan-

tes fungdes relacionadas ao célculo de ordem nao inteira.

Definicao 2.3 A funcdo de Mittag-Leffer de um parametro, com x € R e x > 0 é dada por

g k

X
Eq(x) =) ———.
* kzb T(ok+1)
Note que, no caso em que o = 1, essa fungao pode ser descrita da seguinte forma
X
El(x):Z :Z—:ex.
= Tk+1) Sk

Entdo, estendemos a fun¢do de Mittag-Leffer como uma generalizacio da funcio exponencial.

Definicao 2.4 A funcdo de Mittag-Leffer de dois parametros, com x € R e x > 0 é definida por

xk

E(w(x) = Z m

k=0

Teorema 2.1 As funcoes abaixo tem transformada de Laplace dadas por

B—1 o s> P B—1 a s> P
L7 Eqp(at )} =, ¢ £ [t Egp(—at™)| = “ra
2.1 Resultado e discussoes
Considere a equagdo diferencial ordinaria de Gompertz, dada por
dN K
— = rNIn{( — 3
a = (). ®
N(0) = no. 4)
> dS 1 dN

Fazendo a mudanga de varidvel S(r) = In(K) — In(N), temos TN portanto,

dN ds

ar =—-N I Assim a equacao (3)-(4) fica da forma
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ds

Z = _rS(t)a (5)
S(0) = In (n50> (©)

Usando o método de separagdo de varidveis para equagdes diferenciais ordindrias temos que a
solugdo de (5)-(6) é dada por S(¢) =1n (%) e~'". Voltando a varidvel original obtemos o modelo
de Gompertz

N = ke ()<

Por outro lado, para introduzirmos a modelo de Gompertz Fracionério, transformando a
equacgao (5)-(6) em uma equacgao fraciondria, em que, a derivada foi substituida pela derivada

fraciondria de Caputo para o € (0, 1], obtemos a equagdo

D¢ = —rS(1), )
K
S(0) = In (n—0> (8)

Aplicando a transformada de Laplace na equacao (7)-(8) temos que
s*L(S) —s*718(0) = —rL(S),

de onde
s%1g (0)

LS)= "y

Portanto, usando o Teorema 2.1, temos que a solucdo é dada por S(z) = S(0)Eq(—rt%). Mu-

dando a varidvel segue que

In(K) — In(N) = In (5) Eo(—rt%).

no
Logo, obtemos o modelo de Gompertz fraciondrio

N(I) _ Kg—ln(%)Ea(—rt“)'

Note que quando fazemos o = 1, recuperamos o modelo de Gompertz classico.

2.2 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos uma generalizagdao para o modelo de Gompertz cldssico usan-
do a metodologia do Calculo Fracionario. Como trabalho futuros pretende-se utilizar esse mo-
delo para tratamento de dados reais relacionado a problemas de taxa de crescimento de tumores

cancerigenos, a fim de verificar se a metodologia do Calculo Fraciondria permite uma descricao
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melhor de fendmenos bioldgicos reais.
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