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Modelo Linear Generalizado Exponencial Poéncia

Cristian Villegas? 2

1 Introducao

Os modelos lineares norma&msamplamente aplicados em diveraessas do conhecimento
para modelar a gdia de dados comuos que possuem uma distrikigcsirmetrica. No entanto,
guando temos presenca de dad@giabs a distribuigo exponencial pénhcia surge como uma
alternativa interessantedistribuigo normal, & que possui caudas mais pesadas e mais curtas
do que a distribuigo normal e portanto ajusta melhor os dadgs@is. Com base em modelos
lineares generalizados (MLG) [6] e modelos linearessiivos (MLS) [5] estudamos o modelo
linear generalizado exponencial potia (MLGEP). A ideia principal desses modedanodelar
dados contuos com distribuigo exponencial péhcia com alguma fudp de ligago entre
a media e um conjuntos de preditores lineares. Em particular, comparamos o modelo linear
normal e modelo linear exponencial potia para diferentes fudes de ligago a um conjunto
de dados reais. Apresentamo&fgros de resluos padronizados [3] e alavanca generalizados

[8].

2 Material e métodos

Modelos lineares siftricos tem assumido ligag identidade entre aédia da va@avel
resposta e um conjunto de preditores lineares. A classe de MLGS, introduz uraa fisc
ligacao entre a respostaédia e o conjunto de preditores lineares, permitindo o uso de difer-
entes fundes de ligago como por exemplo, ligag logartmica, re¢proca, dentre outras.

Assumimos quéfi,...,Y, Sao varaveis aledirias independentes, em que c¥deem uma
distribuicdo exponencial péhcia com pametro de pos#pl;, pa@ametro de escalpe paémetro
de formav cuja fun@o de densidade ([2§ definida como

f(yi, W, @) = \%pC(V)eXp{—%uil/(”V)}, —1<v<1,u>0,, (1)

em quet; = (yi — W)?/@, C(v)~1 = (3¥)23+V)/2 e cuja notago sea Y ~ EP (i, @ V), i =
1,...n. Sejan; = x'B = PBrxip +... + BpXip O preditor linear , em qug = (xil,...,xip)T éo
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vetorp x 1 de covareis para 6-ésimo caso 8 = (Bs,...,Bp) ' € 0 vetor de p@metros x 1.
Assumimos que o pametroy; satisfaz

g(l) = ni, (2)

comg(-) sendo a fungo de ligago, mordtona e pelo menos duas vezes diferanei como em
MLG. O modelo definido pelas equaegs (1)-(2)¢ chamado de MLGEP. O logaritmo da féoc
de verossimilhanca para o MLGEP pode ser escrito como

£(0) = —glog((p) —nlog (I‘ (BJFTV)) (3+V - ZI 1/ (1)

emqued = (BT, @) ' (v fixo). Usamos o ratodo de maxima verossimilhanga para estimar os
paametros do modelo. Segue desde [8] que a matriz de alavanca generliledoéda como,

GL(8) = DoLgg Loy, (3)

avaliada enf, comDg = dp/08" = (D(a)X,0), eLgy = 9%((6) /080y " = (Lgy:Lgy) ', €M que
Ly =X "D(c)D(a)/peLqy =0%((8)/0@y" =b' /¢?. Entio, depois de algumas manipldas

algébricas, (3) pode ser escrito como

GL(8) = Hy+HoH1 —Ho, (4)

emqueH; =D(a)X{XD(d)X}1XTD(a)D(c),H, = iD(a)X{xTD(d)X}*leD(a)bbT,
1

Plgp
elopr = lop— L(ﬂB'—Eé'—Bv Note que para o modelo linear normal e Ii§a¢dentidade§3L(§) =
X(XTX)~IXT. Agora sepfor conhecidd_g, ~ 0, desde a equag (4) segue que

~

GL(B) = D(@)X{X 'D(d)x} X' D(a)D(¢) = H1. 5)

O graficoindice deGL;; € utilizado para avaliar obsent@as com uma alta influencia nos valores
preditos. Por outro lado, para o modelo linear normal e com base em [3], podemos definir os
redduos padronizados para o MLGEP como

Yi — i
\/(Pah{l 4ah§h) lhu}

i=1,...,n,

em quea, = 4(2V*1)E(j)3;|2@+1)/2}’ & = —2Y/(0), h;j sao os elementos da diagonal da ma-
triz H = W(a)/2X{X"W(a)X}IXTW(a)}/?, isto &, hj = w(a)x {X"W(a)X} 1x. Paran
grandee facil mostrar quéd; = H. Para motivar nossa teoria usamos como exemplo 0 conjunto

de dados de precos de casas que tem sido analisadosrjms autores (veja, por exemplo, [1]).
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Tabela 1: Resumo do ajuste do MLGS para os dados de precos de casas.

Distribuicao Preditor linear Fur@pdeligago v AIC BIC
Normal quadatico identidade - -38.8 -21.9
Exponencial P@&ncia 0.4 -53.7 -36.8
Normal quadatico logaitmica - -40.2 -23.3
Exponencial Pa@ncia 0.4 -55.6 -38.7
Normal guadatico redproca - -41.2 -24.3
Exponencial P@ncia 0.4 -57.3 -40.4

O objetivo do estudé avaliar a associap entre 0s precos das casas com a qualidade do ar us-
ando modelos de regréss A varavel respostaMV (logaritmo do preco mediano das casas)
esh relacionado com 14 covarsieis. Para 0 nosso trabalho somente estudaremos aan@Vari
LSTAT (logaritmo da propoi@o com renda mais baixa).

3 Resultados e discusses

A figura 1(esquerda) mostra cafico de dispeio com tendncia rao linear entre as vaaveis
LMV versusLSTAT.

Residuos padronizados
0
|

10 20 30
LSTAT Percentis da N(0,1)

Figura 1: Gaficode disperdo entrd_lMV e LSTAT (esquerda) e o0 QQplot com envelope simu-
lado para o modelo linear quadico com fun@o de liga@o reéproca(direita)

Assim, como sugerido pelo @fico de dispe@o (figura 1 (esquerda)), ajustamos os mod-
elos: ()Y " N(i,¢) e g(t) = ni = Bo+ Baxi + 2@ e as fundes de ligago identidade,
logaitmica e regproca, em qu& = LSTAT. Atabela 1 resume os valores parAl€ e BIC para
cada ajuste, em quEIC = —2¢(8) + 2(p+1) e BIC = —2¢(8) + (p+1)log(n). Notamos que o
melhor ajuste (sob erros normaésatingido para o preditor quaico com liga@o reéproca.

No entanto, o gafico QQplot para os reduost,, (figura 1 (direita)) indica que esse modefmon
ajusta bem os dados, sugerindo o uso de uma distéibisgretrica com caudas mais pesadas

do que a distribuigo normal. Assim, consideramos como alternativa a dist@ouexponen-
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Figura 2: GaficoentreC; e LSTAT para o modelo linear generalizado exponenciaépoia
com preditor linear quadtico e ligages logaitmica (esquerda) e rgmroca (regproca) sob
ponderago de casos.

cial poéncia, istog, Y; ind EP(w,@,v) comg(w) = ni = Bo+ B1xi + BinZ. Os resultadosa®
resumidos na tabela 1. O pganetrov foi selecionado para cada modelo usando @gatAlC.
Notamos que o melhor ajuste foi obtido para o0 modelo linear generalizado expone&iaigot
com preditor linear quadtico e fun@o de liga@o redproca. A figura 2 mostra o gfico entre
Ci, para o caso de pondegaxgde casos, eSTATpara o modelo linear generalizado exponecial
poténcia com preditor linear quaatico e liga@o redproca. Observamos uma alta sensibili-
dade deC; para valores altos deSTAT, o que significa que a pre@g do preco mediano das
casas parece ser maisidif para a proporgo da renda mais baixa. O&jico entren;j e LSTAT
(omitido aqui) apresenta a mesma ténda e o QQplot para os fidsiost,, com envelope sim-
ulado (figura 3) &o indica presenca de obserdiag aipicas nem afastamento das suposg;
do modelo.

Residuos padronizados
Residuos padronizados

Percentis da N(0,1) Quantiles of N(0,1)

Figura 3: QQplot com envelopes simulados pargparao modelo linear generalizado expo-
nencial poéncia com preditor linear quaatico e ligages logaitmica (esquerda) e rgwoca
(redproca) para os precos das casas.
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As estimativas de aximaverossimilhanca (erro pai) do modelo selecionadasdadas
porBo = 0.2570570.00330906)B; = 0.007049610.000555751p, = —0.00005812891.0000193211)
eQp= 0.02486890.00184995) Enfo, o valor predito tem a seguinte forma

fi(x) = (0.257057+ 0.00704961x- 0.0000581289% 1,

em quey(x) denota os valores esperadod diéV dadox = LSTAT.

4 Conclues

Em este trabalho apresentamos o modelo linear generalizado exponen&mnigpabmo
alternativa ao modelo normal para diferentes exde ligago seguindo a ideia dos modelos
lineares generalizados. &h do anterior, apresentamos alguréfigos de reisluos e alavanca
generalizados para o modelo proposto com base num conjunto de dados reais.
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