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1 Introduç ão

Os modelos lineares normais são amplamente aplicados em diversasáreas do conhecimento

para modelar a ḿedia de dados contı́nuos que possuem uma distribuição siḿetrica. No entanto,

quando temos presença de dados atı́picos a distribuiç̃ao exponencial potência surge como uma

alternativa interessantèa distribuiç̃ao normal, j́a que possui caudas mais pesadas e mais curtas

do que a distribuiç̃ao normal e portanto ajusta melhor os dados atı́picos. Com base em modelos

lineares generalizados (MLG) [6] e modelos lineares simétricos (MLS) [5] estudamos o modelo

linear generalizado exponencial potência (MLGEP). A ideia principal desses modelosé modelar

dados contı́nuos com distribuiç̃ao exponencial potência com alguma função de ligaç̃ao entre

a média e um conjuntos de preditores lineares. Em particular, comparamos o modelo linear

normal e modelo linear exponencial potência para diferentes funções de ligaç̃ao a um conjunto

de dados reais. Apresentamos gráficos de reśıduos padronizados [3] e alavanca generalizados

[8].

2 Material e métodos

Modelos lineares siḿetricos tem assumido ligação identidade entre a ḿedia da varíavel

resposta e um conjunto de preditores lineares. A classe de MLGS, introduz uma função de

ligação entre a resposta média e o conjunto de preditores lineares, permitindo o uso de difer-

entes funç̃oes de ligaç̃ao como por exemplo, ligação logaŕıtmica, rećıproca, dentre outras.

Assumimos queY1, . . . ,Yn são varíaveis aleat́orias independentes, em que cadaYi tem uma

distribuiç̃ao exponencial potência com par̂ametro de posiç̃aoµi , par̂ametro de escalaφ e par̂ametro

de formaν cuja funç̃ao de densidade ([2])́e definida como

f (yi , µi, φ) =
1√
φ

C(ν)exp

{
−1

2
ui

1/(1+ν)

}
, −1 < ν 6 1, ui > 0, , (1)

em queui = (yi −µi)
2/φ, C(ν)−1 = Γ(3+ν

2 )2(3+ν)/2 e cuja notac¸ão seŕa Yi ∼ EP(µi ,φ,ν), i =

1, . . .n. Sejaηi = x>i β = β1xi1 + . . .+ βpxip o preditor linear , em quexi = (xi1, . . . ,xip)
> é o
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vetorp×1 de covaríaveis para oi-ésimo caso eβ = (β1, . . . ,βp)
> é o vetor de parâmetrosp×1.

Assumimos que o parâmetroµi satisfaz

g(µi) = ηi, (2)

comg(·) sendo a funç̃ao de ligaç̃ao, mońotona e pelo menos duas vezes diferenciável como em

MLG. O modelo definido pelas equações (1)-(2)́e chamado de MLGEP. O logaritmo da função

de verossimilhança para o MLGEP pode ser escrito como

`(θ) = −n
2

log(φ)−nlog

(
Γ

(
3+ν

2

))
− n(3+ν)

2
log(2)− 1

2

n

∑
i=1

u1/(1+ν)
i ,

emqueθ = (β>, φ)> (ν fixo). Usamos o ḿetodo de ḿaxima verossimilhança para estimar os

par̂ametros do modelo. Segue desde [8] que a matriz de alavanca generalizadaé definida como,

GL(θ) = DθL−1
θθ Lθy, (3)

avaliada em̂θ, comDθ = ∂µ/∂θ> = (D(a)X,0), eLθy = ∂2`(θ)/∂θ∂y> = (L>
βy,L

>
φy)

>, em que

Lβy = X>D(c)D(a)/φ eLφy = ∂2`(θ)/∂φ∂y> = b>/φ2. Ent̃ao, depois de algumas manipulações

algébricas, (3) pode ser escrito como

GL(θ̂) = Ĥ1 + Ĥ2Ĥ1− Ĥ2, (4)

em queH1 = D(a)X{X>D(d)X}−1X>D(a)D(c), H2 =
1

φ3lφφ·1
D(a)X{X>D(d)X}−1X>D(a)bb>,

e lφφ·1 = lφφ −LφβL−1
ββ Lβφ. Note que para o modelo linear normal e ligação identidadeGL(θ̂) =

X(X>X)−1X>. Agora seφ for conhecidoLβφ ≈ 0, desde a equação (4) segue que

GL(β̂) = D(â)X{X>D(d̂)X}−1X>D(â)D(ĉ) = Ĥ1. (5)

O gŕaficoı́ndice deĜLii é utilizado para avaliar observações com uma alta influencia nos valores

preditos. Por outro lado, para o modelo linear normal e com base em [3], podemos definir os

reśıduos padronizados para o MLGEP como

tr i =
yi − ŷi√

φ̂ξh{1− (4ahξh)−1ĥii}
i = 1, . . . ,n,

em queah = Γ{(3−ν)/2}
4(2ν−1)(1+ν)2Γ{(ν+1)/2}, ξh = −2ψ′(0), hii são os elementos da diagonal da ma-

triz H = W(a)1/2X{X>W(a)X}−1X>W(a)1/2, isto é, hii = ω(ai)x>i {X>W(a)X}−1xi . Paran

grandée fácil mostrar queH1
∼= H. Para motivar nossa teoria usamos como exemplo o conjunto

de dados de preços de casas que tem sido analisados por vários autores (veja, por exemplo, [1]).
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Tabela 1: Resumo do ajuste do MLGS para os dados de preços de casas.
Distribuição Preditor linear Funçãode ligaç̃ao ν AIC BIC

Normal quadŕatico identidade - -38.8 -21.9
Exponencial Pot̂encia 0.4 -53.7 -36.8

Normal quadŕatico logaŕıtmica - -40.2 -23.3
Exponencial Pot̂encia 0.4 -55.6 -38.7

Normal quadŕatico rećıproca - -41.2 -24.3
Exponencial Pot̂encia 0.4 -57.3 -40.4

O objetivo do estudóe avaliar a associaç̃ao entre os preços das casas com a qualidade do ar us-

ando modelos de regressão. A varíavel respostaLMV (logaritmo do preço mediano das casas)

est́a relacionado com 14 covariáveis. Para o nosso trabalho somente estudaremos a covariável

LSTAT(logaritmo da proporç̃ao com renda mais baixa).

3 Resultados e discuss̃oes

A figura 1(esquerda) mostra o gráfico de dispers̃ao com tend̂encia ñao linear entre as variáveis

LMV versusLSTAT.
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Figura 1: Gŕaficode dispers̃ao entreLMV eLSTAT(esquerda) e o QQplot com envelope simu-
lado para o modelo linear quadrático com funç̃ao de ligaç̃ao rećıproca(direita)

Assim, como sugerido pelo gráfico de dispers̃ao (figura 1 (esquerda)), ajustamos os mod-

elos: (i) Yi
ind∼ N(µi ,φ) e g(µi) = ηi = β0 + β1xi + β2x2

i e as funç̃oes de ligaç̃ao identidade,

logaŕıtmica e rećıproca, em quex= LSTAT. A tabela 1 resume os valores para oAIC eBIC para

cada ajuste, em queAIC =−2`(θ̂)+2(p+1) eBIC =−2`(θ̂)+(p+1)log(n). Notamos que o

melhor ajuste (sob erros normais)é atingido para o preditor quadrático com ligaç̃ao rećıproca.

No entanto, o gŕafico QQplot para os resı́duostr i (figura 1 (direita)) indica que esse modelo não

ajusta bem os dados, sugerindo o uso de uma distribuição siḿetrica com caudas mais pesadas

do que a distribuiç̃ao normal. Assim, consideramos como alternativa a distribuição exponen-
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Figura 2: Gŕafico entreCi e LSTATpara o modelo linear generalizado exponencial potência
com preditor linear quadrático e ligaç̃oes logaŕıtmica (esquerda) e recı́proca (rećıproca) sob
ponderaç̃ao de casos.

cial pot̂encia, istoé, Yi
ind∼ EP(µi,φ,ν) com g(µi) = ηi = β0 + β1xi + β2x2

i . Os resultados são

resumidos na tabela 1. O parâmetroν foi selecionado para cada modelo usando o critério AIC.

Notamos que o melhor ajuste foi obtido para o modelo linear generalizado exponecial potência

com preditor linear quadrático e funç̃ao de ligaç̃ao rećıproca. A figura 2 mostra o gráfico entre

Ci, para o caso de ponderação de casos, eLSTATpara o modelo linear generalizado exponecial

pot̂encia com preditor linear quadrático e ligaç̃ao rećıproca. Observamos uma alta sensibili-

dade deCi para valores altos deLSTAT, o que significa que a predição do preço mediano das

casas parece ser mais difı́cil para a proporç̃ao da renda mais baixa. O gráfico entrêhii eLSTAT

(omitido aqui) apresenta a mesma tendência e o QQplot para os resı́duostr i com envelope sim-

ulado (figura 3) ñao indica presença de observações at́ıpicas nem afastamento das suposições

do modelo.
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Figura 3: QQplot com envelopes simulados paratr i parao modelo linear generalizado expo-
nencial pot̂encia com preditor linear quadrático e ligaç̃oes logaŕıtmica (esquerda) e recı́proca
(rećıproca) para os preços das casas.
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As estimativas de ḿaximaverossimilhança (erro padrão) do modelo selecionado são dadas

porβ̂0 = 0.257057(0.00330906), β̂1 = 0.00704961(0.000555751)̂β2 =−0.0000581289(0.0000193211)

e φ̂ = 0.0248689(0.00184995). Ent̃ao, o valor predito tem a seguinte forma

µ̂(x) = (0.257057+0.00704961x−0.0000581289x2)−1,

em queµ(x) denota os valores esperados deLMV dadox = LSTAT.

4 Conclus̃oes

Em este trabalho apresentamos o modelo linear generalizado exponencial potência como

alternativa ao modelo normal para diferentes funções de ligaç̃ao seguindo a ideia dos modelos

lineares generalizados. Além do anterior, apresentamos alguns gráficos de reśıduos e alavanca

generalizados para o modelo proposto com base num conjunto de dados reais.
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