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Resumo: Em 1982, Alain Aspect, e colaboradores, realizaram um experimento, para observar
a violacdo da desigualdade de Clauser-Horne-Shimony-Holt na préatica. Apés realizar o
experimento, usaram os dados na desigualdade e concluiram que a desigualdade, obtida por
meio de argumentos probabilisticos, era violada, confirmando as conclusGes obtidas por John
S. Bell de que ndo era possivel uma teoria de variaveis ocultas nas condi¢Ges propostas por
Einstein, Podolsky e Rosen. O objetivo deste trabalho € observar a validade das formulas nas
condicBes existentes da teoria probabilistica, para levar a uma conclusdo condizente com 0s
axiomas da probabilidade.

Palavras-chave: Violacdo da desigualdade de CHSH; Axiomas de Kolmogorov

Introducéo

O experimento [1] consiste em uma fonte de pares de fotons com polarizacGes
correlacionadas, que sdo emitidos pela fonte e se distanciam um do outro e passam cada um por
um polarizador com sentido da polarizacdo representado pelo angulo de orientacdo 6, e 6,,
respectivamente. O angulo 6, fornece o vetor 7, = cos@ -7+ senf, -j, que indica a
orientacdo da polarizacdo. Ao passar pelo polarizador, cada foton ird atravessa-lo (U (w) =
+1), ou ndo (U,(w) =—1), com k=1 para o 1° féton e k =2 para o 2° féton. A
probabilidade [4] de cada foton atravessar ou ndo, é dado por

%-cos2 0, < (Uy(w), Uy(w)) € {(—1,41), (+1,-1)}
?Ul,UZ(U1(’W): Uy (w); 91,2) =31
5 sen’ 6, & (U (w), Uy(w)) € {(—=1,-1), (+1,+1)}
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em que 8, , = 6, — 6, (diferenca dos angulos das orientagdes dos polarizadores) e as variaveis

aleatorias U; e U, sdo a passagem ou ndo por seus respectivos polarizadores.

Material e métodos

Em busca de determinar o « associado ao experimento de medir a travessia ou ndo dos
fétons que tenham sido emitidos com a propriedade de polarizagdo correlacionados, admitir-
se-& mais duas orientagdes de polarizadores (totalizando 4 orientacfes: a,, a,, b; € b,) € mais
duas medidas (totalizando 4 variaveis aleatorias: {U,(w), U,(w),V;(w),V,(w)} c
{—1; +1}. Portanto o experimento sera feito 0 mesmo nimero de vezes para os polarizadores
com 0s seguintes sentidos: a) Sentido a, no polarizador I e b; no II; b) Sentido a; no
polarizador I e b, no I1'; ¢) Sentido a, no polarizador I’ e b, no I1; d) Sentido a, no polarizador
I"eb,noll'.

FOURFOLD COINCIDENCE
|—'— MONITORING —4J

Figura 1 Figura extraida de [1] do experimento em que: S € a fonte de fotons, C; e C;; sdo instrumentos que servem para
desviar os fotons ou ndo (tornando possivel 2 percursos diferentes), em cada percurso havera um polarizador com um
determinado sentido da polarizacéo, para o féton 1 (v;) ha os polarizadores 1(d) e 1’(7), para o féton2 (v,) hé os

polarizadores 11(b) e 11I'(b’), PM1 e PM2 s&o os detectores (fotomultiplicadores)

A demonstracdo da desigualdade [5] se baseard apenas em argumentos presentes na
Estatistica, depois serdo feitas comparacOes entre a previsao feita pela Estatistica e o resultado
obtido pela Mecanica Quantica. Por simplicidade, serdo omitidos os parametros a;, by, € wna
apresentagdo das formulas.

Calculando o valor esperado de U; - V; — U, -V, + U, - V; + U, - V, e observando que
—2=U, -V, =Vy)+ U, (V; +V,) = 2 (basta substiruir os valores para se convencer da
validade dessa desigualdade), tem-se

=2 = €y, v, U - V1) = Euyup v, (Us - Vo) + Euyuy v, Uz - Vi) + Euyuy vy, (U - V) S 2
Portanto

|5U1,V1(U1 V1) = Ey v, (Us - Vo) + Ey,p, (U - Vi) + Ey, v, (U - Vz)l =2

810



A covariancia é dada por Cov(U;, V) = SUj,Vk(Uj Vi) — SUj(Uj) - €y, V), porém,
observa-se que EU].(U]-) = 0, para qualquer j. Calculando a partir das funcdes de probabilidade
fornecidas, tem-se

EUJ.,VR(U]- . Vk) = cos (2 . (aj - bk)) = cos(Z . qu,k), k= a; — by
Substituindo na desigualdade, tem-se
|cos(2 cp11) —cos(2 - py5) +cos(2 - dgyq) + cos(2 - ¢2,2)| =2

1 1 2 2
Ao escolher a, =—3'T, 4 =0, b, =§-7reb2 =3 m, tem-se 11 =37, P12 =

1 2
M, $21 =75, ¢z =73, portanto

cos(Z . ¢1,1) — cos(Z . ¢1,2) + cos(2 . qszl) + COS(Z . (],')2,2) =2

=-1/2 =1 =-1/2 =-1/2

=5/2

Masg = 2,5 é maior que 2, portanto a desigualdade nao é obedecida na Mecanica Quantica.

Resultados

Observando o experimento, observa-se que ha uma probabilidade associada para cada
trajeto possivel, supondo que sejam independentes as trajetorias entre si, tem-se p, para o féton
1 se desviar e (1 —p,) para ndo desviar, da mesma forma, para o féton 2 tem-se p, de
probabilidade para se desviar e (1 —p,) caso contrario. Portanto, pode-se associar a cada
trajeto uma variavel aleatéria Wy, com k € {1,2} (para cada féton). O f6ton k se desviar
corresponde a W, =2, e 0 caso contrario W), = 1. Dessa forma, tem-se na funcdo de
probabilidade as variaveis aleatorias referentes a passagem dos fétons pelos polarizadores
(U, V) e as referentes ao trajeto percorrido (W;, W,) até chegarem aos polarizadores

Py, Uy v o Wy w, (U, Uz, V1, Vg, W, Wo) =
Pw, W1) - Py, (W3) - Py, v, (u1'v1» ¢1,1) Ew=w, =D AU =v,=0)

Pw, (W1) - Py, (W3) - Py, v, (ul: 172"151,2) Ew=w,—1=1) A, =v; =0)

?Wl(Wl) - Py, (wy) - Py, v, (uz’vp ¢2,1) cEw—-1=w, =1 A =v,=0) ,

L ?Wl(W1) - Py, (wz) “Pu,v, (uzfvzf¢2,2) cWw=w,=2)A(u; =v; =0)

pk<:Wk:2

<n <
1—p,ew,=1" 0=pr=1, k € {1,2}

Py, (W) = {
Em que U; = 0 e V, = 0 significam a auséncia de fotons, ou seja, o trajeto percorrido ndo

foi o correspondente a (W, W,) = (j, k) (o outro trajeto que foi percorrido).
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Portanto, a probabilidade condicional (dado que os fétons percorreram pelos
trajetos relacionados com as variaveis aleatérias (W;, W,) com valores iguais a (w;, w,))
sera

Pu Uy Vi VoW Wy (ug, Up, vy, V3 Wy, Wp) =
Py, v, (upvl» ¢1,1) cEw=w,=DA(u; =v, =0)
Py, v, (U1, v ¢12) € Wy =w, =1 =1) A (u, =v; = 0)
Py, v, (uz’v1»¢2,1) cw—-1=w,=DA(u; =v,=0)
L Py, v, (u2:172’¢2,2) Ew=w,=2)A(u; =v; =0)
A esperanca condicional (o sinal de ponto e virgula separa as variaveis aleatorias (U, V) das
observadas (W, W,)) do produto U - V sera

Euyupvivawywy Uy * Viys Wi, w2) =

1 1
= Z z (UW1 ' VW2 ' ?ULUZ!VI!VZ;WI!WZ (Ull UZ’ Vl’ VZ; Wll WZ))

Uw,=—1Vy,=-1
Portanto
Evpu,vivswiw, Uw, * Vi s Wi, wz) = cos(2 - ¢y, )
Assim, com esse entendimento, a substituicdo feita na desigualdade seria proveniente nao
da esperanca &y, y, v, v,» Mas sim da esperanga condicional €y, y, v, v,:w, w,, portanto
cos(2 - py1) —cos(2- py,) + cos(2- ¢yq) + cos(2 - Pan) =

= Ey v vpwow, Ur - Vi LY = Ey v vivpww, (Ur - Va3 1,2) +

+ Eu v, vivewow, Uz V1 2,1) + Ey v, vivawyw, Uz - Va3 2,2)
0 que ndo faz muito sentido na Estatistica misturar dessa forma esperancas condicionais em que
os eventos dados sdo diferentes. Sabe-se que a probabilidade condicional de um dado evento
ocorrido, possui as mesmas propriedades da probabilidade (demonstradas a partir dos axiomas
de probabilidade), mas o evento ocorrido é mantido fixo.

O calculo da esperancga de U, - V; com tal funcao de probabilidade seria dado por
Eu vy, (U Vi) = Ewyw, (5U1,U2,V1,V2;W1,W2(Uj Vi Wh, WZ))

Euyupvivawyw, (Uj - Vie Wi, Wy) =

_ {?Wl(Wl) : ?Wz W) - COS(Z : ¢W1,W2) = ((1 =W)A(k= Wz))
- 0 =(G=w)A(k=W))

gUl,UZ,Vl,VZ,Wl,Wz(Uj : Vk) = Pw, ) - Pw, (k) - COS(Z : ¢j,k)

Portanto a desigualdade seria
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|(1 —p1)-(1—pz)- COS(Z : ¢1,1) —(1-p1) D2~ COS(Z : ¢1,2) +p-(1—p2)-
+cos(2 - 1) + 1 P2 cos(2- Paz)| =2
Esquecendo por um momento que um dos angulos possuem uma dependéncia linear dos

outros, atribuindo ¢p; 1 = ¢ = ¢, =0e ¢y, = g, tem-se

A=p) - A=p)+ @A =p1) - pp+pi-A=pz) +p1-p2| =
=|(1-p) A=p2+p)+p-L—p2+p) =1 —p)+p| =152
Portanto, além de ser estatisticamente razoavel, a desigualdade é matematicamente
impossivel de se violar, diferentemente se atribuirmos esses mesmos valores na
desigualdade original
|cos(2 - ¢11) —cos(2- ¢py,) +cos(2-da1) +cos(2-Pa2)|=11+1+1+1 =4

Mostrando que é matematicamente possivel violar a desigualdade original.

Concluséao

Devido a dificuldade encontrada na Fisica Quantica de se entender suas teorias, por ndo
se encontrar andlogos no Fisica Classica, a falta de familiaridade e a multidisciplinariedade do
mundo quantico tona dificil a aplicacdo coerente de todas as teorias envolvidas. Ndo se pode
negar seu sucesso experimental, porém deve-se tomar o cuidado de observar se os dados obtidos
no experimento obedecem as restricdes tedricas da formula a ser usada. Neste caso, observou-
se que usando a probabilidade condicional, a desigualdade se mantinha, quaisquer que fossem

0S parametros.
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