Uma abordagem bayesiana para o modelo de

sobrevivéncia bivariado derivado da cépula
AMH

Resumo

Neste trabalho, propomos um modelo derivado da cépula arquimediana de
Ali-Mikhail-Haq (AMH) para modelar a dependéncia de dados bivariados de so-
brevivéncia na presenca de covaridveis e observagdes censuradas. Para fins infe-
renciais, realizamos uma abordagem bayesiana usando métodos Monte Carlo em
Cadeias de Markov (MCMC). Algumas discussdes sobre os critérios de sele¢do de
modelos foram apresentadas. Com o objetivo de detectar observagdes influentes
utilizamos o método bayesiano de andlise de influéncia de delegdo de casos base-
ado na divergéncia 1. Por fim, mostramos a aplicabilidade dos modelos propostos
a conjuntos de dados simulados e reais.

1 Introducao

E cada vez mais comum nos depararmos com situacdes em que a suposigio de
independéncia entre os tempos de sobrevivéncia pode ndo ser védlida. Por exemplo,
imagine que individuos de um estudo estdo sujeitos a multiplos eventos semelhantes,
conhecidos por eventos recorrentes (Colosimo & Giolo, 2006), tais como ataques epiléticos
ou ataques cardiacos, dentre outros. Nesses casos, mais de um tempo de sobrevivéncia
é observado para cada individuo em estudo e, desse modo, é também vélida a suposi¢ao
que exista associacdo entre os tempos de um mesmo individuo. Além disso, eventos
de tipos diferentes, tais como multiplas sequelas em pacientes com doengas cronicas,
descrevem outras situagdes em que a suposigdo de independéncia entre os tempos pode
ndo ser vélida.

Essas provaveis associagdes entre os tempos de sobrevivéncia sdo frequentemente
ajustadas por meio de modelos de fragilidade, que foram propostos por Vaupel et
al. (1979), em que um ou mais efeitos aleatérios, denominado fragilidade, sdo in-
troduzidos na funcdo de risco para descrever essa possivel heterogeneidade entre as
unidades em estudo. Além disso, nestes tipos de modelos, os tempos marginais sdo
condicionalmente independentes dada a varidvel fragilidade.

No entanto, uma outra alternativa que vem sendo cada vez mais desenvolvida ulti-
mamente para modelar a dependéncia entre dados multivariados, como, por exemplo,
nas dreas bioldgicas, ciéncias atuariais e finangas, é o uso dos modelos de cépulas,
descritas, por exemplo, em Nelsen (2006) e Joe (2014). Cépulas sdo fungdes que ligam



(conectam) a fung¢do distribui¢do conjunta com suas fun¢des distribui¢do marginais uni-
variadas. Diferentes fun¢des copulas representam diferentes estruturas de dependéncia
entre as varidveis (Nelsen, 2006). O uso de cépulas permite que possamos estimar os
parametros das distribui¢des marginais e, em seguida, estimar o parametro da fungdo
cépula até mesmo no caso em que seja dificil especificar a distribuigdo conjunta.

Dessa forma, os modelos de cépulas apresentam um relevante leque de aplicagdes,
como, por exemplo, no estudo dos tempos de vida de pessoas “associadas”, tais como
os conjuges, em que, de acordo com estudos, estes tempos podem apresentar “de-
pendéncia” devido a condi¢des como desastre comum, estilo de vida comum, ou a
chamada “sindrome do coragdo partido”, sendo este tipo de estudo extremamente im-
portante para empresas de seguro de vida (Purwono, 2001). Temos também o caso
em que utilizamos os modelos de c6pulas para a construgdo da distribui¢do conjunta
de intensidade e profundidade de precipitagdo, intensidade e dura¢do da chuva, ou
profundidade e duragdo de chuvas, que sdo elementos fundamentais na elaboragdo
de um projeto hidrolégico (Zhang & Singh, 2006). Ha intimeras outras situa¢des nas
quais o uso de fungdes cépulas é empregado, por exemplo, em ciéncias atuariais sdo
utilizadas na modelagem de mortalidade e perdas (Frees et al., 2005); em finangas,
na classificacdo de crédito e modelagem de risco (Embrechts et al., 2003); em estudos
biomédicos, na modelagem de eventos correlacionados e riscos competitivos (Achcar
e Boleta, 2012; Suzuki et al., 2011; Louzada et al., 2013) e, até mesmo, na sobrevivéncia
politica (Quiroz Flores, 2008).

Neste atigo, o nosso enfoque é trabalhar com dados de sobrevivéncia bivariados,
que sdo os dados que caracterizam situa¢des em que se apresentam dados censurados
e se observam dois tempos de vida para um mesmo equipamento ou paciente. Por
exemplo, na area médica pode ocorrer o interesse em estudar os tempos de vida de
orgdos humanos pareados como rins e olhos ou o tempo entre a primeira e a segunda
internagdo por uma determinada enfermidade, dentre outras. Por outro lado, em
aplica¢des industriais, o estudo de dados bivariados exemplifica-se na andlise de um
sistema cujo o tempo de duragdo depende da durabilidade de dois componentes, como
o tempo de vida de motores de um avido bimotor.

Sob uma abordagem bayesiana, modelamos a dependéncia de dados de sobre-
vivéncia bivariados na presenca de covaridveis e observac¢des censuradas por meio das
copulas Arquimedianas, em particular a cépula Ali-Mikhail-Haq (AMH) e, para ambas
as distribui¢des marginais, assumimos a distribui¢do Exponencial Generalizada ou a
distribuicdo Weibull. Para fins inferenciais, foram utilizados métodos Monte Carlo
em Cadeias de Markov (MCMC). Com o objetivo de detectar observagdes influentes
nos dados usamos o método bayesiano de andlise de influéncia caso a caso baseado
na divergéncia . Mostramos a aplicabilidade dos modelos propostos a conjuntos de
dados simulados e reais.

A escolha em trabalhar com as marginais Weibull e Exponencial Generalizada foi
em razdo dos TTT Plot que fizemos para os dados reais de retinopatia diabética e
de insuficiéncia renal. Nas Figuras 1(a,b) observamos que os TTT Plot indicam uma
funcédo de risco crescente no caso dos dados de retinopatia diabética e, decrescente no
caso dos dados de insuficéncia renal. Logo, como ambas as distribui¢des Weibull e
Exponencial Generalizada acomodam funcdes de risco crescentes e decrescentes, elas
foram escolhidas como nossas distribui¢des marginais.
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Figura 1: TTT Plot

2 Uma breve introducao as fungdes copulas

Nesta secdo, apresentamos uma breve introdugdo as fun¢des cépulas bem como
alguns resultados bdsicos referentes a elas, sendo que, o uso destas fungdes permite
a construgdo da distribuicdo conjunta de varidveis com as distribui¢des marginais
conhecidas.

Copulas sdo fungdes que ligam (conectam) a funcdo distribui¢do conjunta com
suas fung¢des distribui¢do marginais univariadas. Por outro lado, cépulas também sdo
conceituadas como fungdes distribuicdo multivariadas cujas distribui¢des marginais
unidimensionais sdo Uniformes em (0, 1).

As referéncias bésicas para o estudo destas fungdes sdo os livros de Nelsen (1999),
Kolev (2006) e Joe (2014). A seguir apresentamos a defini¢do de cépula e algumas de
suas propriedades.

Definic¢ao 2.1 Uma cépula é uma distribuicdo multivariada cujas marginais sdo Uniforme
(0,1). Considere o vetor aleatério U = (U, ..., U,) € I'" com cépula n-dimensional C, temos:

Clur, ..., up; @) =P(Uy < uy,..., Uy < uy; @)
em que ¢ é o pardmetro associado a fungdo copula.

O teorema que serd apresentado a seguir, conhecido como teorema de Sklar, consiste
no resultado mais importante referente a teoria e aplicagdes de cépulas, em que, a partir
deste, temos que uma cépula conecta as distribui¢des marginais univariadas formando
uma distribuicdo multivariada; ou entdo que uma funcgédo distribui¢do multivariada
pode ser decomposta nas marginais univariadas e na estrutura de dependéncia dada
pela cépula.



Teorema 2.1 Seja H uma funcio de distribuicdo conjunta com marginais Fi(t1),. .., F,(t,).
Entdo existe uma copula n-dimensional C tal que:

H(tl, ey tn; (P) = C(Fl(tl), . ,Pn(tn),' QZ))
Se Fi(t1), ..., F,(t,) sdo todas continuas, entdo C é tinica.

Reciprocamente, se C é uma cépula n-dimensional e Fi(t1), ..., F,(t,) sdo fun¢des de
distribui¢do, entdo a funcdo H é uma fungdo de distribui¢do conjunta n-dimensional.

Logo, podemos estabelecer que a cépula C é uma funcdo que liga a funcado distribuicdao
conjunta a suas marginais. O nome cépula foi escolhido para enfatizar a maneira como
a copula une uma fungdo distribui¢do conjunta as suas marginais univariadas.

Atualmente, a classe de cépulas Arquimedianas é a mais utilizada na pratica. A
representacdo da copula Arquimediana permite reduzir o estudo de cépula multiva-
riada ao estudo de uma fungdo univariada ¢, comumente chamada de gerador de
uma cépula Arquimediana. Além disso, a classe de cépulas Arquimedianas é bas-
tante flexivel, permitindo a modelagem de diversas formas de dependéncia, incluindo
assimetria e dependéncia nas extremidades. Algumas das principais cépulas Arqui-
medianas sdo a cpula de Clayton, a copula de Frank, a cpula de Gumbel-Hougard e
a copula de Ali-Mikhail-Haq (AMH), sendo esta tltima a cépula com a qual trabalha-
remos.

Uma distribuigdo bivariada pertence a familia de cépulas Arquimedianas se tem a
seguinte representagao:

Co(1,0) = pl) + p(©)™), 0<u,v<1 (1)

emque0 <@ <1,¢0)=1¢" <0, ¢” >0e¢éoparametro de dependéncia da cépula.

Todas as copulas Arquimedianas usualmente encontradas possuem expressdes com
forma fechada.

Considere X e Y varidveis aleatorias independentes, Fx(x) e Fy(y) distribui¢ées acu-
muladas em X e Y, respectivamente e H(x, y) como definida no Teorema 2.1, temos
que:

1-H(x,y) 1-Fx(x) 1-Fy(y) (1-Fx(x)d-Fy(y)
Hry)  Fx@) | FB@ | @ By

Ali et al. (1978) propuseram o estudo de distribui¢Ges bivariadas para os quais os
excedentes de sobrevivéncia relativos a (X, Y), X e Y satisfizessem:

1-HEy) 1-Fx@  1-Fy) (1= Fx() (1= Fy(y)
Hoy ~ B By UO9TRe By

para alguma constante ¢.

Supondo que a igualdade (3) é sempre satisfeita para X e Y continuas, com -1 <
¢ < 1, segue do Teorema de Sklar o fato da familia de cépulas Ali-Mikhail-Haq ser
definida por:

()

3)

uo
1—W1—mﬂ—vy_1s¢31' (4)

A fungdo geradora da cépula AMH é dada por ¢4(t) = In

C(u,v) =

1-¢p(1-t)
F .




Ap6s algumas manipulagdes algébricas, a igualdade dada em (3) pode ser escrita
da seguinte forma:

] (5)

1+(1- @ Hx,y) _ (1 —XFx(x)) - Fy(y))

Hry 00 H+d e E()

ou seja, h(H(x, v)) = h(Fx(x))h(Fy(y)), em que h(t) = 1+ (1 — qi)) a9 ,para -1 < ¢ < 1.
Além disso, note que podemos escrever h(t) = = ¢(1 2 para -1 < qi) <L

Definindo a funcdo ¢ tal que ¢(t) = Inh(t), podemos escrever H como a soma das
marginais Fx e Fy:

P(Hx, ) = (Fx()) + p(Fy(¥), ¥ (x,y) € R®,
Para a copula Ali-Mikhail-Hagq, CﬁMH em que —1 < ¢ < 1, podemos escrever:

CAMH (

P(CM(1,0)) = () + (0),

demonstrando, assim, o fato da cépula AMH ser Arquimediana.

2.1 Inferéncia

Sejam (Ti1, Tin) e (Ci1, Cin) 0s i-ésimos tempos de vida e de censura bivariados, para
i =1,...,n. Suponha que os tempos (Ti1, T;) e (Ci1, C2) sdo independentes. Para cada
individuo i, as quantidades individuais sdo representadas pelas varidveis aleatorias
ti;; = min(Tj;, Cij) e 6;; = I(t;; = Tij) que denota o indicador de falha, em que j =1, 2.

Considere S(t1y,) e S(t2ly,) as funcbes de sobrevivéncia de T e Tjp, respectivamente,
sendo y, e y, vetores de pardmetros de ¢; e g, elementos associados a cada uma das
distribui¢des marginais.

Assumindo a fungdo de sobrevivéncia bivariada baseada na cépula de AMH e
tomando as fung¢des de sobrevivéncia u = S(t;|y,) e v = S(t,|y,), temos que:

5(f1|)/1)5(t2|)/2)
1= @1 = S(tly,))(1 = S(tly,))

Considerando a func¢do de sobrevivéncia bivariada S(t;, t,|¢, y,,y,) dada em (6), a
contribui¢do do i-ésimo individuo para a log-verossimilhanga de 6 = (¢, y,,y,) é dada

por:

S(t1, t2lp, Y1, ¥,) = Co(S(tily,), S(taly,)) = (6)

~ 9%5(t1,1,|0) —dS(t1, 1]0)
ti(0) = 610p log (W) +06n(1 - 6p)log (T)
—dS(t1, 1|0
#0201 = o) og (22D ) 1 (1 - 0,01 - 02 o (1, 10). %

2.2 Funcdes densidades de probabilidade

Para ambas as distribui¢des marginais assumimos a distribui¢do Exponencial Gene-
ralizada ou a distribuicdo Weibull A seguir apresentamos algumas caracteristicas que
envolvem estas distribuicoes.



2.2.1 Distribuicao Exponencial Generalizada

A distribuicdo Exponencial Generalizada (Gupta e Kundu, 1999) pode ser uma boa
alternativa ao uso das tradicionais distribui¢des Gama e Weibull utilizadas na anélise
de dados de sobrevivéncia (Boleta, J. 2012).

A distribui¢do Exponencial Generalizada de dois parametros tem funcdo densidade
de probabilidade dada por:

f(t;a, A) = aA (1 — exp(=A1)* " exp(=At),

em que, f >0, > 0e A > 0sdo os pardmetros de forma e escala, respectivamente.
As fungdes de sobrevivéncia e de risco associadas a essa densidade sdo dadas,
respectivamente, por:

Sta,A)=P(T>t) =1-(1-exp(—At))"

_fEa ) ad(1- exp(—AD)* " exp(=At)
CS(ba,A) 1—(1 - exp(—Ab)" '

Abaixo apresentamos os graficos da funcdo densidade, da fungdo de sobrevivéncia
e da funcdo de risco da distribuicdo Exponencial Generalizada. O objetivo destes
graficos é verificar como se comporta esta distribuicdo alterando-se os valores de seus
parametros a A.
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Figura 2: Grafico da fun¢do densidade de probabilidade (esquerda), da fung¢do de
sobrevivéncia (centro) e da funcédo de risco (direita) para diferentes valores de a e A.

2.2.2 Distribui¢ao Weibull

A distribuicdo Weibull (Weibull, 1939) vem sendo frequentemente usada em estudos
biomédicos e industriais, amplamente conhecida em virtude de sua simplicidade e
flexibilidade em acomodar diferentes formas de funcdo de risco, sendo um dos modelos
mais utilizado em anélise de sobrevivéncia.



Para uma varidvel aleatéria T com distribuicdo Weibull, a funcdo densidade de
probabilidade é dada por:

o= el

emquef>0,a>0eA>0sdoos parametros de forma e escala, respectivamente.
A fungdo de sobrevivéncia do modelo Weibull é dada por:

t 24
t; =exp(-(=
S A) exp( (/\) )
e a fungdo de risco por:
h(t;a, A) = %t"“l.

Esta distribuicdo possui riscos crescentes para a > 1, decrescentes para a < 1 e
constantes para @ = 1. Neste tltimo caso, 0 modelo se reduz a distribuigdo Exponencial.

A Figura 3, mostra o grafico da fun¢do densidade, da fun¢do de sobrevivéncia e da
funcdo de risco da distribuicdo Weibull para diferentes valores de a e A.
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Figura 3: Grafico da fun¢do densidade de probabilidade (esquerda), da fung¢do de
sobrevivéncia (centro) e da fungdo de risco (direita) para diferentes valores de a e A.

3 Analise Bayesiana

Considere que as distribui¢des marginais T; tém distribuicdo Exponencial Genera-
lizada ou Weibull com parametros a; e A;j = exp(fo; + p1jxi), i=1,..,nej=1,2.

Utilizando a metologia Bayesiana para realizarmos a inferéncia, assumimos que
ndo ha conhecimentos prévios dos parametros por meio das distribui¢des a priori ndo
informativas. Além disso, para garantir que a distribuicdo a posteriori conjunta seja
proépria, consideramos uma distribuigdo a priori conjunta propria para os pardmetros
do modelo.



Dessa forma, assumimos distribui¢des a priori independentes com a densidade a
priori conjunta para 0 = (¢, a1, ay, 1, f2) dada por:

2 2
n(6) = n(¢) [ [ (e [ [ 69, (8)

j=1 =1

em que, 7(B;) = (Bj1, ..., Bjg) = H 7(Bji)-

Tanto para o caso da dlstrlbulgao Weibull quanto para a distribui¢do Exponen-
cial Generalizada, assumimos as seguintes distribui¢des a priori independentes para
o amostrador de Gibbs: a; ~ Gama(0,1,0,01) e B;; ~ N(,10% ,i=0,1ej = 1,2.
Consideramos, ¢ ~ U(-1,1) para o parametro da cépula de AMH.

Combinando as distribui¢des a priori independentes com a func¢do de verossimilhanca
L(0) = exp(YiL; €i(0)), em que €(0) é dada em (7), obtemos a distribui¢do a posteriori
conjunta dos parametros 0, 1(0|D), em que D é o conjunto de dados observados. As
estimativas dos pardmetros sdo dados pelas médias da distribuigdo a posteriori.

Como a densidade a posteriori conjunta é analiticamente intratavel, entdo o procedi-
mento de inferéncia foi realizado utilizando métodos MCMC. Todas as implementagdes
computacionais foram realizadas utilizando os sistemas JAGS - Just Another Gibbs
Sampler (Plummer, 2003) e R (R Development Core Team, 2012) por meio do pacote
rjags (Denwood et al., 2015). Para Ilustrar a aplicagdo do método utilizamos conjuntos
de dados simulados e reais. Os resultados estdo descritos nas Secoes 3 e 5.

3.1 Critérios de comparacao de modelos

Os critérios de comparacdo de modelos, tém por objetivo averiguar se um conjunto
de dados foi satisfatoriamente ajustado a um determinado modelo, além de servir como
uma ferramenta para a escolha do melhor modelo dentre uma colecdo de modelos.
Objetivando resolver estes dilemas, a literatura apresenta diversas metodologias.

Neste trabalho, assim como foi feito em Louzada et al., (2013), utilizamos quatro
critérios de selegdo de modelos: o DIC (Deviance Information Criterion), o EAIC (Expected
Akaike Information Criterion), o EBIC (Expected Bayesian (ou Schwarz) Information Criterion)
e o LPML, os quais especificamente sdo usados na metodologia bayesiana em que as
amostras das distribuicdes a posteriori para os parametros do modelo sdo obtidas usando
métodos MCMC.

Primeiramente, o critério DIC proposto por Spiegelhalter et al. (2002), o EAIC
proposto por Brooks (2002) e o EBIC proposto por Carlin & Louis (2001) sdo critérios
baseados na média a posteriori da devidncia, E[D(0)], que é uma medida de ajuste e que

pode ser aproximada por:
|4
- 1
=52, D),
v=1

sendo v o indice que indica a v-ésima realizagdo de um total de V realizac¢Ges (apds o
burn-in) e D(0) = =2 Y., In(f(t1;, t2i10)), em que f(.) é a fungdo densidade de probabili-
dade correspondente ao modelo.



Dessa forma, os critérios EAIC, EBIC, DIC podem ser calculados, respectivamente,
por EAIC = D + 2q, EBIC = D + qln(n) e DIC = 2D - D, em que g é o nimero de
parametros no modelo e D{E(0)} pode ser estimada por D= D(% Y, Gq).

Tendo como base, entdo, os valores obtidos através do cdlculo destes critérios,
temos que o modelo preferido, dentre uma colegdo, é aquele com menores valores
destes critérios.

Um outro critério que serd usado nesse trabalho é derivado das ordenadas da
densidade preditiva condicional (CPO), que é uma ferramenta de avaliagdo do modelo
muito ttil e intensamente usada na literatura estatistica sob varios contextos (Ibrahim
et al., 2001).

Para o modelo proposto ndo é possivel encontrar uma forma fechada de CPO. En-
tretanto, uma estimativa Monte Carlo de CPO pode ser obtida através de uma simples
amostra MCMC a partir da distribuicdo a posteriori m(0|ID). Considere 0w, 0@ ... 6"
uma amostra de tamanho V de 7(0|ID) ap6s o burn-in. Uma aproximagdo Monte Carlo

de CPO ¢ dada por:
1 ZV" 1
q g=1 f(tli/ t21|6(€I))

Para selecdo de modelos, utilizamos a estatistica LPML = Y, log(C/I’bi), em que,
maiores valores de LPML indicam o melhor modelo.

-1

CPO, =

3.2 Diagndstico

O método da delecdo de casos (Cook & Weisberg, 1982) é uma ferramenta muita
utilizada quando se objetiva avaliar a influéncia de uma observagdo no ajuste de um
modelo. Estas técnicas de influéncia local tém sido amplamente utilizadas, por exem-
plo, em Cancho et al. (2010), Vidal & Castro (2010) e Louzada et al. (2012, 2013).

Neste artigo, consideramos a andlise de influéncia de delecdo de casos baseado
na divergéncia ¢. Seja Dy(P;P_;) a divergéncia 1 entre P e P_;, em que P indica a
distribuicdo a posteriori de 0 para os dados completos e, P(_; a distribuicdo a posteriori
sem o i-ésimo caso. Especificamente,

()
Dlp(P;P(_i))Zflp(%)ﬂ(@l@)d@, (9)

em que 1 é uma func¢do convexa com (1) = 0. Virias escolhas de 1) sdo dadas em
Dey & Birmiwal (1994). Por exemplo, y(z) = —log(z) define a divergéncia de Kullback-
Leibler (K-L), (z) = (z — 1)log(z) a distancia | (ou a versdo simétrica da divergéncia
de K-L), ¥(z) = 0,5z — 1| a distancia variacional ou norma L e {(z) = (z — 1)* define a
divergéncia x°.

Considere Dado 6Y,...,0"), uma amostra de tamanho V de 1(0|D), entdao, uma
estimativa Monte Carlo de (9) é dada por:

_ ] & 0D
o=y Lo iy ) 1o
q=
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Dizemos que esta medida D, (P; P(_;) define a divergéncia 1 do efeito da exclusao
do i-ésimo caso dos dados completos na distribuigdo a posteriori de 0.

Como discutido por Peng & Dey, (1995) e Weiss (1996), é uma tarefa muito dificil
tentar avaliar o ponto de corte da medida de divergéncia, de modo a determinar se
uma observagdo ou um pequeno subconjunto de observagdes é influente ou ndo. Sendo
assim, usaremos a proposta dada por Peng & Dey (1995) e Weiss (1996). Esta proposta
é desenvolvida utilizando uma moeda viesada com probabilidade de sucesso p. A
divergéncia ¢ entre a moeda viesada e a ndo viesada é dada por

Dy(fo; f1) = f‘/’(;?g;)fl(x)dx' (11)

em que, fo(x) = p*(1 —p)' ™ e fi(x) = 0,5 para x = 0,1. Se Dy(fo, f1) = dy(p), entdo d
satisfaz a seguinte equacao:

2 2(1 -
dy(p) = W P)+¢2( 1-p)

(12)

Note que, para as medidas de divergéncia consideradas, d, aumenta a medida que
p afasta-se de 0,5. Além disso, d,(p) é simétrica em torno de p = 0,5 e d, atinge seu
minimo em p = 0,5. Neste ponto, dy(0,5) = 0 e fy = f;. Portanto, se considerarmos
p > 0,80 (ou p < 0,20) como uma moeda muito viciada, entdo d;,(0,80) = 0,30. Esta
relacdo implica que o i-ésimo caso é considerado influente quando d;,(0,80) > 0,30.
Assim, se usarmos a divergéncia de Kullback-Leibler, podemos considerar que uma
observacao ¢é influente quando dx.1, > 0,223. Da forma anéloga, utilizando a distancia
J ou a divergéncia x?, uma observagdo na qual d; > 0,416 ou d 2(0,80) > 0,360 pode ser
considerada influente.

3.3 Estudo de simulacao

Partindo-se do pressuposto de que os parametros do modelo sdo conhecidos, ge-
ramos conjuntos de dados para estudar as propriedades dos estimadores bayesianos.
O objetivo, entdo, deste estudo de simulacdo é verificar o bom comportamento das
estimativas bayesianas, com base na média frequentista e nas medidas utilizadas para
comparacdo de modelos: EAIC, EBIC, DIC e LPML.

Para simular n observagdes (¢, t) do modelo baseado na c6pula de AMH, assu-
mindo que as marginais T; tém distribuicdo Exponencial Generalizada ou Weibull, com
paramétros a; e A;j = exp(Bo; + f1xi), j = 1,2, realizamos o seguinte passos:

Passo 1: Gerar as covaridveis x; de uma distribuigdo Bernoulli com pardmetro 0, 5.

Passo 2: Gerar os tempos de censura C;; a partir de uma distribui¢do Uniforme
U(0, 7j), com 7; controlando o percentual de observagdes censuradas, j = 1, 2.

Passo 3: Gerar u;; ~ U(0, 1) para obter o Tj; e calcular ¢;; da seguinte forma:

e para a distribui¢do Weibull: Gerar Tj; = (—log(1 — u1)/ Aﬂ)l/ M em que, Uj ~
u(, 1).
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e paraadistribuicdo Exponencial Generalizada: Gerar Ti; = ((—=log(ui1)/ Ain))Ve,
em que, u;; ~ U(0,1).

Comparar T;; com o valor de censura C;; a fim de determinar o indicador de
censura 0;; e o valor observado dado por t;; = min(T}, Ci).

Passo 4: Gerar u;p ~ U(0,1) e obter w;, a solugdo da equagdo ndo linear u; —
wi[1-¢p(1-w;)]

Mo(uma=o)E = O- Calcular o tempo T}, da seguinte forma:

1/ay

e para a distribuicdo Weibull: T;, = (—log(1 — w;)/Ai)
e para a distribuicdo Exponencial Generalizada: Tj, = (—log(w;)/ /\iz)l/ %,

Comparar T; com o valor de censura Cp a fim de determinar o indicador de
censura d; e o valor observado dado por t;; = min(Tj, Cip).

Geramos os conjuntos de dados assumindo auséncia de dados censurados (0%, 0%)
e (30%,20%) de censuras para trés diferentes tamanhos de amostras N = 50, N = 100 e
N = 200. Para cada caso, geramos 200 conjuntos Monte Carlo de dados.

Para o modelo com marginais Weibull, foram considerados os seguintes valores
para os parametros: ay =2, fo1 = -1, f11=0,5, a, =3, o =1,5, f12=-0,5e¢p =0,5.
Para o modelo com marginais Exponencial Generalizada, foram considerados a; =
0,5, ‘301 = —1,5, ‘311 = 1, ay = 2, ﬁoz = 1,5, ‘312 = —0,5eqb = 0,5

Para cada conjunto de dados gerados, consideramos duas cadeias de tamanho
60.000. Para eliminar o efeito dos valores iniciais, foram desconsideradas as pri-
meiras 10.000 itera¢des. Para evitar problemas de autocorrelagao, considerou-se um
espacamento de tamanho 10, obtendo uma amostra efetiva de tamanho 10.000 sobre a
qual a inferéncia a posteriori é baseada. Para cada amostra, a média e o desvio padrdo a
posteriori dos parametros e os valores dos critérios de selecdo de modelo sdo gravados.

A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo com os métodos recomenda-
dos por Cowless & Carlin, (1996),por meio do pacote CODA (Plummer et al., 2006). Em
todos os casos, a convergéncia foi verificada por meio do diagnéstico de Gelman-Rubin
(Gelman & Rubin, 1992) sendo muito préximo a 1 (< 1,01).

A Tabela 1, mostra a média Monte Carlo (MC) das estimativas dos parametros ajus-
tando a copula AMH com distribui¢des marginais Weibull e Exponencial Generalizada
para o caso sem censura (0%, 0%) e com censura (30%, 20%) e trés tamanhos de amostras
(N = 50,100, 200). Nota-se que, nos casos em que se gera e se obtém o ajuste do mesmo
modelo (com e sem a presenca de censura) as estimativas obtidas estdo préximas, em
média, do verdadeiro valor e, para os modelos cruzados, as estimativas diferem bas-
tante. Como exemplo, note o caso em que estamos gerando a partir do modelo com
marginais Exponencial Generalizada, sendo assim, observe que, para o pardmetro a,,
em que o verdadeiro valor é 0,5, no caso N = 50 e sem censura, o ajuste do modelo
com marginais Exponencial Generalizada nos d4 como estimativa para este mesmo
pardametro o valor 0,509 que é mais préximo de 0,5 do que 0,652, que é o valor da
estimativa deste parametro considerando o ajuste do modelo com marginais Weibull.
Vale ressaltar, igualmente, que estas diferencas nas estimativas dos parametros para
os modelos cruzados acentuam-se ainda mais no caso em que o verdadeiro modelo é
Weibull e estimamos a partir da Exponencial Generalizada.
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A Tabela 2 apresenta a média Monte Carlo (MC) dos quatro critérios de comparacdo
de modelos, com o intuito de comparar os modelos de sobrevivéncia bivariados base-
ados na cépula de AMH com marginais Weibull ou Exponencial Generalizada. Po-
demos observar que, para os casos com e sem censura, o verdadeiro modelo ge-
rado supera o outro de acordo com todos os critérios considerados. Por exemplo,
para o caso em que estamos gerando a partir do modelo com marginais Weibull e
N = 100 com censura, temos que: para o ajuste do modelo com marginais Wei-
bull DIC = 143,945, EAIC = 151,170, EBIC = 169,406 e LPML = -72,282; en-
quanto que, para o ajuste do modelo com marginais Exponencial Generalizada, DIC =
156,725, EAIC = 164,120, EBIC = 182,357 e LPML = -78,801. Ou seja, para o caso em
que estamos gerando a partir do modelo com marginais Weibull, o ajuste do modelo
com marginais Weibull obtém um melhor resultado, ja que apresenta menores valores
de DIC, EAIC e EBIC e um maior valor de LPML em comparagdo ao ajuste do modelo
com marginais Exponencial Generalizada.

4 Diagnéstico de observacdes influentes

Para examinar o desempenho da medida de diagndstico, geramos uma amostra
de tamanho 300 para o modelo AMH bivariado com marginais Weibull, considerando
os seguintes valores para os parametros: fp1 = —1,0, 11 = 0,5 a1 = 2, B = 1,5,
P12 =-0,5 a, =3 e =0,5. As porcentagens de observagdes censuradas, na amostra,
para os tempos t; e t, foram, respectivamente, 33, 3% e 18, 7%.

Selecionamos os casos 10, 149 e 285 para perturbagdo. Para criar observagdes
artificialmente influentes no conjunto de dados, escolhemos um, dois ou trés desses
casos selecionados. Para cada caso, pertubamos ambos os tempos da seguinte forma:
E =t;+5D;,i=1,2,em que D; é o desvio padrdo dos t;’s.

Para a implementacdo do algoritmo MCMC, assim como a verificagdo da con-
vergéncia das cadeias, realizamos os mesmos procedimentos descritos anteriormente.

A Tabela 3, mostra que as inferéncias a posteriori sdo sensiveis a perturbagdo do(s)
caso(s) selecionado(s). Como podemos notar nesta tabela, o conjunto de dados (a), que
denota os dados originais simulados sem perturbacado, tem suas médias das estimativas
a posteriori dos parametros do modelo considerado muito préximas dos verdadeiros
valores destes pardmetros, principalmente se comparadas com as médias das estima-
tivas dos conjuntos de dados (b) a (h), que designam os conjuntos de dados com casos
perturbados.

A Tabela 4 apresenta os critérios bayesianos do ajuste de diferentes casos de con-
juntos de dados perturbados. Podemos observar que o conjunto de dados (a) teve o
melhor ajuste, ou seja, menores valores de EAIC, EBIC e DIC e maior valor de LPML
em comparagdo com os conjuntos de dados (b) a (h), o que era de se esperar, ja que ele
consiste no conjunto dos dados originais simulados.

Na Tabela 5 apresentamos uma estimativa das quatro medidas de divergéncia para
o modelo AMH bivariado com marginais Weibull para cada conjunto de dados simu-
lados. Note que, antes da perturbacéo, representado pelo conjunto de dados (a), todos
os casos selecionados nao sdo influentes, com pequenas medidas de divergéncia. En-
tretanto, apds perturbagdes, representado pelos conjuntos de dados (b) a (h), as quatro
medidas aumentam, indicando que os casos sdo influentes.
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Tabela 4: Critérios bayesianos ajustando o modelo de sobrevivéncia AMH bivariado

com marginais Weibull para cada conjunto de dados simulados.

Critérios Bayesianos

Nomes dos dados

EAIC

EBIC

DIC

LPML

50 -~ 0 QN O W

443,242
485,839
473,508
466,057
513,740
504,424
495,786
526,680

469,168
511,765
499,435
491,983
539,666
530,350
521,713
552,607

436,150
478,694
466,322
458,960
506,464
497,287
488,572
516,568

-218,261
-241,912
-234,217
-230,505
-256,997
-251,869
-246,533
-266,260

Tabela 5: Medidas de divergéncia para o modelo AMH bivariado com marginais
Weibull para cada conjunto de dados simulados.

Nome dos dados Caso perturbado

medidas de divergencia

2

K-L J Ly X
10 0,008 0,016 0,060 0,016
a 149 9%x10™° 1,8x10™* 0,005 2x10™*
285 0,010 0,020 0,057 0,021
b 10 2,854 5,512 0,785 47,600
C 149 1,221 2,423 0,569 7,449
d 285 1,146 2,454 0,563 11,816
e 10 2,600 4,982 0,736 41,711
149 1,399 2,711 0,586 9,367
f 10 2,407 4,601 0,727 27,127
285 1,024 1,992 0,519 4,763
g 149 1,483 2,981 0,619 12,600
285 1,078 2,194 0,545 6,815
10 2,707 5,045 0,755 37,350
h 149 2,410 5,199 0,752 104,256
285 1,642 3,176 0,653 11,057

As Figuras 4(a,b) mostram os graficos de indices das quatro medidas de divergéncia
para o conjunto de dados (a) e (e). Em relagdo ao conjunto de dados (a), observemos
que em nenhum dos quatro gréaficos foram detectados pontos influentes, o que esta
de acordo, pois nenhum caso foi perturbado neste conjunto de dados. Por outro lado,
como no conjunto de dados (e) os casos 10 e 149 foram perturbados, observa-se que os

quatro graficos conseguiram detectd-los como pontos influentes.
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Figura 4: Graficos de indices das medidas de divergéncia.

5 Aplicacao a dados reais

Nesta sec¢do, aplicamos o modelo proposto a dois conjuntos de dados reais. O
primeiro é um conjunto de dados de insuficiéncia renal, descrito em McGilchrist &
Aisbett (1991). O segundo, é um conjnto de dados de retinopatia diabética.

5.1 Dados de insuficiéncia renal

Nossa primeira aplicagdo a dados reais que serd apresentada é referente a 38 pacien-
tes com insuficiéncia renal (perda das fung¢ées dos rins, podendo ser aguda ou cronica).
Os tempos bivariados medidos em dias sdo a respeito de recorréncia de infec¢do no
local onde foi inserido o catéter nos pacientes que utilizaram um aparelho portétil de
diélise, sendo dado para cada paciente dois tempos de recorréncia. Como covaridvel,
consideramos o sexo do paciente, atribuindo-se 0 para o sexo masculino e 1 para o sexo
feminino.

Para realizarmos o ajuste do modelo AMH bivariado com ambas marginais Weibull
ou Exponencial Generalizada, consideramos duas cadeias de tamanho 60.000, das
quais, foram desconsideradas as primeiras 10.000 iteragdes, com o objetivo de eliminar
o efeito dos valores iniciais. Para evitar problemas de autocorrelagao, considerou-se um
espacamento de tamanho 10, adquirindo uma amostra efetiva de tamanho 10.000 sobre
a qual a inferéncia a posteriori é baseada. A convergéncia das cadeias foi monitorada de
acordo com os métodos recomendados por (Cowless & Carlin, 1996).

Na Tabela 6 apresentamos os resumos a posteriori para os parametros do modelo
AMH bivariado para ambas as distribuicges.
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A Tabela 7 apresenta os critérios de comparacdo de modelos.De acordo com todos os
critérios, o modelo que apresentou melhores resultados foi o modelo de sobrevivéncia
bivariado baseado na cépula de AMH com marginais Weibull, pois ele obteve menores
valores de EAIC, EBIC e DIC e um maior valor de LPML em comparagdo com o modelo
de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula de AMH com marginais Exponencial
Generalizada.

Tabela 7: Critérios para comparagdo dos modelos
Modelo Critérios Bayesianos
EAIC  EBIC DIC LPML
Exp Gen 743,353 754,816 735,212 -370,409
Weibull 741,891 753,354 734,020 -369,570

Na Figura 5 apresentamos os gréficos de indices considerando o modelo de AMH
com marginal Weibull. Podemos observar que todas as medidas detectam a observagdo
21 como possivel ponto influente.

T
x A - 0
21 © 21
g ™ g .
(g N (S < -
= 7]
2 ™ 8
A o - .i.l.iui.’;li.’.li.’..’; ..’..i.’..’;.’..’..’.n o 4 .’..l.m.’;h.’.n.’..’; ..’..1.’..’;.’..’..’..1
0 10 20 30 0 10 20 30
indice indice
N 4 o
o >< a
- 1 21 s S 21
g ©o | e
<§ S ] % o
X ) A R o I
[a] 1 = B
o ,II||I|I||||||I|||||I||||||||||.|I|.|| 0 o Jool
o T T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 30
indice indice

Figura 5: Gréficos de indices das medidas de divergéncia considerando a distribuigdo
Weibull.

A Tabela 8 mostra as quatro medidas de divergéncia para a observacdo 21 e, como
podemos notar pelos valores altos, ela é realmente uma observagdo influente.

Tabela 8: Medidas de divergéncia para a observagdo 21
Medida de divergéncia
Nome do dado K-L ] L, X
Observacao 21 3,093 6,331 0,822 90,230

As Figuras 6(a,b) mostram, respectivamente, as curvas de Kaplan-Meier para as
varidveis T7 e T, dicotomizadas pelo sexo do paciente juntamente com os ajustes do
modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Weibull
e, como podemos inferir por estes gréficos, os dados foram adequadamente ajustados
por este modelo.
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Figura 6: Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivéncias Weibull estimadas.

5.2 Dados reais de retinopatia diabética

A retinopatia diabética é uma complicacdo que ocorre quando o excesso de glicose no
sangue danifica os vasos sanguineos de dentro da retina, tornando esta doenga uma das
principais causas de cegueira no mundo e os diabéticos 25 vezes mais propensos de se
tornarem cegos do que os ndo diabéticos. O sintoma mais comum ¢ a visdo embacada,
sendo que a perda visual pode ser um sintoma tardio, expressando a gravidade da
situacao.

O interesse do estudo é verificar a eficacia do tratamento de fotocoagulacdo com
raio laser, em retardar o aparecimento da cegueira.

O conjunto de dados é composto por 197 pacientes. O tratamento foi aleatériamente
atribuido para um olho de cada paciente. O olho que ndo recebeu tratamento foi
considerado como controle. A censura foi causada por morte, abandono ou término
do estudo, sendo que estas observagdes censuradas aconteceram em 73% dos olhos
tratados e 49% dos olhos néo tratados.

Aidade do paciente no inicio da diabete foi considerada como covaridvel. Para criar
dois grupos foi considerado um ponto de corte de 20 anos (58% dos pacientes tinham
menos de 20 anos de idade). Considerou-se T; como um vetor de tempos até a perda
da visdo para o olho de tratamento e T, como o vetor de tempos até a perda visual para
o olho controle.

O procedimento de o ajuste do modelo AMH bivariado foi feito de forma similar
ao descrito na Sec¢do 5.1. Ou seja, consideramos duas cadeias de tamanho 60.000, com
descarte das primeiras 10.000 e espacamento de tamanho 10, obtendo uma amostra de
tamanho 10.000 para inferéncia. A convergéncia das cadeias foi monitorada de acordo
com os métodos recomendados por (Cowless & Carlin, 1996).

Na Tabela 9 apresentamos os resumos a posteriori para os pardmetros do modelo
AMH bivariado para ambas as distribuicges.
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A Tabela 10 apresenta os critérios de comparacdo de modelos.De acordo com todos
os critérios, o modelo que apresentou melhores resultados foi o modelo de sobre-
vivéncia bivariado baseado na cépula de AMH com marginais Weibull, pois ele obteve
menores valores de EAIC, EBIC e DIC e um maior valor de LPML em comparagdo
com o modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na cépula de AMH com marginais
Exponencial Generalizada.

Tabela 10: Critérios para comparagdo dos modelos
Modelo Critérios Bayesianos
EAIC EBIC DIC LPML
Exp Gen 1.673,120 1.696,102 1.665,413 -832,525
Weibull 1.671,481 1.694,464 1.663,862 -831,725

Na Figura 7, apresentamos os graficos de indices considerando o modelo de AMH
com marginal Weibull. Podemos observar que todas as medidas ndo detectam nenhum
possivel ponto influente.
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Figura 7: Gréficos de indices das medidas de divergéncia considerando a distribuigao
Weibull.

As Figuras 8(a,b) mostram, respectivamente, as curvas de Kaplan-Meier para as
variaveis T; e T, dicotomizadas pela idade do paciente juntamente com os ajustes do
modelo de sobrevivéncia bivariado baseado na c6pula de AMH com marginais Weibull
e, como podemos inferir por estes gréficos, os dados foram adequadamente ajustados
por este modelo.
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Figura 8: Curvas de Kaplan-Meier e curvas de sobrevivéncias Weibull estimadas.

6 Consideracdes finais

Neste artigo foram apresentadas as fun¢des copulas, em especial as cépulas Ar-
quimedianas, como eficientes ferramentas para modelar dados de sobrevivéncia. Foi
construido um novo modelo bivariado baseado na c6pula AMH.

Todo o procedimento inferencial foi realizado sob uma abordagem bayesiana assu-
mindo distribui¢des a priori ndo informativas. Foi realizado um estudo de simulagao
com o objetivo de verificar o bom comportamento das estimativas bayesianas com base
na média frequentista. Por meio destas simula¢des também foi verificado que, com
diferentes tamanhos amostrais e diferentes configura¢des de censura, as estimativas
obtidas foram préximas do verdadeiro valor.

Também, foi realizada comparagdes de modelos por meio dos critérios bayesianos
EAIC, EBIC, DIC e LPML. Simulamos amostras a partir do modelo de AMH com
marginais ou Weibull ou Exponencial Generalizada e observamos que todos os critérios
indicaram o modelo no qual as amostras foram geradas.

Para analisarmos a robustez do modelo relacionado as escolhas dos hiperparametros
das distribui¢des a priori, foi realizado um estudo de sensibilidade no qual concluimos
que as estimativas dos pardmetros a posteriori ndo apresentaram diferengas significati-
vas nos resultados das aplica¢des aos dados artificiais e aos dados reais.

Além disso, aplicamos o método bayesiano de anélise de influéncia de delegdo de
casos baseado na divergéncia ¢ cujo o objetivo é detectar possivel(is) observagao(des)
influente(s) nos dados analisados. Para isso, foram assumidas quatro particulares
escolhas para a fun¢do ¢ nas quais resultaram a divergéncia de Kullback-Leibler (K-L),
a distancia J, a distancia variacional ou norma L, e a divergéncia y*. Para uma amostra
simulada de cada modelo, perturbamos uma, duas ou trés observacdes e, a partir disso,
conseguimos averiguar que as quatro medidas de divergéncia detectaram os pontos
perturbados.
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Por tim, realizamos duas aplicagdes aos dados reais de pacientes com infecgdo renal
e de pacientes com retinopatia diabética, obtendo, no final, as curvas de Kaplan-Meier
e curvas de sobrevivéncias Weibull bivariadas estimadas para ambas as aplicagdes aos
dados reais.
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