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Una vision desde la red de teorias TAC-EOS sobre el papel de las
conexiones matematicas en la comprension de la derivada
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Resumen: Se responde a la pregunta ;Dada la expresion algebraica de g, qué conexiones aseguran al
estudiante una comprension de g’ que le permite esbozar la gréfica de g y explicar la relacion que tiene
con la de g’? Para ello, a un grupo de estudiantes se les aplicaron entrevistas y una tarea, en la que debian
eshozar la gréfica de g y explicar la relacién que tiene con la de la derivada, y se analizé su actividad
matematica usando como referente teorico la articulacion TAC-EOS. Los estudiantes que evidenciaron una
comprensién que les permitié resolver la tarea establecieron conexiones de: representaciones diferentes,
significado, parte-todo, implicacion y caracteristica. Por otra parte, el no establecimiento de determinadas
conexiones es una explicacion plausible de por qué algunos estudiantes no resuelven la tarea.
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Uma visao da rede de teorias TAC-EOS sobre o papel
das conexdes matematicas na compreensao da

derivada

Resumo: A pergunta é respondida: Dada a expresséo algébrica de g, que conexdes
garantem ao aluno uma compreensao de g’ que |he permite esbogar o grafico de g e
explicar sua relagdo com o de g'? Para isso, foram aplicadas entrevistas e uma tarefa
a um grupo de alunos, em que eles tiveram que esbocar o gréfico de g e explicar sua
relacdo com o da derivada, e sua atividade matematica foi analisada usando a
articulagdo TAC-EQOS como um ponto tedrico referéncia. Os alunos que mostraram uma
compreensdo que Ihes permitiu resolver a tarefa estabeleceram conexdes de: diferentes
representagdes, significado, parte-todo, implicagdo e caracteristica. Por outro lado, a
falha em estabelecer certas conexdes € uma explicagéo plausivel porque alguns alunos
ndo resolvem a tarefa.

Palavras-chave: Compreensdo. Teoria Expandida das Conexdes. Enfoque
ontossemiético. Derivada. Gréfico.

A view from the ETC-OSA networking of theories on
the role of mathematical connections in
understanding the derivative

Abstract: The question is answered: Given the algebraic expression of g, what
connections ensure the student an understanding of g’ that allows him to sketch the
graph of g and explain its relationship with that of g'? To do this, interviews and a
task were applied to a group of students, in which they had to sketch the graph of g
and explain its relationship with that of the derivative, and their mathematical activity
was analyzed using the ETC-OSA articulation as a theoretical reference. The
students who showed an understanding that allowed them to solve the task
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established connections of; different representations, meaning, part-whole, implication and feature. On the
other hand, the failure to establish certain connections is a plausible explanation for why some students do
not solve the task.

Keywords: Understanding. Extended Theory of Connections. Onto-semiotic Approach. Derivative. Graph.

1 Introduccion

El establecimiento de conexiones matematicas es importante para que los estudiantes
comprendan conceptos matematicos, relacionen significados, representaciones, usen férmulas
adecuadamente para hacer procedimientos y vinculen las matematicas con situaciones de la vida
real (NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS [NCTM], 2000). La investigacion
en Educacion Matematica reconoce que las conexiones son un indicador de comprension y esta
viene dada por una red de conexiones (BERRY y NYMAN, 2003; CAl'y DING, 2015; HIEBERT y
CARPENTER, 1992; RODRIGUEZ-NIETO, 2020; 2021; RODRIGUEZ-VASQUEZ y ARENAS,

2021). En este contexto, Kenedi et al. (2019) afirmaron que

La capacidad de los estudiantes para conectar ideas matematicas es una de las cosas
esenciales que deben lograr los estudiantes en el proceso de aprendizaje porque si
los estudiantes conocen la relacion entre los conceptos, comprenderan rapidamente
las matematicas en si y abriran oportunidades para que los estudiantes desarrollen
sus habilidades matematicas. (p. 70)

De hecho, las conexiones matematicas se relacionan con la resolucion de problemas
matematicos, al respecto, Pambudi, Budayasa y Lukito (2018) sostienen que “la capacidad de los
estudiantes para conectar ideas matematicas determinara el éxito de los estudiantes en la
resolucion de problemas matematicos” (p. 74). Por su parte, Font (2007) afirma que, “un sujeto
comprende un determinado objeto matematico cuando lo usa de manera competente en diferentes
practicas” (p. 107), en la resolucion de problemas intra o extramatematicos.

Sobre las conexiones matematicas se ha investigado ampliamente, destacandose
estudios centrados en las conexiones que hacen estudiantes de nivel primaria (KENEDI et al.,
2019), estudios que han identificado las conexiones de estudiantes del preuniversitarios en el
contexto de la derivada y la integral (GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2018; 2019; 2020)
y conexiones en la resoluciéon de problemas sobre la razén de cambio (DOLORES-FLORES,
RIVERA-LOPEZ y GARCIA-GARCIA, 2019). En el nivel universitario, algunas investigaciones
muestran que los estudiantes de licenciatura en matematicas hacen conexiones intramatematicas
sobre la derivada especialmente entre significados (pendiente de la recta tangente a la curva en
un punto y el limite del cociente de las tasas medias de variacion de la funcion), pero también

conexiones de otros tipos: entre representaciones diferentes, metaférica, caracteristica, parte-todo
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e implicacion (RODRIGUEZ-NIETO, FONT, BORJI y RODRIGUEZ-VASQUEZ, 2021), y conexiones
extramatematicas en problemas de Calculo (DOLORES-FLORES y GARCIA-GARCIA, 2017).

Otros estudios se han enfocado en las conexiones que hacen futuros profesores de
matematicas (RODRIGUEZ-NIETO, RODRIGUEZ-VASQUEZ y GARCIA-GARCIA, 2021; YAVUZ-
MUMCU, 2018), especialmente en Rodriguez-Nieto et al. (2021) algunos futuros profesores
presentaron algunas dificultades para hallar la ecuacion de la recta tangente, producto del
significado inadecuado que tienen de la derivada. En el contexto de los profesores en servicio,
Businskas (2008) analiz6 las conexiones realizadas por profesores de secundaria en la resolucion
de tareas que implican a la ecuacion y funcion cuadratica. Asimismo, en los trabajos de Mhlolo
(2012) y Mhlolo, Venkat y Schafer (2012) se indagd acerca de la calidad de las conexiones
matematicas que hacen profesores, enfocados especialmente en las conexiones de
representaciones diferentes. Rodriguez-Nieto, Rodriguez-Vasquez y Font (2020) investigaron un
profesor de matematicas cuando ensefia la derivada y temas relacionados con el Calculo
Diferencial. Precisamente este este trabajo es donde se encontr6 la nueva conexién metaforica
con la cual se amplié la teoria de las conexiones matematicas.

Particularmente, en los estudios relacionados con las conexiones sobre la derivada se
identificd que los estudiantes de bachillerato, universitarios, futuros profesores y algunos
profesores presentan dificultades para conectar significados parciales de la nocién de derivada
(FELIX-SANDOVAL y GRIJALVA-MONTEVERDE, 2021; PINO-FAN, GODINO y FONT, 2015;
2018; RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021; SANCHEZ-MATAMOROS, GARCIA y LLINARES, 2008)
y para conectar multiples representaciones de la derivada, dado que no relacionan los registros
graficos con los analiticos (KULA-UNVER, 2020; PINO-FAN et al., 2015; 2018; PINO-FAN et al.,
2017). Ahora bien, sobre la grafica de la derivada, Berry y Nyman (2003) y Ubuz (2007) reportaron
que los estudiantes tienen dificultades para conectar la representacion gréfica de la funcién y la
de su derivada. De hecho, Ubuz (2007), consider6 que era dificil para los estudiantes utilizar la
informacion grafica para dar sentido a las representaciones simbdélicas. Ademas, los estudiantes
no comprenden la derivada porque tienen dificultades para relacionar tanto el crecimiento como el
decrecimiento de f y el signo de 'y f" y trabajan mas con informacién gréfica y el significado
analitico puntual de la derivada (FUENTEALBA et al., 2018; FUENTEALBA, BADILLO vy
SANCHEZ-MATAMOROS, 2018).

Por su parte, Nemirovsky y Rubin (1992) reconocieron que muchos estudiantes dibujan la
grafica de f’ de manera similar a la gréfica de f. Asimismo, Nemirovsky y Rubin (1992) y
Oehrtman, Carlson y Thompson (2009) coinciden en que los estudiantes no consideran la relacién

l6gica entre la funcién y su derivada y viceversa en un contexto grafico. Ferrini-Mundy y Graham
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(1994) sostienen que los estudiantes desean hallar la ecuacion de una funcién dada solo
graficamente, y, similarmente, lo reportaron Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2019) quienes
evidenciaron que los estudiantes del preuniversitario necesitan la expresion algebraica de la
funcidn para hacer una representacion grafica de ella misma y de su derivada, de lo contrario no
grafican. En este sentido, se considera que es un aspecto clave investigar sobre las conexiones
matematicas teniendo en cuenta las propiedades de los graficos, en especial como transitar de la
representacién grafica de una funcion g al gréafico de la derivada g’ (GARCIA-GARCIA y
DOLORES-FLORES, 2020).

La literatura muestra que la derivada es importante para el desarrollo del Célculo (DOS
SANTOS, 2020; VERON y GIACOMONE, 2021) y que los estudiantes presentan dificultades para
comprenderla (PINO-FAN et al., 2015; RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021). De la revision de la
literatura, se concluye que los estudiantes proceden inadecuadamente cuando no se les da la
expresion algebraica de la derivada o de la funcion (FERRINI-MUNDY y GRAHAM, 1994;
VOSKOGLOU, 2017), pero si muestran cierta comprension cuando se les da la expresion
algebraica. En esta linea, en esta investigacion pretendemos respondemos a la pregunta ;Dada
la expresion algebraica de g, qué conexiones aseguran al estudiante una comprension de la
derivada que le permite realizar un esbozo de la grafica de g y explicar la relacion que tiene la

grafica de g con la gréfica de g’?

2 Marco tedrico

Esta investigacion se fundamenta tedricamente en la conceptualizaciéon de comprension
matematica desde la articulacion entre la Teoria Ampliada de las Conexiones (TAC) y el Enfoque
Ontosemiético de la Cognicion e Instruccion matemética (EOS) (RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021).

2.1 La comprension en Educacion Matematica

La comprension para Brownell y Sims (1946) es un término problematico dado que, “es
muy dificil de encontrar o formular una definicion técnicamente exacta de ‘comprender” o
‘comprension” (p. 163). No obstante, a pesar del nivel de vaguedad que tiene esta nocién, en el
area de la Educacion Matematica, la comprension se ha caracterizado desde diferentes marcos o
modelos tedricos. Por ejemplo, Polya (1962) propuso cuatro niveles de comprension relacionados
con la regla matematica: 1) nivel mecanico referido a la memorizacion y aplicacion de un método
de manera correcta, 2) nivel inductivo caracterizado por aceptar la indagacién o exploracion de

casos simples o particulares se extienden a casos complejos, 3) nivel racional consiste en aceptar
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la prueba de la regla matematica y, en el 4) nivel intuitivo se refiere a “la conviccidn personal mas
alla de cualquier duda” (MEEL, 2003, p. 226).

Para Greeno (1978), la comprension es un proceso caracterizado por sugerir “una
estructura que representa las relaciones entre los componentes de la idea que se entiende” (p.
267). Ademas de este tipo de comprension, que podemos llamar estructural, varios autores
sugieren considerar, ademas, otro tipo de comprensién de tipo procedimental. En esta linea, tal
como se sefiala en Borji, Radmehr y Font (2021) la literatura propone diversas formas de
comprensidn (conocer matematicas y hacer matematicas) que, a menudo, se definen con lenguaje
dicotdmico: instrumental versus relacional (SKEMP, 1976), operacional versus estructural
(SFARD, 1991) y procedimental versus conceptual (HIEBERT y LEFEVRE, 1986). Por otra parte,
en general, la comprension relacional (estructural o conceptual) se considera como mas deseable
y valiosa (e.g., PESEK y KIRSCHNER, 2000).

Para Skemp (1976; 1978) existe una comprension instrumental cuando el sujeto sabe
hacer algo sin tener justificaciones o razones. En cambio, la comprension relacional, se da cuando
el sujeto sabe hacer algo y argumenta por qué debe hacerlo. Ademas, considera la comprension
logica referida a la prueba formal en matematicas y, la comprension simbdlica que alude a las
conexiones de simbolismo y las notaciones relacionadas con las nociones matematicas. En
sintesis, para Skemp (1980) “comprender algo significa asimilarlo dentro de un esquema
adecuado” (p. 50). Por su parte, Nickerson (1985) caracteriz6 la comprension como la capacidad
de visualizar propiedades de los conceptos, representar situaciones y usar modelos mentales;
mientras que Michener (1978) asume que la comprensién es complementaria de la resolucién de
problemas matematicos y enriquece los conocimientos considerando la creacion de conexiones.

Polya (1989) definio la comprensién como un indicador que favorece a la resolucién de
problemas matematicos, que de hecho, es el punto de partida en el método de cuatro fases
sugerido para resolver problemas matematicos: 1) comprender el problema para saber lo que se
pide e identificar los datos, 2) identificar las relaciones entre los elementos del problemas como
los datos y la incognita de manera semantica y sintactica como idea de resolucién y trazar un plan,
3) ejecutar el plan propuesto y, 4) considerar una vision retrospectiva para revisar la solucién del

problemas y discutirla. Desde la perspectiva de Sierpinska (1990) la comprensién:

Se logra lentamente, junto con la acumulacién de propiedades de los objetos, ejemplos
y desarrollo de conceptos relacionados con las relaciones entre clases de conceptos.
Al principio, los conceptos en la memoria generalmente se definen solo parcialmente
y se relacionan débilmente con otra informacién almacenada (p. 25).

Sierpinska (1990), define a la comprension como un acto relacionado con procesos de

interpretacion entendidos como la dialéctica del desarrollo basada en la elaboracion de
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suposiciones y su validacion, y, establecio cuatro categorias fundamentadas en los actos de

comprensién de un sujeto
IDENTIFICACION de objetos que pertenecen a la denotacion del (o: a) concepto
(relacionado con el concepto en cuestion), o: identificacion de un término con estatus
cientifico; este acto consiste en una percepcion repentina de algo que es como la "figura”
en los experimentos Gestaltistas. DISCRIMINACION entre dos objetos, propiedades,
ideas, que antes se confundian. La GENERALIZACION consiste en tomar conciencia de
la no esencialidad de algun supuesto, o de la posibilidad de ampliar el abanico de
aplicaciones. La SINTESIS consiste en captar las relaciones entre dos o mas
propiedades, hechos, objetos y organizarlos en un todo coerente (p. 29).
Posteriormente, Hiebert y Carpenter (1992) afirman que, la comprensiéon matematica se
entiende como la red interna de representaciones de ideas o nociones matematicas,
procedimientos y hechos matematicos. Esta definicion de comprension, esta ligada a las
conexiones entre representaciones internas y externas. 1) las conexiones entre representaciones
externas se establecen teniendo en cuenta la similitud o diferencia “entre diferentes formas de
representacion de la misma idea matematica o entre ideas relacionadas dentro de la misma forma
de representacion” (HIEBERT y CARPENTER, 1992, p. 66). Mientras que, 2) las conexiones entre
representaciones internas se evidencian cuando se construyen relaciones entre representaciones
internas de ideas y procesan redes de conocimiento, relacionandose de manera jerarquica,
relacionando casos particulares y generales (HIEBERT y CARPENTER, 1992). Pirie y Kieren

(1989) desarrollaron un modelo donde definen la comprension matematica de manera dinamica

Como nivelada (estable) pero no lineal. Es un fenédmeno recursivo, y la recursion se
observa cuando el pensamiento se mueve entre niveles de sofisticacion. De hecho,
cada nivel de comprension se encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes.
Cualquier nivel particular depende de las formas y procesos del mismo y, ademas, se
encuentra restringido por los que estan fuera de él (p. 8).

Ademas, Pirie y Kieren (1989; 1994) manifiestan que existen ocho niveles de comprension
matematica donde se puede avanzar y retroceder, los cuales son: 1) conocimiento primitivo, 2)
creacion de imagenes, 3) comprension de la imagen, 4) observacion de la propiedad, 5)
formalizaciéon, 6) observacion (el sujeto puede establecer conexiones entre conceptos
matematicos y reflexionar formalmente), 7) estructuracion y, 8) invencion.

Por otra parte, EI NCTM (2000) afirma que la comprension de las matematicas le permite
al estudiante saber usar un objeto matematico en diferentes contextos de manera adecuada,
organizar su conocimiento, hacer argumentaciones y establecer conexiones entre conceptos y
procedimientos en la resolucion de problemas intra y extramatematicos. De esta manera, las
conexiones matematicas aparecen en la literatura como un indicador importante para la
comprensién de conceptos matematicos (BERRY y NYMAN, 2003; GARCIA-GARCIA vy
DOLORES-FLORES, 2019), en particular para el tipo de comprension que se considera mas
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valiosa o deseable (relacional, estructural, conceptual). El National Research Council [NRC] (2001)
plantea que un estudiante con comprensién conceptual es consciente de la importancia de una
idea matematica y la usa en un contexto apropiado. Asimismo, el estudiante sabe mas que hechos
aislados, es decir, organiza su conocimiento de forma coherente, permitiéndole aprender ideas
nuevas y establecer conexiones matematicas con ideas previas.

Para Kastberg (2002) la comprensién de un estudiante se relaciona con su coleccién de
creencias sobre las matematicas o bien, sobre un concepto matematico. Para este autor, la
comprensién es evidenciada cuando los estudiantes usan representaciones y, propone cuatro
categorias de evidencia de la comprension: 1) concepcion, 2) representacion, 3) conexion y 4)
aplicacion. Particularmente, la conexion refiere a que un sujeto conecta dos representaciones
cuando traduce una representacién de un registro grafico a otro simbolico o transforma una
representacion grafica a otra en el mismo registro (KASTBERG, 2002). Con base en las ideas de

Hiebert y Carpenter (1992), Nickerson (1985), entre otros autores, Meel (2003) afirma que

La formacion de una red de conexiones proporciona una estructura para situar una
nueva informacién mediante el conocimiento de similitudes, diferencias, relaciones
inclusivas y relaciones de transferencia entre modelos. Por lo tanto, el desarrollo de la
comprension resulta un proceso de conectar las representaciones a una red cohesiva.
El proceso de conexion requiere el conocimiento y los elementos de la red, asi como
de la estructura como un todo (p. 227).

Hiebert y Carpenter (1992) argumentan que, el nivel de comprension matematica viene
dado por el numero y la fuerza de las conexiones. De hecho, la comprension es un resultado del
acto de hacer conexiones (CAl y DING, 2015). Por su parte, Chigeza (2013) afirma que “los
estudiantes desarrollan la comprension de las matematicas cuando traducen entre y dentro de
diferentes representaciones matematicas” (p. 178). Otros marcos tedricos asumen la comprension
desde una vision constructivista y piagetiana sobre la abstraccién reflexiva, por ejemplo, desde la
teoria APOE, Arnon et al. (2014) sostienen que, para que un estudiante comprenda un
determinado concepto matematico, debe tener la habilidad de transitar por construcciones
mentales como la accidn, proceso, objeto y esquema a través de seis mecanismos (interiorizacion,

encapsulacion, desencapsulacion, reversion, coordinacion y tematizacion), ver Figura 1.

Figura 1: Construcciones mentales y mecanismos en la teoria APOE

Esquema
Interiorizaciin
I Procesos Objeto
Coodinackin S —
Ohbjet . @ estematizacion |
ot Encapsulacién Reversin
Generalizacion
[esencapsulacion

Fuente: Elaborado por Fuentealba et al. (2018, p. 6) basado en Arnon et al. (2014, p. 18).

Revemop, Ouro Preto, Brasil, v. 3, €202115, p. 1-32, 2021 7



fevemop

Generalmente, en la teoria APOE el proceso de comprension matematica inicia cuando el
sujeto manipula objetos fisicos 0 mentales que hacen referencia a las acciones (A). Luego, estas
acciones el sujeto las interioriza en procesos (P) que seran encapsulados en objetos (O).
Posteriormente, las acciones, los procesos y los objetos construidos por el sujeto, se organizan en
esquemas (E) (ARNON et al., 2014). Aunado a este proceso de comprensién matematica desde
la teoria APOE, se consideran dos aspectos importantes como la descomposicion genética que
es un modelo que permite la descripcion y prediccion para construir un concepto matematico; la
nocién de esquema como estructura dindmica en constante cambio, evolucién y su desarrollo
depende de los niveles: intra, inter y trans (ARNON et al., 2014).

Por otra parte, en los acuerdos cognitivos sobre el aprendizaje de las matematicas, el

Instituto Nacional de Formacion Docente [INFD] (2010) plante6 que

Comprender un objeto matematico significa haber transitado por diversas experiencias
que le permitan al estudiante producir, organizar y re-organizar la red de relaciones
que se deben establecer en la resolucion de una situacion problematica que “obliga”
al funcionamiento del objeto, los procedimientos o técnicas que se despliegan para
resolverla, las definiciones, propiedades, argumentos que validan las acciones
realizadas, todas ellas soportadas y reguladas por el lenguaje simbdlico, propio de la
Matemética, y la lengua natural (p. 122).

En la revision de la literatura, tal como se afirma en Font (2007), basicamente hay dos
maneras de entender la "comprension": como proceso mental o como competencia. Desde la TAC,
se tienen en cuenta estas dos perspectivas y se considera que la comprension de un concepto
matematico se logra cuando el sujeto hace conexiones matematicas para resolver problemas
(GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2019; RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021).

A suvez, en el EOS, en cierta manera, también se consideran estas dos perspectivas. Los
posicionamientos pragmatistas del EOS llevan a entender, de entrada, la comprension
basicamente como competencia y no tanto como proceso mental. Se considera que un sujeto
comprende un determinado objeto matematico, cuando lo usa de manera competente en
diferentes practicas, lo cual implica concebirla también como “conocimiento y aplicacion de las
normas” que regulan la practica. Por otra parte, dado que en estas practicas se activan objetos
primarios (problemas, notaciones, proposiciones, definiciones, procedimientos y argumentos) que
se relacionan por medio de funciones semidticas, también se tiene en cuenta el papel esencial que
las funciones semidticas tienen en el proceso relacional entre los objetos matematicos activados
en las practicas, y, por tanto, también se interpreta la comprensién de un objeto matematico O
por parte de un sujeto X (persona o institucion) en términos de las funciones semidticas que X
puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que se pone en juego O como funtivo
(expresion o contenido) (ORTIZ y FONT, 2011).
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Integrando las posturas sobre comprensién de la TAC (RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021)
y el EOS (FONT, 2007; ORTIZ y FONT, 2011; GODINO, BATANERO y FONT, 2019),
consideramos que la comprension de una nocion matematica se evidencia (en) y emerge (de) la
actividad matematica en la que un sujeto relaciona objetos primarios (situaciones problemas,
conceptos/definiciones,  proposiciones/propiedades,  procedimientos,  representaciones,
argumentos) por medio de funciones semidticas. Dicha comprension le permite al sujeto usar esta
nocién matematica de manera competente en la resolucion de problemas. Por otra parte, las
practicas matematicas, los procesos que realiza, los objetos primarios que activa en estas
practicas y las funciones semidticas que los relacionan se pueden agrupar en algunos de los tipos
de conexiones que considera la TAC (ver seccion 2.2). De esta manera, se puede afirmar que la
realizacion de conexiones asegura la comprension del sujeto y que el no establecimiento de

determinadas conexiones es una explicacion plausible de la falta de comprensién en el sujeto.

2.2 Teoria Ampliada de las Conexiones Matematicas (TAC)

Inicialmente la TAC toma como definicion de conexion matematica la postura de Businskas
(2008) quien asume que una conexion matematica es entendida como “una relacién verdadera
entre dos ideas matematicas, Ay B’ (p. 18). Posteriormente, esta definicion fue ampliada por
Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2018) afirmando que, una conexion matematica es “un proceso
cognitivo a través del cual una persona relaciona dos o mas ideas, conceptos, definiciones,
teoremas, procedimientos, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la
vida real’ (GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2018, p. 229). Luego, Kenedi et al. (2019)
caracterizaron el término conexiones como aquellas que forman parte de una red de informacion
que se interrelaciona con ofras ciencias, Utiles para comprender y establecer relaciones entre
ideas, conceptos y procedimientos matematicos. En esta investigacion consideramos a la conexion
matematica desde una perspectiva integradora desde la TAC y el EQOS, tal como se hace en
RODRIGUEZ-NIETO et al. (2021). Estos autores definieron metaféricamente a las conexiones
matematicas como la punta de un iceberg conformadas por un conglomerado de précticas,
procesos, objetos primarios identificados en la actividad matematica de un sujeto cuando resuelve
una tarea (intra o extramatematica) y funciones semiéticas que los relacionan.

En la TAC se consideran diez tipos de conexiones matematicas que han emergido de los
resultados de diferentes investigaciones sobre esta tematica (BUSINSKAS, 2008; ELI et al., 2013;
EVITTS, 2004; GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2019; 2020; RODRIGUEZ-NIETO et al.,

2020; 2021), las cuales se presentan en la Tabla 1 (Orientada a la instruccién (Ol), Modelado (MD),
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Procedimental (P), Representaciones diferentes (RD), Parte-todo (P-T), Implicacion (1),
Caracteristica (C), Reversibilidad (R), Significado (S) y Metaforica (MT)). Cabe destacar que, estas
conexiones, pueden ser intramatematicas que “se establecen entre ideas, conceptos,
procedimientos, teoremas, representaciones y significados matematicos entre si” (DOLORES-
FLORES y GARCIA-GARCIA, 2017, p. 160), y, extramatematicas identificadas cuando “se
relaciona un concepto 0 modelo matematico con un problema en contexto o de aplicacion o,
viceversa. Incluyen las conexiones entre contenidos matematicos con otras disciplinas curriculares
y con situaciones de la vida diaria” (DOLORES-FLORES y GARCIA-GARCIA, 2017, p. 161).

Tabla 1: Conexiones matematicas (CM) propuestas en la TAC
CM Descripcion
Se refiere a la comprension de un concepto C con base en dos 0 més conceptos previos Ay B,
requeridos para ser entendidos por un estudiante. Ademas, estas conexiones se pueden
ol Identificar de dos formas: 1) la asociacion de un nuevo tema con conocimientos previos, y, 2) los
conceptos y procedimientos matematicos conectados entre si se consideran prerrequisitos o
habilidades que los estudiantes deben dominar antes del desarrollo de un nuevo concepto
(BUSINSKAS, 2008).
Son relaciones entre las matematicas y la vida real y se evidencian cuando el sujeto resuelve
MD problemas no matematicos o de aplicacion donde tiene que plantear un modelo o expresién
matematica (EVITTS, 2004).
Se manifiestan mediante el uso de reglas, algoritmos o formulas para resolver una tarea
p  Mmatematica. Estas conexiones son de la forma, A es un procedimiento utilizado para trabajar
con el concepto B (BUSINSKAS, 2008; GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2019). Por
ejemplo, la derivada de g(x) = a* se encuentra a través de la formula g’ (x) = a* In(a).
Son identificadas cuando el sujeto representa los objetos matematicos usando representaciones
equivalentes y alternas (BUSINSKAS, 2008). 1) Las representaciones equivalentes son
transformaciones de representaciones en un mismo registro (e.g., Q(x) = x? + 6x + 9 es
equivalente a Q(x) = (x —3)2). 2) Las representaciones alternas se refieren a
representaciones de un mismo objeto donde se modifica el registro en el cual fueron formadas
inicialmente (e.g., gréfica-algebraica) (BUSINSKAS, 2008), por ejemplo, la representacidn
grafica de f(x) = sen(x) + e*, ver Figura 2.

Figura 2. Representaciones alternas.

T

RD ;

5

w

Fuente: Elaboracion propia usando GeoGebra.
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Se presentan cuando el sujeto establece relaciones logicas de dos maneras: 1) la relacion de
generalizacion es de la forma A y es una generalizacién de By B es un caso particular de A
P-T (BUSINSKAS, 2008). 2) la relacion de inclusion viene dada cuando un concepto matematico esté
contenido en otro. Por ejemplo, los numeros enteros estan contenidos en los reales
(BUSINSKAS, 2008).
Se identifican cuando un concepto P conduce a otro concepto Q mediante una relacién ldgica
I (P—Q) (BUSINSKAS, 2008). Por ejemplo, si f"'(x) > 0 Vx e I, entonces f(x) es concava
hacia arriba en ese mismo intervalo 1.
Se identifica cuando el sujeto expresa caracteristicas del concepto o describe sus propiedades
c en términos de otros conceptos que los hace diferente o similar a otro (ELI et al., 2011; GARCIA-
GARCIAy DOLORES-FLORES, 2019). Por ejemplo, el tridangulo rectangulo tiene un angulo recto
(90°) y dos angulos agudos (< 90°).
Se presentan cuando el profesor o el estudiante parte de un concepto P para llegar a un concepto
Qe invierte el proceso partiendo de Q para volver a P (GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES,
R 2019). Por ejemplo, se establece cuando se reconoce la relacion bidireccional entre derivada e
integral como operadores, y cuando se utiliza el Teorema Fundamental del Calculo como forma
de vincular ambos conceptos (GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2018).
Se identifica cuando el estudiante o el profesor atribuye un sentido a un concepto matematico
(expresién/contenido), es decir, lo que significa para él o ella. Incluye aquellos en los que un
estudiante da una definicion que él o ella ha construido para estos conceptos. Este tipo de
S conexion es diferente del tipo de conexion caracteristica porque no se describen las propiedades
y cualidades de los conceptos matematicos (GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2020).
Por ejemplo, cuando el estudiante o el profesor da un significado de la derivada como el limite
del cociente de las tasas medias de variacién de la funcion.
Son entendidas como la proyeccion de las propiedades, caracteristicas, etc. un dominio conocido
para estructurar otro dominio menos conocido (abstracto). En RODRIGUEZ-NIETO et al. (2020)
MT  se ejemplifica esta conexién cuando el profesor usa expresiones verbales como “recorrer la
grafica sin levantar el lapiz del papel’ que implicitamente sugieren la metafora conceptual “la
grafica es un camino” (ver Figura 3).

Fuente: Tomado de Businskas (2008), Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2019) y Rodriguez-Nieto et al. (2021).
Las conexiones matematicas se pueden identificar en las producciones escritas de los

sujetos cuando resuelven una tarea matematica, asi como en sus argumentos verbales y gestuales
(GARCIA-GARCIA y DOLORES-FLORES, 2018). Es oportuno mencionar que “la investigacion en
Educacion Matematica puede validar estas tipologias, pero, también, podria incluir otras
categorias aun no identificadas” (GARCIA-GARCIA, 2019, p. 131).
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Figura 3: Caracterizacion y proyeccion de la conexién metaforica.
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Fuente: Tomado de Rodriguez-Nieto et al. (2020).

2.3 Algunas herramientas del Enfoque Ontosemiético (EOS)

El EOS es un sistema teorico inclusivo y articulador sobre el conocimiento y la instruccién
matematica, el cual fue impulsado por la necesidad de clarificar y mejorar nociones tedricas y
metodologicas de diferentes marcos teoricos usados en Educacién Matemética desde uma
perspectiva unificada (GODINO y BATANERO, 1994). También, este enfoque surge para
responder a preguntas: ;Qué es un objeto matematico? ;Cual es el significado de un objeto
matematico?; o bien, ; Qué tipos de objetos intervienen en la actividad matematica de un sujeto?
(GODINO et al., 2021; GODINO et al., 2019).

En el EOS, segun Font, Godino y Gallardo (2013), la actividad matematica se puede
entender desde una perspectiva institucional o personal, modelada en términos de practicas y de
configuracién de objetos primarios y procesos activados en dichas practicas. La préactica
matematica es “toda situacion o expresion (verbal, grafica, simbolica) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucidn obtenida, validarla o generalizarla
a otros contextos y problemas” (GODINO y BATANERO, 1994, p. 334). En estas practicas

intervienen objetos primarios — entendidos en un sentido amplio como cualquier entidad
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involucrada en la actividad matematica y que puede reconocerse como una unidad (FONT et al.,
2013), por ejemplo: problemas, notaciones, definiciones, proposiciones procedimientos y
argumentos. Los objetos primarios que emergen en la practica matematica pueden hacerlo de
diferentes maneras, las cuales son el resultado de las distintas maneras de ver, hablar, operar,
etc. sobre los objetos primarios; lo cual permite hablar de objetos primarios personales o
institucionales, ostensivos 0 no ostensivos, unitarios o sistémicos, intensivos o extensivos y de
contenido o expresion (GODINO, BATANERO y FONT, 2007). En el EOS se tienen en cuenta seis
objetos primarios (ver Tabla 2), que relacionados entre si forman configuraciones de objetos
primarios (GODINO et al., 2019).

Tabla 2: Objetos primarios desde la perspectiva del EOS

Objetos primarios Descripcion

Situaciones problemas/Tarea

()

Tareas intra y extramatematicas, ejercicios, ejemplos, preguntas, etc.

Términos, expresiones, notaciones, graficos, etc. en sus distintos

Elementos lingdisticos (E-L) registros (escrito, oral o verbal, gestual, grafico, tabular, simbdlico, etc.)

Son introducidos mediante definiciones o descripciones, explicitas o0 no

Conceptos/Definiciones (D) (recta, punto, funcion, derivada, pendiente, funcion, efc.)

Proposiciones/propiedades

(Pr) Declaraciones o propiedades sobre los conceptos, etc.

Procedimientos (Pc) Algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, usar férmulas, reglas, etc.

Son enunciados utilizados para validar o explicar las proposiciones y

ATGUITEIRE ) procedimientos, ya sean deductivos o de otro tipo.

Fuente: Tomado de Godino et al. (2007; 2019)
Una configuracion esta definida como “las redes de objetos intervinientes y emergentes

de los sistemas de préacticas. Estas configuraciones pueden ser epistémicas (redes de objetos
institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales)’ (GODINO et al., 2010, p. 254). La
configuracién epistémica es el sistema de objetos primarios que, desde una perspectiva
institucional estan involucrados en las practicas matematicas llevadas a cabo para resolver un
problema especifico y la configuracion cognitiva es el sistema de objetos matematicos primarios
que un sujeto moviliza como parte de las practicas matematicas desarrollas para resolver un
problema especifico (GODINO et al., 2019).

El conjunto de objetos primarios de la Tabla 2 emerge en la actividad matematica a través
de la activacién de procesos matematicos primarios (comunicacion, planteamiento de problemas,
definicién, enunciacion, elaboracién de procedimientos y argumentacion) derivados de la
aplicacion de la perspectiva proceso-producto a dichos objetos (GODINO et al., 2007). Estos
procesos se dan juntamente con los derivados de aplicar la dualidad proceso-producto a las cinco
dualidades comentadas anteriormente (institucional/personal, expresion/contenido, ostensivo/no

ostensivo, unitario/sistémico y extensivo/intensivo): personalizacidn-institucionalizacién; sintesis-
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analisis; representacion-significado; materializacion-idealizacion; generalizacién-particularizacion
(FONT et al., 2013; FONT et al., 2016; GODINO et al., 2007; GODINO et al., 2010; LUGO-
ARMENTA, PINO-FAN y RUIZ, 2021), ver Figura 4. Para Godino et al. (2007), la resolucion de
problemas y el modelado matematico deben denominarse “hiperprocesos” matematicos que

combinan algunos de los procesos comentados.

Figura 4: Representacion ontosemiética del conocimiento matematico
Institucional

Personal
Fuente: Tomado de Font y Contreras (2008)

En el EOS se considera fundamental la nocion de funcién semiética que permite relacionar
las practicas con los objetos y procesos que se activan y admite construir una nocion operativa del
conocimiento, significado, comprension y competencia (GODINO et al., 2007). Una funcién
semidtica es una relacion triddica entre un antecedente (expresion/objeto inicial) y un consecuente
(contenido/objeto final) establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto
criterio o codigo de correspondencia (FONT, 2007). Por ejemplo, dado un objeto matematico
(expresion), el significado es el objeto matematico considerado como contenido (GODINO et al.,
2010). Las funciones semiéticas se infieren cuando se observa la actividad mateméatica desde la

dualidad expresion/contenido (ver esquema en la Figura 5).

Figura 5: Esquema de la funcion semidtica

Codigo de

) Consecuente/Contenido
correspondencia

Antecedente/Expresion

Objeto 1

> Objeto 2

Fuente: Tomado de Rodriguez-Nieto et al. (2020)

14 Revemop, Ouro Preto, Brasil, v. 3, €202115, p. 1-32, 2021



revemop

En el networking entre la TAC y el EOS (RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021), la funcién
semidtica es mas general que la nocién de conexion matematica, dado que las conexiones se
consideran casos particulares de funciones semidticas de caracter personal o institucional. En la
TAC, la conexidén matematica puede ser verdadera o no, lo cual se reinterpreta desde el EOS de
la siguiente manera: cuando un sujeto hace una conexion correcta coincide con la institucional y

cuando es incorrecta solo es de tipo personal.

3 Metodologia

Esta investigacion es de tipo cualitativa (COHEN, MANION y MORRISON, 2018),
enfocada en analizar la comprension de estudiantes universitarios cuando resuelven una tarea
sobre la derivada dada la expresion algebraica de la funcion g. El estudio se desarrollé en tres
etapas: 1) seleccion de los participantes, 2) disefio de la tarea en la que debian esbozar la grafica
de g y explicar la relacion que tiene con la de la derivada y aplicacion de las entrevistas
semiestructuradas, y, 3) andlisis de la actividad matematica de los estudiantes para identificar las

conexiones y su comprension matematica.

3.1 Participantes y contexto

Los participantes fueron dos estudiantes (una mujer y un hombre) con edad promedio de
19 afios, quienes cursaban el primer afio de Licenciatura en Matematicas de una Universidad del
suroeste mexicano. Fueron seleccionados porque en su primer semestre de la carrera, habian
aprobado la asignatura de Calculo Diferencial donde se desarroll6 el tema de la derivada y sus
aplicaciones. Ademas, la coordinacion de la Facultad de Matematicas permitié que el primer autor

de este articulo ingresara al aula de clases e interactuar con los estudiantes.

3.2 Método de recoleccion de datos

Para la recolectar la informacion primero se disefi¢ una tarea sobre la expresion algebraica
de la funcién para hallar la derivada y las gréficas de g y g’y, luego, se aplicaron entrevistas
semiestructuradas cuando los estudiantes resolvian la tarea propuesta. Se optd por las entrevistas
semiestructuradas porque permiten establecer un dialogo entre el investigador y los participantes
con el fin de profundizar sobre el tema de interés (COHEN et al., 2018). Cabe destacar que, el

investigador (1) hacia preguntas con base en las respuestas de los entrevistados (E1y E2).
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3.2.1 Tarea

La tarea se propuso para explorar las conexiones matematicas y la comprension cuando
los estudiantes la resolvieran. Ademas, se considerd lo sugerido por la literatura sobre las
conexiones y la derivada, esto es, que la mayoria de los estudiantes no hacen la graficade g 0 g’

porque no se les suministra la expresion algebraica.
3
Tarea: Dada la funcion g(x) = x? — 2x2% 4+ 3x + 1, a) encuentre los intervalos en los

que g es creciente o decreciente, b) determine donde la funcién tiene maximo relativo o minimo
relativo, c) halle los puntos de inflexion de la funcion, d) determine donde la grafica es concava
hacia arriba 0 concava hacia abajo, e) realice una grafica de la funcién derivada g', y, f) explique

ampliamente ¢ Qué relacion tiene la grafica de g con la gréfica de g’?

3.3 Método de analisis de datos

El anélisis de datos se llevo a cabo teniendo en cuenta dos métodos. Por una parte, se
usé el andlisis tematico considerado por la TAC donde se siguen seis fases (familiarizacion con
los datos, generacion de cddigos iniciales, busqueda de temas, revision de temas, definicion y
nombramiento de temas y el reporte) (BRAUN y CLARKE, 2006), y por otra, se utilizo el modelo
de analisis de la actividad matematica propuesto por el EOS. Ambos métodos, segun Rodriguez-
Nieto et al. (2021), basicamente, son anélisis de contenido tematico. En este sentido, en el analisis
tematico de la TAC, se utiliza una tipologia de conexiones matematicas establecidas a priori en el
marco tedrico, mientras que el analisis realizado con el EOS utiliza diversas herramientas
(préacticas, objetos, procesos y funciones semibticas). Ahora bien, aunque el nivel de detalle de los
dos métodos de anélisis es diferente, ambos son complementarios. No obstante, en esta
investigacion solo se consideraran: la primera fase del analisis tematico (TAC) y los siguientes
tipos de analisis de la actividad matematica de los estudiantes propuestos en el EOS: practicas,

configuraciones de objetos primarios y funciones semiéticas (ver Tabla 3).

Tabla 3: Método para analizar la actividad matematica
Fases Descripcion

Transcripcion Las entrevistas realizadas se transcriben y se leen para que el investigador se

1 de las familiarice con los datos recolectados. Ademas, se revisan las producciones escritas,
entrevistas  que, de hecho, es la primera fase del analisis tematico de la TAC.

Se explica matematicamente, lo que hace el sujeto cuando resuelve la tarea. En ella

Narrativa L . . .
emooral ¢ encuentran las practicas realizadas por el estudiante o el profesor y algunos objetos
P primarios que, metaforicamente, juegan el papel de los protagonistas de la narrativa.
Practicas A partir de la narrativa se describen las practicas matematicas entendidas como una
" secuencia de acciones, reguladas por reglas institucionalmente establecidas,
matematicas

orientadas hacia la resolucion de un problema (FONT et al., 2013).
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Se construye la configuracién cognitiva que es el sistema de objetos matematicos
primarios que un sujeto moviliza como parte de las practicas matematicas desarrollas
para resolver un problema especifico (GODINO et al., 2019).

Funciones  Se establecen las funciones semiéticas entre los objetos primarios de la configuracién
semidticas  cognitiva.

Fuente: Adaptado de Rodriguez-Nieto et al. (2021)

Configuracién
cognitiva

4 Resultados
Los resultados se presentaran siguiendo las fases de andlisis de la Tabla 3. La primera

fase del método no se muestra porque se usara para dar evidencias en el desarrollo de las otras
fases (2 hasta la 5). Ademas, solo se mostraran los resultados completos de E1y, del E2 se

reflexionara sobre su comprensién, practicas y conexiones matematicas.

4.1 Narrativa
Se le propuso la tarea al estudiante E1, quien la leyé y la comprendi6, dado que
inicialmente entendid la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto y

el punto critico donde la derivada se hace cero. Luego, calculé la primera derivada de la funcién
3
glx) = % —2x%+3x+ 1, obteniendo como resultado g’(x) = x? —4x + 3. Este

polinomio cuadratico, E1 lo iguald a cero y completando cuadrado encontr6 los puntos criticos
(x = 1y x = 3). Posteriormente, determiné los intervalos de crecimiento (—o0,1) y (3, +) y
decrecimiento (1, 3) evaluando a g en valores cercanos a los puntos criticos, y, con base en esta
informacion, E1 hall6 el punto méximo de g que se encuentraen x = 1y el punto minimoen x =

3. Seguidamente, calcul6 la segunda derivada y la igual6 a cero g”(x) = 2x — 4 = 0, con el fin
de encontrar el punto de inflexion (2, g) En este contexto, E1 asumi6 que el punto de inflexion

es aquel donde g cambia de concavidad y, con esto, determind los intervalos donde g es concava
hacia abajo (—o, 2) y cdncava hacia arriba (2, +0). Por Ultimo, con base en la informacion
obtenida, E1 dibuj6 las graficas de g y g’, y para ello, traz6 un plano cartesiano, ubico puntos,

elaboré una tabla de valores que le permitié encontrar otros puntos y dibujar las graficas.

4.2 Practicas matematicas (Pm)

En la Tabla 4 se presentan las practicas matematicas realizadas por el estudiante E1

cuando resolvio la tarea propuesta.
Tabla 4: Descripcion de las practicas matematicas de E1
Pm Acciones secuenciadas
El estudiante E1 leyé y comprendié la tarea propuesta (Comprendié la derivada como la
Pm1 pendiente de la recta tangente a una curva en un punto y el punto critico como el valor en x
donde la derivada se hace cero).
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3
Calculé la derivada de la funcién g(x) = X —2x% + 3x + 1, obteniendo como resultado

3
d(x™)

Pm2 9'(x) = x* — 4x + 3. Para ello, implicitamente us6 la formula ——= nx™" 1y reglas de

derivacion: derivada de la suma de dos funciones y derivada de una funcién multiplicada por una

constante.

Calculd los puntos criticos de la funcién. Para ello, considerd el criterio de la primera derivada,
Pm3 igualé a cero la derivada x? — 4x + 3 = 0, completd cuadrado, realizo algunas operaciones
algebraicas, aritméticas y expresiones equivalentes, hasta encontrar los puntos (x = 1y x = 3).
Determiné los intervalos de crecimiento (—oo,1)y (3, +o0) y decrecimiento (1,3). Para
lograrlo, consider el criterio de la primera derivada y sustituyé x = 0 en g y obtuvo g’(0) =
3 > 0, entonces afirmo que en (—oo, 1) la funcién es creciente. Luego, sustituyé x = 2en g
y obtuvo g’(2) = —1 < 0, entonces afirmé que, en (1,3) la funcion es decreciente. Por
Ultimo, sustituyé x = 4 en g y obtuvo g’(4) = 3 > 0, entonces afirmé que, en (3, +0) la
funcion es creciente.
Con base en el punto critico x = 1, E1 encontrd el punto maximo. Para ello usé el criterio de la
primera derivada y sustituyé x = 0 en g’, que es un valor antes de x = 1, de lo cual obtuvo
Pm5 g’(0) = 3 > 0 (positivo). Luego, sustituyé x = 2 en g’ que es un valor después de x = 1,

obteniendo g’(2) = —1 < 0 (negativo). Por lo tanto, E1 afirm6 que en x = 1, g tiene un

maximo.

Sustituyd x = 1 en g, realizd operaciones aritméticas y encontré que el punto maximo es
Pm6 7

(3)

3
Con en el punto critico x = 3, E1 encontré el punto minimo. Sustituyé x = 4 (valor después de
Pm7 x = 3)en g’, obteniendo g’(4) = 3 > 0 (positivo). Por lo tanto, E1 afirmé queenx =3, g
tiene un minimo.
Pm8 Sustituyé x = 3 en g, realizd operaciones aritméticas y hallé el punto minimo (3, 1).
Encontré el punto de inflexion por medio del criterio de la segunda derivada. Es decir, hall6 la
segunda derivada de g, laigual6 a cero g”(x) = 2x — 4 = 0, despejé y obtuvo que x = 2.

Pm4

Pm9

Evalué x = 2 en g y obtuvo la imagen 3 lo cual le permitié encontrar el punto de inflexion

(23)

Determind los intervalos de concavidad (—oo,2) y (2, +0). Para ello, uso el criterio de la
segunda derivada, mencionando que, si la segunda derivada en un intervalo es menor que cero
entonces la funcion es concava hacia abajo, por ejemplo, E1 evaluba x = 1 en g” que es un
Pm11 valor que esta antes de x = 2 y obtuvo que g”(1) = —2 < 0. Por lo tanto, g es concava
hacia abajo en (—oo, 2). Posteriormente, evalu6 x = 3 en g” que es un valor que esta después
de x = 2, obteniendo que g”(3) =2 > 0. Por lo tanto, g es concava hacia arriba en
(2, +00).

Identificd que el punto en x = 2 si es el punto de inflexién porque genera el cambio de ser
concava hacia abajo a cdncava hacia arriba.

Pm13 Para hacer la gréfica de g, E1 primero dibuj6 un sistema de coordenadas cartesianas.

Pm14 Ubicé los intervalos donde g es creciente y decreciente.

Pm10

Pm12

Pm15 Ubicé en el plano el punto méximo (12) y punto minimo (3, 1) y los puntos de corte con el eje

X.

3
Pm16 Construyé una tabla de valores para graficar a g(x) = x? —2x% +3x + 1.
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Pm17

Ubic6 los puntos obtenidos en la tabla de valores en el plano cartesiano.

Pm18

Dibujo la gréfica de g(x) = < — 2x? + 3x + 1.

Pm19

Para hacer la grafica de g’, E1 hizo un sistema de coordenadas cartesianas.

Pm20

Ubico los puntos en el plano donde la derivada se hace cero: (1,0) y (3,0).

Pm21

Construy6 una tabla de valores para graficar a g’(x) = x? — 4x + 3.

Pm22

Ubicé los puntos obtenidos en la tabla de valores en el plano cartesiano.

Pm23

Dibujo la grafica de g’(x) = x? — 4x + 3.

Pm24

Enuncio caracteristicas de las funciones, afirmando que ambas funciones son continuas, que la
gréfica de g tiene un maximo y un minimo, y la grafica de g’ solo tiene un minimo.

Pm25

Enuncié que la derivada es una funcién de grado menor que la funcién original.

Fuente: Elaboracién propia

4.3 Configuracion cognitiva de E1

Ahora bien, con base en la narrativa y descripcion de las practicas matematicas, se

construye la configuracién cognitiva de E1 considerando los objetos primarios (OP) (ver Tabla 5).

Tabla 5: Descripcion detallada de los objetos primarios

OP

Descripcion

3
Dada la funcién g (x) = % —2x2 +3x +1,

T1: a) Encuentre los intervalos en los que g es creciente o decreciente.

T2: b) Determine dénde la funcion tiene méximo relativo o minimo relativo.

T3: c) Halle los puntos de inflexion de la funcién.

T4: d) Determine donde la grafica es concava hacia arriba o concava hacia abajo.
T5: e) Realice una grafica de la funcién derivada g'.

T6: f) Expliqgue ampliamente ¢ Qué relacion tiene la gréfica de g con la gréfica de g'?

Verbal: punto, punto critico, punto maximo, punto minimo, punto de inflexién, recta, grafica,
ecuacion, recta tangente, derivada, segunda derivada, derivada en un punto, concavidad hacia
arriba y hacia abajo, funcién creciente y decreciente, intervalo, plano cartesiano...

E-L

Simbdlico: g(x) = %3 —2x%24+3x+1;, g(x)=x*—4x+3; g"(x) =2x—4;, x =1,
x =3; x=0; x =2; x =4, intervalos de crecimiento: (—oo, 1)y (3, +0); intervalos de
decrecimiento: (1,3); g(0)=3>0; g(2)=-1<0; g(4)=3>0; g'(0) =3>0;
g2)=-1<0; g'(4) =3>0; punto méximo (12) y minimo (3,1); intervalos de
concavidad hacia abajo (—oo, 2) y hacia arriba (2, +0); g”(1) = -2 < 0; g”’(3) =2 > 0;
puntos de corte (1,0) y (3, 0); punto de inflexién: (2, g)

Tabular: ver Figura 6.
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Figura 6: Tablas de valores para graficara g y g’
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Fuente: Elaboracién propia

Gréfico: ver Figura 7.

Figura 7: La gréfica de g y la grafica de g’
3wYu'cu de g'('x) = Xt - Mxi3

Y

Exa Ve de

gxy = A';—}-J\x"v)nfxl\

Fuente: Elaboraci6n propia

Conceptos previos: punto, punto maximo o minimo, punto de inflexién, punto critico, recta,
gréfica, ecuacion, recta tangente, derivada, segunda derivada, derivada en un punto, punto de
corte con un eje.

D1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto.

D2: Un numero critico de g es un nimero ¢ en el dominio de g tal que g’(c)=0 0 g'(c)=0 no existe
D3: Sea g continua en c. Llamamos a (c, g(c)) un punto de inflexion de la gréfica de g, si g es

concava hacia arriba a un lado de ¢ y concava hacia abajo del otro lado de ¢ (PURCELL,
VARBERG y RIGDON, 2007).

Proposiciones previas: propiedad conmutativa.

Pr1: Los puntos criticos estanenx = 1y x = 3.

Pr2: Intervalos de crecimiento son: (—o0, 1)y (3, +o0) y el intervalo de decrecimiento es:
(1,3).

pr Pr3: El punto maximo es ( ) y el punto minimo es (3, 1).

Pr4: El punto de inflexion es (2, 2)

Pr5: g es concava hacia abajo en (—o, 2) y concava hacia arriba en (2, + ).
Pré: Las funciones g y g’ son continuas.
Pr7: La derivada es una funcion de grado menor que la funcién original.

20

Procedimiento principal 1 (Pcp1): Determinacion de los intervalos en los que g es creciente o
decreciente.

Procedimientos auxiliares (Pca1.1): Calcular la derivada de una funcién de tercer grado
(Figura 10).
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Pca1.2: Determinar los puntos criticos de la funcion. Para ello, usa el criterio de la primera derivada
y método de completar cuadrado para factorizar la ecuacion cuadrética (ver Figura 8).

Pca1.3: Evaluar la funcion con valores de ubicados antes y después de los puntos criticos para
determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion (ver Figura 8).

Figura 8: Procedimiento para hallar la derivada, puntos criticos e intervalos de crecimiento y
decrecimiento

\
|

3 2 e \
Du %U\\: —3 =1 t S'Xj =)

I
Pcald | < Qoxto
[ K= ! > 'X= 3

los ?ui\LO‘_’) &\dku’(os sonr

3 glaxy= A - A% D

@-W{t\ﬂo)v—m : 5 (—-OO 2 \> - Q\ " 3\) Lj/ ¥ oo) . Pca1'3
e wWHod CJ'('-\) =0 deCuh 2

l g’L0> -3 >0 lo fundon o secien

2 =0 [ -;\‘
,Xl = 4 oE R y <0 o Funcuon € dewew s

f
toraplot L\\\(!b LULL(“(L\JO) f 3(15 £ il
| ( o la Foaadon o5 clecued=
.'(_L\’\) = 3>0
~* - X 1y - -3ty f S ‘
: ( (Ao \\ la  foncdon &> @ecuen
L A i ] ol I .
('X - 7\) 7 Pca1.2 ; (‘ = ) lca fFuncuon &5 detecden
N, 3 .
i s la Yoacden 3 csecien s
SAac= 3 I(' (3 ; 003 A
- =5 1:1 p— -
x ]‘ ) [T
'Xf:’i‘*dj - 4 :
e i (o) cucnte
iy ,:J de lo Foncdon es  exetu
-PC\‘CA Cf\KOI\\\ @\ ong &

ch,C&G(U:c'\"b C\&kVCQO_S

( ur\ko 3 de aVlEAGER  2on
Leonenos CRODER Pk

ooy o

Fuente: Elaboracién propia

Pcp2: Calcular los extremos de la funcién: maximo y minimo.
Pca2.1: Evaluar la funcion derivada g’ en los puntos criticos y considerar los intervalos de
crecimiento y decrecimiento (ver Figura 9).

Figura 9: Procedimiento para encontrar los maximos y minimos
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Fuente: Elaboracidn propia

Pcp3: Calcular el punto de inflexién de la funcion.

Pca3.1: Calcular la derivada de una funcion de segundo grado (ver Figura 10).
Pca3.2: Aplicar el criterio de la segunda derivada, propiedades de inversos aditivos y
operaciones aritméticas para hallar x = 2 (ver Figura 12).

Pca3.3: Evaluara g en x = 2 para encontrar el punto de inflexién (22) ver Figura 10.
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22

Figura 10: Procedimiento para calcular el punto de inflexion

C abexwen Vidlizames o squadu
C) _Pc\\u L‘,Mo(\\\u\ el ?ut\\o de  dallexden SIS A eD } j"

colNemos [ ecvacuion
. 15 ’uMcq A co\G V] VY a =
cl(',\b\\lt\c\(.\ e l’\f}U“’
q}"(*\ =4
A=A =0
=7 . G
A B _gherl =3 :
3

deionblex & on:

4()- A ey Vel

: 7 \ T,U.\\(\
e Al ‘p\)l\\O (21 i}} o ©

Fuente: Elaboraci6n propia

Pcp4: Determinar los intervalos de concavidad de la funcion.
Pcad.1: Aplicar el criterio de la segunda derivada (ver Figura 11).
Pcad.2: Evaluar a g en dos puntos ubicados antes y después del punto de inflexion (Figura 11).

Figura 11: Procedimiento para determinar los puntos de concavidad
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Fuente: Elaboracion propia

Pcp5: Representacion grafica de la funcion g vy la de su derivada g’

Pca5.1: Representacion gréfica de g a partir de la expresion algebraica y una tabla de valores
(ver Figuras 6y 7).

Pca5.2: Representacion grafica de g’ a partir de la expresion algebraica y una tabla de valores
(ver Figuras 6y 7).

Argumento 1 (A1): Tesis: Estos son los intervalos de crecimiento (—oo, 1)y (3,+) y el
intervalo de decrecimiento es: (1, 3).

Razén 1 (R1): Si una funcion es continua, los puntos criticos separan intervalos de crecimiento
y/o decrecimiento.

R2: En g, los puntos criticos son x = 1y x = 3 porque para estos valores la derivada vale 0.
R3: Existen tres intervalos y el signo de la derivada en cada uno siempre es el mismo. Si el signo
es negativo es decreciente, y si el signo es positivo es creciente.

R4: Basta buscar el signo de la derivada para un valor cualquiera del intervalo. Para x = 0 la
derivada es positiva, por tanto, en el intervalo (—oo, 1) g es creciente. Para el valor x = 2 la
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derivada es negativa, por tanto, en el intervalo (1, 3) g es decreciente. Para x = 4 la derivada
es positiva, entonces en el intervalo (3, +0) g es creciente.

Conclusion 1: g es creciente en los intervalos (—oo, 1) y (3, +0) y decreciente en el intervalo
(1,3).

A2: Tesis: Este es el punto maximo (1, g) y este es el punto minimo (3, 1).

R1: En el intervalo (—0,1) la funcién es creciente y en el intervalo (1,3) la funcion es
decreciente, porque para un valor anterior a x = 1 la derivada es positiva y para un valor después
de x = 1, la derivada es negativa, por tanto, g tiene un maximo en x = 1. Luego, en el intervalo
(3, +00) la funcién es creciente dado que, para un valor en este intervalo la derivada es positiva,
entonces g tiene un minimo en x = 3.

R2: Laimagendex = 1esg(1) = g ylaimagendex = 3es g(3) = 1.

Conclusion 2: El punto maximo es (1%) y el minimo es (3, 1).

A3: Tesis: El punto de inflexién de la funcion es (2;)

R1: Si una funcién es continua, los puntos de inflexién separan intervalos de concavidad (céncava
hacia arriba a concava hacia abajo o viceversa).
R2: g tiene un punto de inflexion en x = 2 porque la segunda derivada g” en ese valor es igual

a0.
R3: Encuentra laimagen de x = 2 que es g(2) = g
Conclusién 3: (Zg) si es el punto de inflexién.

Ad4: Tesis: g es concava hacia abajo en (—oo, 2) y céncava hacia arriba en (2, +0).
R1: El punto de inflexion es (2, g) existen dos intervalos y el signo de la segunda derivada en

cada uno siempre es el mismo.

R2: Basta buscar el signo de la segunda derivada para un valor cualquiera del intervalo. Para x =

1 la segunda derivada es negativa, por tanto, en el intervalo (—oo, 2) g es concava hacia abajo.

Para el valor x = 3 la segunda derivada es positiva, por tanto, en el intervalo (2, +0), g es

concava hacia arriba.

Conclusion 4: g es concava hacia abajo en (—oo, 2) y concava hacia arriba en (2, +0).
Fuente: Elaboracién propia.

4.4 Funciones semiéticas (FS)

A continuacion, en la Figura 12 se presentan algunas funciones semiéticas.
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Figura 12: Funciones semidticas establecidas con los objetos primarios por parte de E1

Elementos lingiiisticos ES (" Situacién problema / Tarea N Conceptos / Definiciones
Verbal: funcién creciente y decreciente, | @ Dada la funcion g(x) = %z —2x? +3x+1, C"”‘"P”’_Pm‘”: punto maximo 0 minumo, punto de mﬂ.emon,
punto, punto critico, punto méximo, punto ~[T1: Hallar los intervalos de crecimiento y punio crilico, recta, gaﬁ:a‘ ecuacitn, Tecta tangente, derivada,
minimo, punto de inflexién, recta, gr,;ﬁca=<2 decrecimiento de la funcién. ) segunda derrvada, derivada en un punto, punto de corte, ...
ecuacién, recta tangente, primera derivada # |—T 3 DI1: La derivada es la pendiente de la recta tangente a la curva en
segunda derivada, derivada en un punto, T?2: Determinar los maximos y minimos. un puato.
_Cmm“dad hacia arr_ﬂ)a y hacia abajo., T3: Halle los puntos de inflexién de la funcién. o L . .
intervalo, plano cartesiano. .. T4: Def © los intervalos de concavidad D2: Un mimero critico de una funcidén g es un nimero c en el
Tabular: [< 123 ) . - o - dominio de g tal que g’(¢)=0 o g’(c)=0 no existe.
T,S. ) Realice una grafica de la funcion derivada D3: “Sea g continua en . L1 05 2 (c. glc)) un
Té: f) Explique ampliamente ;Qué relacién tiene la ’puma de mﬂmm de la grifica de &sges
L B, 4fica de g con la grifica de g2 céncava hacia arriba a un lado de ¢ y concava
: j — = T & = - hacia abajo del otro lado de £” (Purcell ef al., 2007, p. 159).
Grifico: A T\.i Procedimientos (Tabla §)
P e (5) Pepl
— Peal.l«
Proposiciones Peal2
) i . Proposiciones previas: propiedad conmutativa. N C R
—_— 3 N #Prl: Los puntos criticos estinenx=1 yx=3. — r —Pcal 3.
j P Wiiyoe |, Pr2: Los intervalos de crecimiento son: (—co, L)y (3, +00) y el intervalo Pcp2.
14 1 ’," de decrecimiento es: (1,3). Peca2.1.
Simbalico: g(x) =§ x4 ax 41 ] Pr3:El punto méximo s (1, é) v el punto minimo es (3, 1). Pep3
gx) =x% —dx 4+ 3e————— ;" Prd: El punto de inflexién es (z. 9 Pea3.1.
=1, x=3 | Pr5: Lafoncién es céncava hacia abajo en (—00,2) y céncava hacia Pea3.2.
FOSE0 EQSIR g=ie0  ———| aha e (2 ¥, > Pea3.3.
I de crecimiento: (—¢o, 1)y (3, +00); [ de @ Pré6: Las funciones g y g’ son continuas. PC[)4.
decrecimiento: (1, 3); g'(x) = f’ Pr7: La derivada es una funcién de grado menor que la funcién original Pcad.l.
2x—4: x=0. x=2 x=4 g (0)=3>0; Pcad 2.
g(2)=-1<0; g(4)=3>0, P. miximo / Argumentos (ver Tabla 5) P
7 o . cp5.
(1, §J v minimo (3, 1) I de concavidad 7 Peas.1
Bacia abajo (—05,Z) v hacia arriba Al A2 A3 Ad Pesa
(2 +o);  g"(D=-2<0; g"(3)=2>0: P de 2.
corte (1.0)y (3. 0): P. de inflesidn: (zg) R1-R2-R3-R4 RI1-R2 RI1-R2-R3 R1-R2

Fuente: Elaboracién propia

En la Tabla 6 se presentan algunos casos de conexiones matematicas establecidas por E1 al

resolver la tarea (Figura 12), teniendo en cuenta el conglomerado de préacticas, procesos, objetos

y funciones semidticas que constituyen a la conexion.

Tabla 6: Andlisis detallado de la actividad matematica de E1 al resolver la tarea 3

Pm Procesos Objetos Fungllolnes Conexllqn
semidticas ~ matematica
Significacion / Tarea (T1)
comprensién. D1: La derivada es la pendiente de la recta FS1
Pm1 Problematizacién. tangente a la curva en un punto.
-Resolucion  de ) B 5 FS2,FS3y
oroblemas- D?: Un ndmero cr/t/go'de una funcion g es un FS4 Significado
Enunciacion numero ¢ en el dominio de g tal que g’(c) =
0.
Resolucion de
problemas Pca1.1: E1 calcula la derivada de g, que es FS5, FS6,
Pm2 Representacion  igual a g'(x) = x? —4x + 3, usando Procedimental
(verbal y implicitamente la formula %n) =nx"1, FS7
simbdlica) *
Resolucionde  Pca1.2: Calculd los puntos criticos de la
problemas funcidn. Uso el criterio de la primera derivada, ,
Pm3  Representacion igualé a cero la derivada (x? — 4x +3 = FS8YFS9  Procedimental
(verbal y 0), completd cuadrado y encontré los puntos
simbdlica) criticos (x = 1y x = 3).
Pca1.3: Determind los intervalos de
Resolucion de  crecimiento (—=o0,1)y (3,+x) y FS10y
Pm4  Problemas  decrecimiento (1,3). Uso el criterio de la  FS11 Procedimental
Representacién primera derivada y sustituy6 x=0 en g y obtuvo

24

g’'(0) = 3 > 0, luego, sustituyd x = 2eng
y obtuvo g’(2) = -1<0, y, por ultimo,
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sustituyd x = 4engyobtuvog’'(4) =3 >

0.

Afirm6é que en (—oo,1) la funcién es

creciente. Enuncié que, en (1, 3) la funcion FS12y
es decreciente. Enunci6 que, en (3,+) la FS13
funcidn es creciente.

Argumentacion
Enunciacion
Representacion

Implicacién

Fuente: Elaboracién propia

Por ofra parte, el estudiante E2 tuvo dificultades para resolver la tarea, dado que, no
establecid conexiones clave o necesarias soportadas a partir de practicas (Pm diferentes a las de
E1), procesos, objetos y funciones semitticas. En este contexto, E2 primero leyé la tarea y al
parecer la entendio (Pm1). Segundo, halld la derivada de g que le resultd g’ (x) = x2 — 4x + 3
(Pm2). Tercero, E2 encontré la segunda derivada g''(x) = 2x — 4 (Pm3). Luego, igualé la
derivada a cero obteniendo que el valor x = 2 es el punto minimo (Pm4). Seguidamente, evaluo
la funcién g en x = 2, considerando que y = —g es el maximo de la funcién (Pm5), y, por ultimo,
E2 dibuj6 una grafica que no representa a la funcion y tampoco a su derivada (Pm6) (ver Figura
13).

Figura 13: Procedimiento realizado por E2
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Fuente: Elaboracién propia

5 Discusion y reflexiones sobre la naturaleza de la comprension matematica

Para E1, se han analizado las conexiones matematicas que establece cuando resuelve
una tarea sobre la derivada enfatizando en las practicas, procesos, objetos y funciones semidticas
que los relacionan, que es una perspectiva de analisis detallado lograda en la articulacion entre la
TAC y el EOS (RODRIGUEZ-NIETO et al., 2021). Asimismo, las conexiones matematicas también
informan acerca del tipo de comprensidn sobre la derivada que tiene E1, dado que, sus respuestas
fueron correctas teniendo en cuenta la actividad matematica y las conexiones que establecio, que,
de hecho, son institucionales. A partir de las conexiones se infiere que, E1 tiene un tipo de
comprension de la derivada que le permite usarla de manera competente y argumentada para
resolver tareas en un contexto grafico. De esta manera se validan las afirmaciones de Berry y
Nyman (2003); Cai y Ding (2015), Garcia-Garcia y Dolores-Flores (2019), NCTM (2000), entre
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otros, cuando revelan que, hacer conexiones matematicas es un buen indicador para la
comprension de conceptos matematicos.

Para el caso del estudiante E2 se desarroll6 un proceso similar al descrito con E1 y, se
realizb una comparacion entre el analisis de la actividad matematica realizada por E1y la realizada
por E2. Esta comparacion permite observar las practicas matematicas que faltan o la conexion
incorrecta (conexién personal) que hacen los estudiantes; lo cual explica la causa de las
dificultades que ha tenido para resolver correctamente la tarea. En la Figura 14, se presenta la
produccion escrita de E2 cuando resolvi6 la tarea, no obstante, en la Pm4 hizo una conexion

incorrecta entre el valor donde la segunda derivada se hace cero y el punto minimo. Luego, en

Pmb5 establecid otra conexion incorrecta entre el punto (2, — g) y el punto méximo de la funcién.

3
Por ultimo, E2 conecta de forma incorrecta la funcion g(x) = x? — 2x% + 3x + 1y la gréfica

(ver Figura 13). Estas conexiones incorrectas hacen que E2 no realice las otras Pm que son clave
o indispensables para resolver la tarea de forma correcta. Asimismo, esta situacion manifiesta que
E1 tiene una comprension, que podriamos decir de tipo instrumental, sobre el uso de la primera 'y
segunda derivada, pero no llega a tener una comprension, que podriamos llamar conceptual, que
le permita esbozar la gréfica de la funcidn y relacionarla con la grafica de su derivada.

Ahora bien, lo mas relevante es que hemos podido explicar la comprension de los
estudiantes con base en el establecimiento o0 no de determinadas conexiones, las cuales, a su
vez, son una manera compactada de considerar una porcion de actividad matematica que implica
determinadas practicas y procesos, donde intervienen objetos primarios que se relacionan por
medio de funciones semidticas. Consideramos que este estudio podria ampliarse con una

poblacién mayor de participantes para geneneralizar la tematica de la comprension.
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