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Conhecimento de Probabilidade de alunos do Ensino Médio apds o
ensino

José Antdnio Fernandes
Bruno Marx Braga

Resumo: Neste artigo estuda-se o conhecimento em Probabilidade de alunos brasileiros do ensino médio, apos terem
frequentado as aulas de Probabilidade. No estudo participaram 203 alunos do 3.° ano do ensino médio, que
frequentavam uma escola publica e uma escola privada da regido de Brasilia. Os alunos resolveram varias questdes
de Probabilidades, das quais vamos aqui analisar duas. Em ambas as questfes, de entre dois acontecimentos, os
alunos deviam identificar o mais provavel ou se eram ambos igualmente provaveis. Em termos de resultados, verificou-
se um fraco desempenho dos alunos, claramente pior no caso dos alunos da escola publica. Fundamentalmente, os
alunos basearam as respostas corretas na determinagéo de probabilidades ou na comparagéo do nimero de casos
favoraveis, enquanto as respostas incorretas resultaram da equiprobabilidade de obter qualquer face do dado, ignorar
a ordem dos resultados, comparar 0 nimero de bolas brancas e pretas e comparar probabilidades simples.

Palavras-chave: Probabilidade. Conhecimento. Experiéncias aleatdrias compostas. Ensino Médio.

The Probability knowledge of Secondary School students after teaching

Abstract: This article studies the knowledge on Probability of Brazilian secondary school students, after having
attended Probability classes. 203 students from the 3rd year of secondary school participated in the study, who
attended a public school and a private school in the region of Brasilia. The students solved several Probability
questions, of which we will analyse two here. In both questions, between two events, the students were asked to
identify the most likely or whether both were equally likely. In terms of results, there was a poor student
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1 Introdugao

A Teoria de Probabilidades é uma area cientifica relativamente recente, pelo menos quando
comparada com outras 4reas da matematica, como seja os Nimeros, a Geometria e a Algebra. Foi
apenas no século XVII que as Probabilidades se instituiram como dominio cientifico, mais precisamente,
segundo consta, em resultado da correspondéncia mantida entre Fermat e Pascal em 1654. Por outro
lado, no seu desenvolvimento, assistiu-se a proliferagdo de varias escolas, cada uma com uma
perspetiva diferente do conceito de probabilidade, como referem Batanero, Henry e Parzyz (2005). Ora,
este surgimento mais recente e a existéncia de varias interpretagdes podem dificultar a aquisigdo do

conceito de probabilidade.

Apesar de ser uma area cientifica relativamente recente, a sua importancia néo tem deixado de
aumentar, sendo usada para efetuar previsdes num mundo cada vez mais complexo e imprevisivel. A
crescente relevancia das probabilidades na vida das pessoas e na sociedade, em geral, tem despoletado
o incremento do seu ensino nas escolas de muitos paises. No caso do Brasil, a Probabilidade faz parte

dos programas escolares de matemética ao longo de todo o ensino basico (BRASIL, 2017).

Com o aumento do estudo da Probabilidade na escola, novos desafios sdo colocados aos
professores € aos alunos. No caso dos professores, importa que eles tenham uma formagéo que lhes
permita ensinar Probabilidade de forma adequada, enquanto no caso dos alunos importa saber quais as
aprendizagens que eles atingem e as dificuldades que eles sentem, aspetos esses que sdo fundamentais

se pretendemos melhorar a qualidade do ensino e da aprendizagem.

Com a publicagéo do trabalho pioneiro de Piaget e Inhelder (1951), na sua obra La genése de
l'idée de hasard chez I'enfant, assiste-se a um interesse crescente pelo ensino e aprendizagem da
Probabilidade, sendo muita e diversificada a investigagao realizada desde entdo. Existem variados
estudos sobre o0 conhecimento em Probabilidade dos alunos de diferentes niveis de escolaridade, como
por exemplo: o estudo de Batanero e Borovcnik (2016), relativo ao ensino médio; o estudo de Cardefioso,
Moreno, Garcia-Gonzéles e Jiménez-Fontana (2017), envolvendo futuros professores do ensino médio;
os estudos de Fernandes (1990, 2000), envolvendo alunos do ensino fundamental e médio; o estudo de
Fischbein e Schnarch (1997), envolvendo alunos do ensino fundamental, médio e futuros professores de
matematica; e os estudos de Fernandes (2018) e de Fernandes e Gea (2018), envolvendo futuros
professores dos primeiros anos escolares. Em todos estes estudos constatou-se que os alunos sentiram

dificuldades varias nos contetdos probabilisticos estudados.
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No presente estudo analisam-se as resolugdes de duas questdes de Probabilidades, mais
precisamente de comparacgao de probabilidades em experiéncias compostas por alunos do ensino médio,
no que respeita as respostas dadas pelos alunos e aos raciocinios por eles desenvolvidos no processo
de obtengéo das respostas. Comparativamente com os estudos antes referidos, neste estudo inquiriram-
se 0s alunos sobre duas questdes, uma referente ao contexto de um dado e outra relativa ao contexto
de extracdo de bolas de um saco, relacionando-se o tipo de resposta (correta e incorreta) com tipo de

escola (publica e privada) e com o tipo de raciocinio adotado para a obtengdo dessa resposta.

Seguidamente, nas proximas secgoes, apresenta-se o enquadramento tedrico do estudo, nele
discutindo os estudos prévios sobre o conhecimento dos alunos em Probabilidade, informa-se sobre 0
método de pesquisa seguido no estudo, analisam-se os dados resultantes das resolu¢des dos estudantes
e apresentam-se 0s resultados obtidos e, por fim, sintetizam-se as principais conclusées do estudo e

extraem-se algumas implicagdes didaticas.

2 Enquadramento teérico

No presente estudo, pretende-se que os alunos identifiquem, de entre dois acontecimentos,
aquele que é mais provavel ou se sao ambos igualmente provaveis, portanto, implicando a comparagéao
de probabilidades ou outro raciocinio, como seja a comparagao dos casos favoraveis. Nestas situagdes-
problema, em que se comparam acontecimentos em experiéncias compostas, a investigagédo tem
demonstrado que os alunos apresentam muitas dificuldades, muitas mais do que no caso dos
acontecimentos em experiéncias simples (e.g., CONTRERAS; ESTRADA; DIAZ; BATANERO, 2010;
FERNANDES, 2000; GREEN, 1982; WATSON, 2005).

O desempenho revelado pelos alunos nos estudos sobre concepgdes erradas, designadas
também por ideias intuitivas erradas, é paradigmatico, sendo muito profundas as dificuldades por eles
experimentadas. No caso do estudo de Fernandes (1990), em que foi aplicado um questionario centrado
nas heuristicas probabilisticas (TVERSKY; KAHNEMAN, 1982), enquanto estratégias de resolugao
simplificadas de situagdes-problema, além da falacia da conjungéo (TVERSKY; KAHNEMAN, 1983), em
que se atribui a probabilidade da interse¢do de dois acontecimentos um valor superior a probabilidade de
um dos seus acontecimentos, concluiu-se que alunos do 11.° ano (sem ensino de Probabilidade) e futuros
professores de matematica (com ensino de Probabilidade) revelaram muitas dificuldades e, globalmente,
nao se verificaram diferengas estatisticamente significativas entre o valor do erro cometido por estes dois
grupos de alunos no questionario. Este resultado é particularmente preocupante na medida em que o

ensino de Probabilidade ndo produziu um efeito significativo sobre o erro cometido por esses alunos.
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Os resultados problematicos obtidos no estudo de Fernandes (1990), confirmam-se e
complementam-se no estudo de Fischbein e Schnarch (1997). Neste estudo, como ja foi referido antes,
participaram alunos do ensino fundamental, do ensino médio e futuros professores de matematica, todos
sem ensino de Probabilidade, que foram confrontados com varias situagdes contraintuitivas, portanto,
promotoras de despoletar concepgdes erradas. Enquanto principal conclusao do estudo, salienta-se que
os alunos aderiram em percentagens elevadas a concepgdes erradas para obterem as suas respostas
e, em muitos itens do questionario, assistiu-se a uma adesé@o semelhante as concepgdes erradas em
todos os grupos etarios ou mesmo a um aumento da adesao as concepgdes erradas com o0 aumento da
idade. Este resultado implica que as concepgdes erradas dos alunos devem ser enfrentadas no ensino,

pois 0 seu desenvolvimento cognitivo espontaneo ndo se mostrou eficaz para as ultrapassar.

No estudo de Fernandes (2001), em que estiveram envolvidos 204 alunos do 8.° ano e 209 do
11.° ano, verificou-se que esses alunos sentiram muitas mais dificuldades na comparagdo de
probabilidades em experiéncias compostas do que em experiéncias simples. Considerando o numero
total de respostas corretas dos itens relativos a experiéncias simples e a experiéncias compostas,
observaram-se diferencgas estatisticamente significativas entre 0 8.° € 0 11.° ano, quer nas experiéncias
simples, quer nas experiéncias compostas, favoraveis aos alunos do 11.° ano. Ja entre os alunos 11.°
ano, verificou-se que o ensino de Probabilidade, por que 105 deles tinha passado, ndo determinou
diferencas estatisticamente significativas tanto no caso das experiéncias simples como nas experiéncias
compostas. Conclui-se, assim, que 0 avango no nivel de escolaridade beneficiou a selegao das respostas
corretas, mas 0 mesmo néo aconteceu com o ensino de Probabilidade, tal como também aconteceu nos

estudos, antes referidos, de Fernandes (1990) e de Fischbein e Schnarch (1997).

No que respeita as experiéncias simples, para obterem as respostas corretas, os alunos
recorreram a raciocinios aditivos, a comparagédo de proporcoes, de casos favoraveis e de probabilidades.
Contudo, os raciocinios aditivos (como seja, no caso da comparagéo de probabilidades em dois sacos
com bolas brancas e pretas, comparar 0 numero de bolas brancas, comparar o0 numero de bolas pretas
e comparar 0 numero de bolas brancas e pretas) ndo garantem sempre a escolha da resposta correta,
tal como também se constatou no estudo de Green (1982). Excluindo os raciocinios aditivos, verificou-
se que os alunos do 11.° adotaram, sistematicamente, mais esses raciocinios. No caso das respostas
incorretas, para além dos raciocinios aditivos que conduziram a respostas corretas e incorretas,
dependendo do item em quest&o, salientou-se o raciocinio ambos os acontecimentos séo possiveis. Este
raciocinio foi mais referido pelos alunos do 8.° ano para justificar a equiprobabilidade dos dois
acontecimentos pelo facto de ambos serem possiveis, pela impossibilidade de prever o resultado numa

unica extrag@o/langamento ou devido a sorte.
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Ja em relagcdo as experiéncias compostas, as respostas corretas dos alunos basearam-se nos
raciocinios comparar o nimero de casos favoraveis, comparar as probabilidades dos acontecimentos e
maior dificuldade/facilidade em obter resultados iguais/ diferentes nos varios langamentos. Excluindo
este ultimo raciocinio, que é um raciocinio menos fiavel em garantir a sele¢do da resposta correta e de
natureza claramente intuitiva, verificou-se que foram novamente os alunos do 11.° ano que adotaram
mais frequentemente aqueles raciocinios, embora, neste caso, com frequéncias muito inferiores as das
experiéncias simples. Ja quanto aos restantes raciocinios, salienta-se a ndo consideragé@o da ordem, a
adesao a fatores causais e ambos 0s acontecimentos sdo possiveis. A ndo considera¢do da ordem foi
adotado apenas por alunos do 11.° ano e implica a descrigo incompleta do espago amostral, conduzindo
a afirmacédo da equiprobabilidade. Ja ades&o a fatores causais, raciocinio adotado pelos alunos de
ambos 0s anos escolares, conduziu a respostas corretas e incorretas. Por Ultimo, o raciocinio de que
ambos 0s acontecimentos séo possiveis foi adotado por cerca de metade ou mais dos alunos do 8.° ano,

muitos mais do que do 11.° ano, e levou os alunos a afirmarem a equiprobabilidade dos acontecimentos.

O raciocinio ambos os acontecimentos s@o possiveis significa que os alunos afirmam a
equiprobabilidade de dois acontecimentos pela razdo de serem acontecimentos possiveis. Assim, o facto
de ser possivel obter dois resultados, porque séo resultados que podem ocorrer nas experiéncias
aleatérias ou devido a sorte, leva-0s a concluir que os dois acontecimentos sdo equiprovaveis. Trata-se,
portanto, de um raciocinio intuitivo e muito limitado no seu alcance para garantir respostas corretas.
Lecoutre e Durant (1988) designaram este raciocinio falacioso por “enviesamento de equiprobabilidade”,
estudaram-no em diferentes cenédrios e concluiram que se trata de um raciocinio relativamente
persistente. Posteriormente, Cardefioso et al. (2017) constataram que mesmo futuros professores do
ensino médio (de matematica e biologia) aderiram a esta estratégia intuitiva em percentagens muito
elevadas. Segundo estes autores, 50% por cento dos estudantes justificaram a estimativa probabilistica
a partir da equiprobabilidade em quatro ou mais acontecimentos dos 12 totais, 0 que traduz um uso

desmedido do argumento de equiprobabilidade.

Num estudo subsequente, Fernandes e Gea (2018) propuseram a futuros professores dos
primeiros anos, com uma formagao em Probabilidade semelhante a dos participantes do presente estudo,
duas tarefas que incluem, cada uma, um item sobre probabilidades em experiéncias compostas. No
primeiro pedia-se aos alunos para determinarem a probabilidade de selecionar um homem e uma mulher
de um grupo com 10 homens e 15 mulheres, enquanto no segundo se pedia para determinar, de entre
dois acontecimentos, relativos a extragao de duas bolas de um saco, aquele que era mais provavel ou
se eram igualmente provaveis, item semelhante a uma das questdes do presente estudo. Em termos de

respostas, verificou-se que responderam corretamente ao primeiro item 42% dos estudantes e ao
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segundo item apenas 23%. Para obteng&o destas respostas, os alunos recorreram a calculos numéricos
(implicados na defini¢ao classica de probabilidade) e a descrigéo das diferentes possibilidades através

de um diagrama de arvore.

Ja as respostas incorretas basearam-se numa maior diversidade de raciocinios, dos quais se
salientam a reposicao da primeira pessoa ou bola extraida, que néo se verificava; a determinagéo de
probabilidades simples, sem as combinar para obter a probabilidade da respetiva experiéncia composta;
nao considerar a ordem dos resultados, quando isso era relevante; e adicionar probabilidades de
experiéncias simples. No caso da determinagéo de probabilidades simples estad em jogo 0 maior nimero
de bolas brancas, que supostamente justificaria ser mais provavel obter duas bolas brancas, pois ao
maior numero de bolas de uma cor corresponde sempre a maior probabilidade de obter uma bola dessa

cor.

Além do estudo de probabilidades em experiéncias simples e compostas, é também importante
conhecer o desempenho dos alunos em outros conceitos probabilisticos, como sejam a probabilidade
conjunta e a probabilidade condicionada. No estudo de Fernandes, Correia e Contreras (2013)
participaram 310 alunos do 9.° ano de escolaridade e nele estudaram-se as suas respostas a uma
questdo com dois itens de probabilidade conjunta e outros dois de probabilidade condicionada, no
contexto de extracdo de duas bolas de um saco, com e sem reposi¢cdo. Em relagdo as respostas,
verificou-se que cerca de dois em cada trés alunos responderam corretamente aos dois itens de
probabilidade condicionada (aqui passivel de ser resolvida através da restricdo do espago amostral),
enquanto muito poucos alunos responderam corretamente aos dois itens de probabilidade conjunta (6%
ou menos). Assim, de forma clara, estes resultados mostram que os alunos, de forma consistente e
sistematica, sentiram mais dificuldades no conceito de probabilidade conjunta do que no conceito de

probabilidade condicional, tal como também aconteceu no estudo de Watson e Moritz (2002).

Na globalidade dos quatro itens, salientam-se erros dos alunos quando confundem a
probabilidade condicionada com a probabilidade conjunta, consideram o numero pretendido de bolas ou
de casos possiveis, definem a razéo bolas brancas (pretas)/bolas pretas (brancas), calculam duas
probabilidades em vez de uma, centram a atengéo na cor, consideram a probabilidade conjunta como
soma ou diferenca de probabilidades e nao consideram a reposigéo da primeira bola. Destes raciocinios,
confundir a probabilidade condicionada com a probabilidade conjunta foi 0 mais adotado pelos alunos e
foi também referido em muito outros estudos (e.g., DIAZ; CONTRERAS; BATANERO; ROA, 2012;
POLLATSEK; WELL; KONOLD; HARDIMAN, 1987). Ja nos raciocinios probabilidade conjunta como

soma ou diferenga de probabilidades e ndo considerar a reposicdo combinam-se, embora erradamente,
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as probabilidades de acontecimentos simples e nos restantes raciocinios determinam-se probabilidade
simples sem que sejam combinadas para obter uma nova probabilidade. Por fim, a néo verificagéo de
qualquer associacao entre o desempenho dos alunos em probabilidade condicionada e probabilidade
conjunta, também constatada por Watson e Moritz (2002), levou estes autores a advogarem “a
necessidade de encorajar os estudantes a interpretarem a linguagem dos dois tipos de acontecimentos”
(p. 83), tendo em vista distinguir o acontecimento conjun¢do dos acontecimentos disjungdo e a

condicional.

3 Método

Neste artigo intenta-se estudar a influéncia do ensino de Probabilidade no uso de raciocinios
intuitivos na resolugéo de situagdes probabilisticas. Para tal, analisam-se as resolu¢des de alunos do

ensino médio de questdes propicias a sua resolucao através de raciocinios intuitivos.

Participaram no estudo 203 estudantes do ensino medio brasileiro, pertencentes a duas escolas
(uma Pubica e outra privada) da cidade de Brasilia. Estes alunos frequentavam o 3.° ano, e os alunos da
escola privada apresentavam um desempenho a matematica superior (média de 7,5 valores ao longo do

ensino médio) ao dos alunos da escola publica (média de 6,5 ao longo do ensino médio).

Os dados foram recolhidos através de um questionario com nove questdes, incluindo tarefas de
probabilidade em experiéncias compostas, probabilidade conjunta e probabilidade condicionada em
diversos contextos. Neste artigo apresentamos e analisamos apenas duas dessas questdes, as quais
envolvem situagdes indutoras de um pensamento intuitivo para a sua resolugao (Figura 1). Na aplicacdo
do questionario, que foi respondido individualmente em sala de aula em cada uma das turmas, os alunos
foram informados, previamente, de que as suas respostas, fornecidas sob a condigdo de anonimato,
apenas tinham fins investigativos e néo se destinavam a atribuir qualquer classificagdo. Assim, cientes
de que a sua participagdo era voluntaria, os alunos assinaram o termo de consentimento esclarecido,
tendo-se verificado que todos os alunos presentes no momento da aplicagdo responderam ao

questionario.
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Figura 1: Tarefa proposta aos alunos

1. Em dois langamentos consecutivos de um dado n&o viciado, numerado de 1 a 6, obter 5 num dado e
6 no outro (por qualquer ordem) é mais provavel, menos provavel ou igualmente provavel a obter 6 em
ambos os dados? Porqué?

2. Num saco hé cinco bolas brancas e duas pretas, conforme se mostra a seguir. As bolas s&o todas
iguais exceto na cor. Sem ver, tiram-se de uma s6 vez duas bolas do saco.

2 OOO000 0@

E mais provavel obter duas bolas brancas, obter uma bola branca e uma bola preta ou é igualmente
provavel? Porqué?

Fonte: Elaboragéo dos autores

As duas questbes propostas aos alunos consideram-se indutoras do recurso a raciocinios
intuitivos para a sua resolugao e j& foram usados em outros estudos. A questao 1 foi estudada por
Fischbein, Barbat e Minzat (1975) e por Lecoutre e Durant (1988), tendo-se constatado que os
participantes envolvidos nos estudos ndo distinguiram o resultado (5,6) do resultado (6,5) e, em
consequéncia, afirmaram a equiprobabilidade de obter nos dados um 5 e um 6 ou obter dois 6. Ja no
caso da questdo 2, uma verséo ligeiramente alterada foi usada por Fernandes e Gea (2018), tendo-se
verificado que as respostas dos alunos, futuros professores dos primeiros anos, foram influenciadas pelo
maior numero de bolas brancas, em relagdo as pretas, levando-os a afirmar que seria mais provavel

obter duas bolas brancas do saco.

Por fim, em relagdo ao tratamento e anélise de dados, estudaram-se as respostas e 0s
raciocinios apresentados pelos alunos. Quer em relagao as respostas, quer em relagao aos raciocinios,
determinaram-se frequéncias dos tipos de respostas (corretas e incorretas) e das estratégias, tendo-se
recorrido a tabelas para resumir essa informagdo. No caso dos raciocinios, para estabelecer as
categorias, recorreu-se a analise de conteudo (BARDIN, 2002), sendo as categorias emergentes da
andlise das resolugdes apresentadas pelos alunos descritas na proxima sec¢do, aquando da
apresentacdo de resultados. A categorizagdo efetuada sera também ilustrada com exemplos de
respostas dos alunos, identificados pela letra A (abreviatura de aluno) seguida do nimero que lhe foi
atribuido (de 1 a 203).

4 Analise e apresentagao de resultados

Nesta seccdo apresentam-se as respostas dos alunos, do ensino médio, a cada uma das

questdes propostas, bem como os raciocinios por eles desenvolvidos para obter essas respostas.
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4.1 Respostas dadas pelos alunos

Nas questdes 1 e 2 interrogam-se 0s alunos sobre a comparagdo das probabilidades de dois
acontecimentos: na questdo 1, obter um 5 e um 6 ou dois 6 na experiéncia de dois langamentos
consecutivos de um dado; na questao 2, obter duas bolas brancas ou uma bola branca e uma bola preta
quando se tiram, de uma sé vez, duas bolas de um saco contendo cinco bolas brancas e duas bolas
pretas. Na Tabela 1 encontram-se registadas as frequéncias dos tipos de resposta (corretas e incorretas)

em cada uma dessas questoes, incluindo-se também as nao respostas.

Tabela 1: Frequéncias (em %) dos tipos de resposta nas questdes 1 e 2

Quest&o 1 Questdo 2
Tipo de resposta
phr ol e SoR B
Correta 10 (8) 53 (64) 63 (31) 22 (18) 21 (25) 43 (21)
Incorreta 85 (71) 24 (29) 109 (54) 89 (74) 58 (70) 147 (73)
N&o resposta 25 (21) 6 (7) 31(15) 9(8) 4 (5) 13 (6)

Fonte: Elaboragdo dos autores

Pela Tabela 1 verifica-se que, na totalidade dos alunos, mais de metade responderam
incorretamente a qualquer das duas questdes, situagdo mais agravada no caso da questdo 2,
salientando-se ainda as ndo respostas no caso da questdo 1. Em consequéncia, em cada questao, um

terco ou menos dos alunos responderam corretamente, o que revela um resultado muito problematico.

Entre os alunos da escola publica e da escola privada, os da escola privada obtiveram um
desempenho claramente superior ao dos alunos da escola publica, sendo a disparidade das respostas
corretas maior no caso da questdo 1. Considerando o numero de respostas corretas em cada questao
segundo o tipo de escola, a aplicagdo do teste de qui-quadrado a tabela de 2x2, assim obtida, determinou
diferencas estatisticamente significativos (p<0,001), donde se depreende que o nimero de respostas
corretas nas questdes € dependente do tipo de escola. Ja, em relagdo as ndo respostas, constata-se
que, em ambas as questdes, foram os alunos da escola publica que mais frequentemente néo
responderam. Este resultado mostra que os alunos da escola privada aderiram menos frequentemente

a ideias intuitivas erradas.

Realmente é problematico que os alunos, depois de terem estudado o tema de Probabilidade no
ensino médio, revelem tantas dificuldades em qualquer das questdes propostas, mais ainda porque se
trata de questdes relativamente simples e semelhantes as que, usualmente, séo exploradas na escola.
Assim, face a estes resultados, confirma-se que o ensino por que passaram esses alunos néo foi

suficiente para vencerem as suas ideias intuitivas erradas. Resultado semelhante foi obtido por
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Fernandes (1990) em estudantes, futuros professores de matematica do ensino médio, que também

tinham concluido a sua formagdo em Probabilidade na universidade.

Na subsecg@o seguinte iremos analisar os raciocinios desenvolvidos pelos alunos para
responderem a cada uma das questdes, os quais permitirdo identificar as ideias mobilizadas pelos alunos

quando das suas resolugdes.

4.2 Raciocinios adotados pelos alunos

Dos alunos que responderam a questdo 1, 23 ndo justificaram a resposta dada. Os raciocinios

apresentados pelos restantes 149 alunos foram variados, conforme se pode constatar pela Tabela 2.

Tabela 2: Frequéncias (em %) de alunos nos raciocinios da questéo 1

Tipo de raciocinio Frequéncia (em %)
E mais dificil obter nimeros iguais/E mais facil obter nimeros diferentes 10 (7)
Comparar as probabilidades dos acontecimentos 26 (17)
Comparar o nimero de casos favoraveis 26 (17)
Ignorar a ordem dos resultados 32 (22)
Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado 29 (20)
Raciocinio incompreensivel 26 (17)

Fonte: Elaboragédo dos autores

O raciocinio “E mais dificil obter nimeros iguais/E mais facil obter nimeros diferentes” foi
adotado por 7% dos alunos e conduziu sempre a resposta correta. Neste caso, a justificacdo dada
consistiu em referir uma das duas afirmagdes, sem acrescentar quaisquer razdes sobre ser “mais facil’

ou “mais dificil”’, como se exemplifica na Figura 2.

Figura 2: Raciocinio utilizado pelo aluno A121 na quest&o 1
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Fonte: Elaboragao dos alunos

Apesar do aluno A121 ndo ter explicado a sua ideia, é possivel que ele tenha baseado o seu
raciocinio numa avaliagéo difusa e incompleta do espago amostral associado a experiéncia aleatéria ou

uma parte desse espago amostral.

Ja o raciocinio “Comparar as probabilidades dos acontecimentos” foi adotado por 17% dos

alunos e conduziu quase sempre a resposta correta. Nesta situacdo, os alunos determinaram e
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compararam as probabilidades dos acontecimentos e, por fim, concluiram que obter um 5 € um 6 € mais
provavel do que obter dois 6, como se mostra na Figura 3. Em particular, no célculo das respectivas

probabilidades, alguns destes alunos recorreram a descricdo completa do espago amostral.

Figura 3: Raciocinio utilizado pelo aluno A179 na questéo 1
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Fonte: Elaboragéo dos alunos
Também o raciocinio “Comparar o numero de casos favoraveis” foi adotado por 17% dos alunos
e conduziu quase sempre a resposta correta. Nas suas justificagdes, os alunos determinaram o numero
de casos favoraveis dos dois acontecimentos e concluiram que seria mais provavel aquele em que fosse

maior nimero de casos favoraveis. Na Figura 4 apresenta-se um exemplo deste raciocinio.

Figura 4: Raciocinio utilizado pelo aluno A87 na questéo 1
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Fonte: Elaboragéo dos alunos

Ja o raciocinio “Ignorar a ordem dos resultados” foi 0 mais frequente, tendo sido adotado por
22% dos alunos, e conduziu sempre a uma resposta incorreta ao afirmar-se que os acontecimentos eram

equiprovaveis. Regra geral, os alunos determinaram as probabilidades sem considerarem uma das

ordens na obteng&o de um 5 e um 6, como se mostra na Figura 5.
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Figura 5: Raciocinio utilizado pelo aluno A194 na questéo 1
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Fonte: Elaboragao dos alunos

O raciocinio “Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado” também foi adotado por muitos
alunos, especificamente 20%, e conduziu sempre a uma resposta incorreta ao afirmar-se que 0s
acontecimentos eram equiprovaves. Focando-se na experiéncia de langamento de um dado, alguns
alunos afirmaram apenas que era igualmente provavel obter qualquer face do dado e outros
determinaram a probabilidade de obter as faces em questdo. Na Figura 6 apresenta-se um exemplo
deste Ultimo caso.

Figura 6: Raciocinio utilizado pelo aluno A186 na quest&o 1
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Fonte: Elaboragéo dos alunos

O raciocinio “Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado” também foi adotado por muitos
alunos, especificamente 20%, e conduziu sempre a uma resposta incorreta ao afirmar-se que os
acontecimentos eram equiprovaves. Focando-se na experiéncia de langamento de um dado, alguns
alunos afirmaram apenas que era igualmente provavel obter qualquer face do dado e outros
determinaram a probabilidade de obter as faces em questdo. Na Figura 7 apresenta-se um exemplo

deste ultimo caso.

Figura 7: Raciocinio utilizado pelo aluno A186 na questéo 1
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Fonte: Elaboragéo dos alunos

Finalmente, foram bastantes (17%) os alunos que apresentaram um “Raciocinio

incompreensivel”, o qual conduziu tanto a respostas corretas como incorretas.
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Dos alunos que responderam a questao 2, 11 ndo justificaram a resposta dada. Os raciocinios
apresentados pelos restantes 179 alunos foram variados, embora menos do que na questéo 1, e podem
ser constatados na Tabela 3.

Tabela 3: Frequéncias (em %) de alunos nos raciocinios da questéo 2

Tipo de raciocinio Frequéncia (em %)
Comparar as probabilidades dos acontecimentos 41 (23)
Comparar o nimero de bolas brancas e pretas 78 (44)
Ignorar a ordem dos resultados 38 (21)
Comparar probabilidades simples 17 (9)
Raciocinio incompreensivel 5(3)

Fonte: Elaboragdo dos autores

O raciocinio “Comparar as probabilidades dos acontecimentos” foi adotado por 23% dos alunos
e conduziu sempre a resposta correta. Neste caso, a maioria dos alunos determinou corretamente as
probabilidades dos dois acontecimentos e concluiram que eram equiprovaveis, como se exemplifica na
Figura 8.

Figura 8: Raciocinio utilizado pelo aluno A200 na questéo 2
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Fonte: Elaboragéo dos alunos

Houve ainda poucos alunos (6 ao todo) que consideraram o nimero de casos favoraveis como
sendo 0 numero de bolas a extrair (duas bolas), num total de 7 bolas, concluindo também a
equiprobabilidade dos acontecimentos. A este raciocinio esta subjacente a ideia de experiéncia simples,

quando o aluno considera o numero total de 7 bolas, como se pode observar no exemplo da Figura 9.

Figura 9: Raciocinio utilizado pelo aluno A124 na questéo 2
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Fonte: Elaboragao dos alunos

Revemop, Ouro Preto, Brasil, v. 5, 202311, p. 1-19, 2023 13



reveimoy

Ja o raciocinio “Comparar o0 nimero de bolas brancas e pretas” foi 0 mais adotado pelos alunos,
concretamente 44%, e conduziu sempre a uma resposta incorreta. Nesta situagéo, observando que o
numero de bolas brancas é superior ao numero de bolas pretas, os alunos concluiram que é mais
provavel obter duas bolas brancas. Também neste raciocinio esta subjacente a ideia de experiéncia

simples, como se infere da Figura 10.

Figura 10: Raciocinio utilizado pelo aluno A10 na questéo 2

Fonte: Elaborag&o dos alunos

Da resposta do aluno A10 infere-se que a maior probabilidade de obter a primeira bola branca
ainda se mantém na extrag@o da segunda bola branca, pois ele, possivelmente, avalia que, depois de

extrair a primeira bola branca, no saco ainda ficam mais bolas brancas do que pretas.

Tal como na questdo 1, o raciocinio “Ignorar a ordem dos resultados”, que foi adotado por 21%
dos alunos, conduziu sempre a uma resposta incorreta. Nesta questao, os alunos ao nao considerarem
a ordem na obteng&o da bola branca e da bola preta, concluiram que seria mais provavel obter duas
bolas brancas, como se verifica na Figura 11. Alguns destes alunos, embora chegando @ mesma

concluséao, consideraram a reposi¢ao da primeira bola extraida.

Figura 11: Raciocinio utilizado pelo aluno A129 na quest&o 2

Fonte: Elaboragéo dos alunos

Também o raciocinio “Comparar probabilidades simples”, que foi adotado por 9% dos alunos, conduziu

sempre a uma resposta incorreta. Neste caso, os alunos determinaram as probabilidades de obter bola branca e
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bola preta e, dos valores obtidos, concluiram que seria mais provavel obter duas bolas brancas. Na Figura 12

apresenta-se um exemplo deste raciocinio.

Figura 12: Raciocinio utilizado pelo aluno A201 na questao 2
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Fonte: Elaboragao dos alunos

Por fim, foram poucos os alunos que apresentaram um “Raciocinio incompreensivel’, apenas

3%, o0 qual conduziu sempre a uma resposta incorreta.

5 Discussao e conclusao

No estudo, aqui apresentado, analisaram-se os tipos de respostas (corretas e incorretas) e de
raciocinios subjacentes a essas respostas, referidos por alunos do ensino médio, de uma escola publica
e de uma escola privada, aquando da resolugdo de duas questdes de Probabilidade envolvendo

experiéncias compostas.

Em relagdo aos tipos de repostas, os alunos revelaram um desempenho problematico, com
menos de um em cada trés alunos a apresentarem a respostas correta em qualquer das duas questdes.
Entre os alunos da escola publica e da escola privada verificaram-se grandes discrepancias, sendo 0s
resultados obtidos amplamente favoraveis aos alunos da escola privada. No caso da escola publica,
menos de um em cada cinco alunos respondeu corretamente a qualquer das questdes, o que constitui
um resultado muito negativo. Outros estudos também tém mostrado que os alunos deste e de outros
niveis escolares revelam dificuldades em probabilidades, que sdo muito mais acentuadas no caso das
experiéncias aleatérias compostas do que nas experiéncias aleatorias simples (e.g., FERNANDES, 2001;
FERNANDES:; GEA, 2018; FISCHBEIN; BARBAT; MINZAT, 1975; LECOUTRE; DURANT, 1988).

Ja em termos de raciocinios, os alunos obtiveram as suas respostas adotando uma grande
diversidade de resolugdes, uns mais intuitivos e primitivos e outros mais formais e elaborados.
Tendencialmente, os raciocinios mais intuitivos e primitivos produziram respostas incorretas e 0s

raciocinios mais formais e elaborados produziram respostas incorretas, em ambas questdes.

Revemop, Ouro Preto, Brasil, v. 5, 202311, p. 1-19, 2023
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Os raciocinios “E mais dificil obter nimeros iguais/E mais facil obter nimeros diferentes”
(questdo 1), “Comparar as probabilidades dos acontecimentos” (questdes 1 e 2) e “Comparar 0 numero
de casos favoraveis” (questdo 1), geralmente, conduziram a resposta correta, enquanto os raciocinios
“Ignorar a ordem dos resultados” (questdes 1 e 2), “Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado”
(questdo 1), “Comparar o nimero de bolas brancas e pretas” (questdo 2) e “Comparar probabilidades

simples” (questao 2) conduziram sempre a respostas incorretas.

Para além do raciocinio “E mais dificil obter numeros iguais/E mais facil obter nimeros
diferentes”, que é claramente de natureza intuitiva e que foi adotado por poucos alunos, também os
raciocinios “Ignorar a ordem dos resultados”, “Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado”,
“Comparar o numero de bolas brancas e pretas” e “Comparar probabilidades simples” podem ser
considerados como sendo mais intuitivos e limitados, comparativamente com os demais raciocinios. A
excecao do raciocinio “lgnorar a ordem dos resultados”, todos estes raciocinios se relacionam, de algum
modo, com a probabilidade em experiéncias simples. No caso da equiprobabilidade, para além da
determinagdo de probabilidades em experiéncias simples, os alunos também podem ter sido
influenciados pelo “enviesamento de equiprobabilidade” (LECOUTRE; DURANT, 1988), e no caso da

comparacao do numero de bolas de cada uma das cores trata-se claramente de um raciocinio aditivo.

No estudo de Fernandes (2000, 2001) também se verificou que os alunos do 8.° e 11.° ano,
quase sempre, basearam as suas respostas na determinagéo e/ou comparagéo de probabilidades e de
casos favoraveis. Quando se referem a mesma experiéncia aleatéria, a comparagdo dos casos
favoraveis permite identificar o acontecimento mais/menos provavel ou concluir que sao igualmente
provaveis, uma vez que 0s casos possiveis se mantém constantes. Ja os raciocinios aditivos no estudo
referido, assim como no estudo de Green (1982), no caso da comparagdo de probabilidades em
experiéncias simples (que ndo é o caso do presente estudo), conduziram muitas vezes a comparagoes
corretas. Contudo, apesar das conclusdes obtidas serem corretas, trata-se de um raciocinio mais
limitado, menos generalizavel do que um raciocinio multiplicativo, que garante a obten¢ao de resultados

corretos em todas as situagdes probabilisticas.

Os raciocinios “Equiprobabilidade de obter qualquer face do dado”, “Comparar o nimero de bolas
brancas e pretas” e “Comparar probabilidades simples” mantém alguma relagdo com experiéncias
aleatorias simples, constituindo, portanto, um raciocinio muito limitado para responder adequadamente
a situagéo proposta (FERNANDES, 2000). A este respeito, Fernandes, Batanero, Correia e Gea (2014)
verificaram que futuros professores dos primeiros anos, apos determinaram as probabilidades das

experiéncias simples, ndo as combinaram para obter a probabilidade na respetiva experiéncia composta.
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Por ultimo, o raciocinio “Ignorar a ordem dos resultados”, adotado nas duas questoes, é uma
falha da avaliagdo probabilistica que se tem verificado em muitos estudos (e.g., FERNANDES et al.,
2014; FERNANDES; GEA, 2018), sendo, de entre os raciocinios que conduziram sempre a respostas
incorretas, aquele que envolve, de forma explicita, probabilidades em experiéncias compostas. Portanto,

a partida, trata-se de um raciocinio que podera ser mais facilmente corrigido.

Com o aprofundamento do ensino da Probabilidade e Estatistica nas escolas (BRASIL, 2017),
seria de esperar que os alunos sentissem menos dificuldades na aprendizagem dos conteudos desse
topico. Contudo, contrariamente a tais expectativas, tal hipdtese ndo se confirmou, sendo mesmo muito
pronunciadas as dificuldades dos alunos, mais acentuadas no caso dos da escola publica do que no

caso da escola privada.

Face a téo limitadas aprendizagens dos alunos importa que eles experienciem o tema de
Probabilidade de forma diversa na escola, incentivando-se uma atitude ativa, participative e reflexiva.
Tarefas como as que aqui foram estudadas, que se revelaram propensas a desencadear um pensamento
intuitivo, devem ser trabalhadas pelos alunos num processo de resolugao individual ou em pequenos
grupos e de discussdo no grupo-turma, incluindo usar diferentes formatos de informagao. Neste Ultimo
caso, Fernandes, Gongalves e Barros 2019) verificaram que estudantes, futuros professores dos
primeiros anos, preferiram recorrer as frequéncias absolutas na determinagéo de probabilidades simples,

conjunta e condicionada, em detrimento do uso de frequéncias relativas.
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