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As Funcgoes Exponenciais e suas Derivadas
a luz da Imagem Conceitual e da Definigao Conceitual

Exponential Functions and their Derivatives
in the light of Conceptual Image and Conceptual Definition
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a la luz de la Imagen Conceptual y la Definicion Conceptual
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Resumo

Este artigo & um recorte de uma dissertagao realizada com académicos da disciplina Calculo Diferencial e Integral, do 12
periodo do curso Sistemas de Informacao da Universidade Estadual de Montes Claros, e fundamenta-se nos construtos
teoricos do Interacionismo Simbolico e do Pensamento Matematico Avancado, especificamente a imagem conceitual e
a definicao conceitual de fun¢oes exponenciais. Teve como objetivo compreender como e de que forma as definicoes
matematicas sao empregadas em discussoes realizadas nas interagoes entre alunos e professores durante a apresen-
tacao de um seminario realizado pelos académicos. A partir da analise dos dados, foi possivel observar divergéncias
entre as imagens e as definicoes conceituais de fungoes exponenciais e suas derivadas. Concluimos que houve um
avanco, por parte dos académicos, na compreensao das definicoes formais na concep¢ao do Pensamento Matematico
Avancado.

Palavras-chave: Definicao Conceitual. Fungoes Exponenciais e suas Derivadas. Imagem Conceitual. Interacionismo Sim-
bolico. Pensamento Matematico Avancado.

Abstract

This article is an excerpt from a dissertation carried out with students studying Differential and Integral Calculus in the
first term of the Information Systems course at the State University of Montes Claros and is based on the theoretical
constructs of symbolic interactionism and advanced mathematical thinking, specifically the conceptual image and the
conceptual definition of exponential functions. It aimed to understand how and in what way mathematical definitions
are used in discussions held in interactions between students and professors during the students’ presentation of a
seminar. From the analysis of the data, it was possible to observe divergences between the images and the conceptual
definitions of exponential functions and their derivatives. We concluded that the students had made progress in un-
derstanding the formal definitions from the advanced mathematical thinking perspective.

Keywords: Conceptual Definition. Exponential Functions and their Derivatives. Conceptual Image. Symbolic Interactio-
nism. Advanced Mathematical Thinking.

Resumen

Este articulo es un extracto de una disertacion realizada con alumnos que cursan Calculo Diferencial e Integral en el
primer cuatrimestre del curso de Sistemas de Informacion de la Universidad Estadual de Montes Claros, y se basa en
los constructos teoricos del Interaccionismo Simboalico y del Pensamiento Matematico Avanzado, especificamente la
imagen conceptual y la definicion conceptual de funciones exponenciales. El objetivo fue comprender como y de qué
manera se utilizan las definiciones matematicas en las discusiones mantenidas en las interacciones entre alumnos y
profesores durante la presentacion de un seminario por parte de los alumnos. A partir del analisis de los datos, fue
posible observar divergencias entre las imagenes y las definiciones conceptuales de las funciones exponenciales y
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sus derivadas. Concluimos que los alumnos habian progresado en la comprension de las definiciones formales en el
concepto de Pensamiento Matematico Avanzado.

Palabras clave: Definicion conceptual. Funciones exponenciales y sus derivadas. Imagen Conceptual. Interaccionismo
Simbolico. Pensamiento Matematico Avanzado.

1. Consideragoes Iniciais

A desisténcia e a reprovacao na disciplina Calculo Diferencial e Integral (CDI) é uma realida-
de comum em muitos cursos superiores no Brasil e no mundo afora. Essa disciplina, conhecida por
sua complexidade e abstracao matematica, é frequentemente um obstaculo desafiador para os es-
tudantes, especialmente aqueles que nao tém uma base solida em matematica ou que enfrentam
dificuldades de adaptacdo ao ensino superior (Macédo; Gregor, 2020).

No contexto brasileiro, ¢ comum observar estudantes enfrentando dificuldades ao ingressar
em cursos como Engenharia, Fisica, Biologia, Sistemas de Informacao, Licenciatura em Matematica,
além de graduacoes em areas de Ciéncias Economicas e Sociais, nos quais o Calculo Diferencial e
Integral & uma disciplina fundamental. Como afirmam Almeida, Barbosa, Musmanno e Souza (2023)
e Oliveira (2023), as razoes para a desisténcia e reprovacao sao variadas e incluem fatores como
a falta de preparo prévio, metodologias de ensino desafiadoras, auséncia de suporte académico
adequado e até mesmo questoes emocionais ligadas a ansiedade e a autoconfianca.

Consoante Guio e Barcellos (2021), muitos estudantes brasileiros podem ter tido uma edu-
cacao basica deficiente em matematica, o que contribui para a dificuldade enfrentada ao lidar com
conceitos avangados do Calculo. Outrossim, a forma como a disciplina € ministrada e a énfase em
resolucao de problemas praticos podem representar desafios adicionais. Alem disso, observa-se
um percentual elevado de reprovacao e de desisténcia nessa disciplina, o que pode ser entendido
como um reflexo das dificuldades mencionadas ou como um indicativo de problemas nos processos
de ensino e de aprendizagem do Calculo, que podem estar relacionados a metodologia de ensino.

Varios motivos contribuem para a reprovagao e a evasao na disciplina CDI. Um dos mais
importantes é a falta de preparagao dos estudantes para o conteiido da disciplina. Muitos alunos
chegam ao ensino superior com lacunas na formagao basica em matematica, principalmente em
assuntos como equacoes algebricas e fun¢oes. Outro motivo que contribui para a reprovacao € a
metodologia de ensino adotada. A disciplina CDI costuma ser apresentada de forma abstrata e
descontextualizada, o que torna o aprendizado mais dificil para os alunos.

No cenario brasileiro, a discussao sobre as praticas de ensino, a implementacao de métodos
pedagogicos inovadores e a oferta de recursos de suporte mais eficazes sao temas relevantes para
melhorar a taxa de sucesso dos estudantes nessa disciplina e, por conseguinte, em seus cursos
superiores.

Investigagdes como a de Amancio e Sanzovo (2020) tém sido realizadas para identificar es-
sas dificuldades e desenvolver, testar e avaliar novas metodologias, sob diferentes perspectivas,
em diferentes contextos, com ou sem o uso de recursos tecnologicos, que podem contribuir para
reduzir as dificuldades dos estudantes, bem como auxiliar no processo de ensino, com reflexo po-
sitivo na compreensao dos conteudos de CDI e consequente reducao dos indices de reprovacgao e
de desisténcia nessa disciplina.
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Pesquisas, como a de Rosa, Alvarenga e Santos (2019) mostram que as dificuldades sao ain-
da temas presentes. Esses autores apresentam investigacoes realizadas com estudantes, apontan-
do as dificuldades de aprendizagem na disciplina CDI e a elevada taxa de reprovacao, com destaque
para “a metodologia utilizada pelo professor como um dos problemas enfrentados por eles durante
a formacao” (Silva; Nascimento; Vieira, 2017, p. 13).

Sendo assim, essa questao nos inspirou a planejar e aplicar atividades com o intuito de
analisar e interpretar as relagoes graficas entre fungoes exponenciais e suas derivadas, bem como
as propriedades dessas fungoes, usando um software de representacao grafica. Nesse sentido, de-
senvolvemos uma pesquisa com o objetivo de compreender como e de que forma as definicoes ma-
tematicas sao utilizadas em dialogos entre alunos e professores, durante as apresentagoes em um
seminario, cujos estudos destacaram representagoes graficas e algébricas das funcoes exponen-
ciais e suas derivadas, elaboradas por intermédio do software GeoGebra. A utilizacao de software
no ensino é importante e relevante, pois, como salientam Oliveira e Lopes (2023, p. 2), “os jovens
atualmente fazem parte de um ambiente tecnologico e multifacetado, que pode ser explorado em
favor do processo de aprendizagem”.

Posto isto, 0 artigo esta estruturado da seguinte maneira: na proxima secao, sera explicitado
o referencial tedrico que embasa este trabalho, trazendo autores que pesquisam sobre o Intera-
cionismo Simbolico e o Pensamento Matematico Avancado. Depois, sera discutido o caminho me-
todologico deste trabalho. Na penultima secao, serao tratadas a analise e as discussoes dos dados
coletados e, por fim, na Gltima secao, as consideracoes finais.

2. Pensamento Matematico Avangado e Interacionismo Simbélico: um marco teérico

Nesta se¢ao, apresentamos uma sintese com as principais caracteristicas das teorias que
fundamentam este trabalho, ou seja, o Pensamento Matematico Avancado, a definicao estipulada,
extraida, conceitual, conceitual formal e conceitual pessoal e o Interacionismo Simbolico. Também
salientamos as idiossincrasias do Pensamento Matematico Avancado, a partir das nogoes teoricas
de imagem conceitual e da definicao conceitual.

2.1. Pensamento Matematico Avancado

Existem diversas abordagens para o estudo dos processos de ensino e de aprendizagem,
e, em geral, as discussoes se concentram no tipo de aprendiz que se deseja formar. Por isso, as
concepcoes de ensino e aprendizagem sao essenciais, pois fornecem orientacoes para a pratica do
educador que se preocupa com o contelido, as metodologias de ensino e o pensamento matemati-
co desenvolvido pelos alunos no processo de aprendizagem. A evolucao do pensamento matema-
tico dos alunos, desde o ensino fundamental ao superior, tem sido objeto de pesquisas (Tall, 1991;
Vinner, 1991; Domingos, 2006).

Afirmamos, em consonancia com Domingos (2006), que as dificuldades e o elevado indice
de evasao escolar na Matematica podem ser atribuidos a baixa compreensao dos conceitos ma-
tematicos pelos estudantes. Em razao da complexidade inerente a compreensao de conceitos ma-
tematicos, como funcoes e derivadas, buscamos um referencial tedrico que nos permita analisar,
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descrever e explicar a maneira de os estudantes universitarios manifestarem sua compreensao
desses conceitos.

Uma organizacao do pensamento matematico, desde a perspectiva cognitiva, foi realiza-
da por Tall (1995), por meio de trés elementos da atividade humana: a captacao como entrada, o
raciocinio como processamento interno e a execu¢ao como saida. Isso permite considerarmos as
atividades matematicas como perceber objetos, raciocinar e realizar agoes sobre eles. Tall (1995)
considera que o pensamento matematico inicia-se pela captacao dos objetos do mundo externo e
pelas acoes exercidas sobre eles. Esse pensamento também se desenvolve simultaneamente por
meio de processos orientados a inspiracao de um raciocinio criativo baseado na definicao formal e
na demonstracao sistematica dos conceitos matematicos. A medida que o raciocinio se desenvolve
tornando-se mais complexo, as agoes sobre esses objetos conduzem ao raciocinio matematico
avancado, que envolve o uso de estruturas cognitivas produzidas pelas varias atividades matema-
ticas. Assim, tanto o raciocinio matematico elementar quanto o raciocinio matematico avancado
referem-se a maneira como se processa internamente a informacao.

Tall (1995) distingue a matematica elementar, na qual os objetos sdo caracterizados, da ma-
tematica avangada, na qual os objetos sao definidos de forma rigorosa. Na matematica elementar,
as propriedades dos objetos sao descritas a partir da observagao, enquanto na matematica avan-
cada elas sao deduzidas das definicoes.

De acordo Tall (1991, p. 3), a caracterizacao do ciclo de atividades no Pensamento Matema-
tico Avangado (PMA) conduz “desde a atitude produtiva de considerar a contextualizagao de um
problema numa investigacao matematica até a formulacao produtiva de conjecturas e a etapa final
de refinamento e de demonstragao”.

Segundo Dreyfus (1991), 0 Pensamento Matematico Avancado consiste numa grande série de
processos que interagem entre si, como 0s processos de representacao e abstragao. Alem desses
dois processos, existem outros, como classificar, conjecturar, induzir, analisar e formalizar, mas é
por meio dos dois processos principais que se passa de um nivel de pensamento para outros.

De acordo com o autor, esses processos podem ser encontrados tanto no pensamento ma-
tematico elementar quanto no pensamento matematico avancado, pois existem topicos da mate-
matica basica que podem ser tratados de forma avangada, assim como ha um pensamento ele-
mentar sobre topicos avangados, pois a distincao esta na complexidade de como sao tratados
e gerenciados 0s processos presentes em cada um deles. Dessa forma, Dreyfus (1991) ressalta a
importancia de o professor conhecer esses processos, pois facilita a compreensao das dificuldades
apresentadas pelos estudantes.

No que se refere a definicao do PMA e as discussoes produzidas sobre sua natureza e desen-
volvimento, encontramos na literatura especializada que “ao longo do tempo houve uma diversida-
de de opinioes expressas sobre esse tema e nao ha uma definicao de PMA que seja unanimemente
aceita” (Mamona-Downs; Downs, 2008, p. 155). Para esses autores, a opcao mais simples € a de que
o PMA compreende as necessidades cognitivas para abordar os contelidos matematicos associados
a dominios usualmente tratados na universidade.
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Em conformidade com Vinner (1991), ao se deparar com uma palavra associada a um concei-
to matematico, o individuo evoca na memoria uma representacao mental do conceito. Essa repre-
sentacao é denominada imagem conceitual. Tall e Vinner (1981) definem imagem conceitual como
a totalidade do que esta associado ao conceito na mente do individuo, incluindo imagens mentais,
processos e propriedades. Nesse sentido, esses autores consideram que:

A imagem conceitual € algo nao verbal associado em nossa mente ao nome do conceito.
Pode ser uma representacao visual do conceito, caso o conceito tenha representacoes visu-
ais; pode ser também uma colecao de impressdes ou experiéncias. As representacoes visu-
ais, as figuras mentais, as impressoes e as experiéncias associadas ao nome do conceito po-
dem ser traduzidas em formas verbais. Mas é importante lembrar que essas formas verbais
nao sao a primeira coisa evocada em nossa memoria. Elas acontecem em estagio posterior.
[..] Quando vocé ouve a palavra “fungao” por outro lado, vocé pode lembrar-se da expressao
“y = f(x)", vocé pode visualizar o grafico de uma funcao, vocé pode pensar sobre funcoes
especificas como y = x2 ou y = sen(x), y = In(x) etc. Do que nds dissemos, esta claro que s6
é possivel falar de imagem conceitual em relacao a um individuo especifico. Alem disso, o
mesmo individuo poderia reagir de modo diferente a um certo termo (nome do conceito)
em situacoes diferentes. Em Tall & Vinner (1981) o termo “imagem conceitual evocada” é
introduzido para descrever a parte da memoria evocada num dado contexto. Isso nao &, ne-
cessariamente, tudo que um certo individuo sabe sobre uma certa nocao (Vinner, 1991, p. 6).

Por outro lado, a definicao conceitual € a explicagao, por meio de palavras, de um conceito
de maneira precisa e ndo redundante. Tall e Vinner (1981) distinguem entre a definicao conceitual
formal, que € a explicagao exata e rigorosa, e a definicao conceitual pessoal, que € a compreen-
sao verbal da definicao formal de uma pessoa. A definicao conceitual, geralmente utilizada para o
desenvolvimento dos conceitos matematicos no ensino superior, engloba a definicao conceitual
formal e a definicao conceitual pessoal. Nesse sentido, Tall e Vinner salientam que:

A definicao conceitual (se o individuo a possuir) @ uma questdao completamente diferente.
Consideramos que a definicao conceitual € uma forma de palavras usada para especificar
esse conceito. Ela pode ser aprendida por um individuo de forma mecanica ou de forma
mais significativa relacionando-a em maior ou menor grau ao conceito como um todo. Tam-
bém pode ser uma reconstrucao pessoal feita pelo aluno a partir de uma definicao. Cons-
titui-se numa forma de palavras que o aluno usa para a propria explicacao de sua imagem
conceitual (evocada). Se a definicao conceitual é dada para o estudante ou construida por
ele mesmo, ele pode varia-la de vez em quando. Nesse sentido, uma definicao conceitual
pessoal pode diferir de uma definicao conceitual formal, sendo esta Ultima uma definicao
conceitual aceita pela comunidade matematica em geral (1981, p. 152, traducao nossa).

Referenciando o trabalho de Tall e Vinner (1981), Meyer (2003) considera que a definicao
conceitual pode constituir-se também a partir da “reconstrucao pessoal da definicao de um concei-
to, sem que tenham necessariamente significados coincidentes. Nesse caso, a definicao conceitual
é considerada como a forma verbal utilizada pelo estudante para especificar sua imagem conceitu-
al (evocada)” (Meyer, 2003, p. 6).

2.2. Definic¢do Estipulada, Extraida, Conceitual, Conceitual Formal e Conceitual Pessoal

Considerando o objetivo desta pesquisa, que & compreender como e de que forma as defi-
nicoes matematicas sao utilizadas pelos estudantes nas representagoes graficas e algebricas das
funcoes e suas derivadas, baseamo-nos nesses aportes teoricos a fim de aplicar essa fundamen-
tacao na analise das expressoes orais e escritas realizadas pelos estudantes, quando utilizaram
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tanto a definicao conceitual formal quanto a pessoal. Além desses autores, a analise também se
fundamentou nos estudos de Edwards e Ward (2004), que corroboram com Tall e Vinner (1981), no
entendimento das definicoes matematicas, mas consideram que as definicoes conceituais podem
ser estipuladas ou extraidas.

De acordo com Edwards e Ward (2008), os autores afirmam que as definicoes estipuladas
sao uma “construcao explicita e autoconsciente da relagao de significado entre uma palavra e al-
gum objeto, o ato de designar a um objeto um nome (ou um nome a um objeto)” (Edwards; Ward,
2008, p. 224). Uma definicao matematica estipulada é uma definicao cujos significados em relacao
a0 conceito sao designados ou estipulados pela comunidade matematica e comunicado por esses
simbolos, ou seja, pela definicao formal.

Por sua vez, as defini¢oes extraidas referem-se a conceitos cujo uso em uma variedade de
contextos especificos permite uma extracao ou atribuicao de significados para esses conceitos, 0s
quais sao referenciados por suas defini¢oes. Sao “definicoes que sao baseadas em exemplos reais,
definicoes extraidas de um corpo de evidéncias” (Edwards; Ward, 2008, p. 224, tradugao nossa). De
acordo com os autores, a maioria das defini¢oes da “linguagem cotidiana” para conceitos nao cien-
tificos sao definicoes extraidas, nas quais 0s conceitos sao atribuidos de significados conforme o
seu uso.

Destacamos que, de acordo com Tall e Vinner (1981), a definicao conceitual consiste na for-
ma simbolica para especificar um conceito. Os autores fazem distin¢ao entre a definicao conceitual
formal, que é a definicao exata e precisa, e a definicao conceitual pessoal, que € o entendimento
pessoal da definicao formal de uma pessoa. Para os autores, uma definicao formal na matematica
e uma construcao simbolica aceita pela grande parte da comunidade matematica, e € empregada
para significar algo especifico. A definicao conceitual pessoal, compreendida como uma construcao
pessoal da definicao formal remete a imagem conceitual, e, por ser pessoal, pode diferir da defini-
cao formal, ou seja, a definicao pessoal pode ser compativel ou pode divergir da definicao formal.

Compreendemos que a definicao conceitual, de acordo com Tall e Vinner (1981), relaciona-se
com as duas definicoes apresentadas por Edwards e Ward (2008), uma vez que entendemos que a
definicao conceitual pode ser estipulada ou extraida. As definicoes matematicas formais possuem
significados estipulados para os conceitos a que eles referem. Quando os significados de um con-
ceito matematico sao evocados de uma definicao formal, sao especificos ao conceito e seu uso se
refere a essa especificidade, compreendemos como definicoes estipuladas. A definicao estipulada
transmite um significado elementar, guia uma discussao especifica e € utilizada para servir a um
proposito. A definicao estipulada faz surgir os usos de conceitos, ao passo que a extraida surge dos
usos e conceitos.

2.3.Interacionismo Simbdlico

Um dos principais fatores nos processos de ensino e de aprendizagem em sala de aula é a
inter-relacao entre professores e alunos, bem como entre alunos e alunos, pois influencia a apren-
dizagem e interfere na dinamica das relagdes. Segundo Godino e Llinares (2000), uma parcela sig-
nificativa da pesquisa em Educagao Matematica € dedicada a estudar as relagoes entre professores
e alunos durante as aulas na realizagao de atividades matematicas. Nessa secao, apresentamos
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um resumo das principais caracteristicas do Interacionismo Simbolico e sua posi¢ao em relagao a
aprendizagem, a nocao de significado, ao papel do sujeito como um ser social e a interpretagao dos
significados.

No nosso estudo, o Interacionismo Simbalico foi a base tedrica para investigar e compreen-
der como percebemos o uso de definicoes matematicas pelos alunos em um contexto de discussao
em sala de aula e na apresentagao de trabalhos em grupo. No contexto da analise, focamos nas
relacoes entre professores e alunos, e entre alunos e alunos, fundamentados nas nogoes de ima-
gem conceitual e definicao conceitual de Tall e Vinner (1981), Vinner (1991) e definicoes estipuladas
e extraidas de acordo com Edwards e Ward (2008).

Segundo Blumer (1980, p. 119), o Interacionismo Simbolico baseia-se em trés premissas:

A primeira estabelece que os seres humanos agem em relacao ao mundo fundamentando-
-se nos significados que este lhes oferece. [...] A segunda premissa consiste no fato de os
significados de tais elementos serem provenientes da ou provocados pela interacao social
que se mantém com as demais pessoas. A terceira premissa reza que tais significados sao
manipulados por um processo interpretativo (e por este modificados) utilizado pela pessoa
ao se relacionar com o0s elementos com que entra em contato.

As proposicoes de Blumer evidenciam que a maneira como os individuos interpretam os
acontecimentos e se comportam diante de outros individuos ou objetos depende dos significados
que atribuem a eles. Em outras palavras, ao inves de simplesmente responder as agoes uns dos
outros, os individuos interagem uns com os outros por meio da interpretacao mitua das acoes. De
forma interativa, os individuos interpretam o mundo que os cerca, e essa interagao social € conti-
nua e mediada pelo uso de simbolos e significados.

Para Blumer (1980, p. 121), “o significado é produzido a partir do processo de interagao hu-
mana’, ou seja, é resultado dos processos de interagao, que sao provenientes ou provocados pela
interacao social e podem sofrer mudancas ao longo do tempo. Assim, Blumer (1980, p. 121) afirma
que “o Interacionismo Simbolico considera os significados produtos sociais, criagoes elaboradas
em e por meio de das atividades humanas determinantes em seu processo interativo”.

3. Caminho Metodoldgico

Este trabalho faz parte de uma dissertacao mais ampla (Lopes, 2014) desenvolvida em um
ambiente de sala de aula, envolvendo alunos no primeiro periodo do curso Sistemas de Informagao
da Universidade Estadual de Montes Claros. As aulas possuiam uma extensao total de seis horas/
aulas semanais, sendo duas aulas diarias com duracao de 50 minutos cada. Durante o periodo, fo-
ram conduzidas oito atividades abordando funcoes e suas derivadas, complementadas por um se-
minario destinado a apresentacao dos resultados derivados dos estudos realizados pelos alunos.

As aulas conduzidas pelo docente encarregado da disciplina CDI ocorreram no ambiente
de ensino; as tarefas adicionais, propostas pela pesquisadora, foram realizadas no laboratorio de
computacao (seis tarefas) e no ambiente de ensino (duas tarefas). Durante o seminario, os alunos,
anteriormente agrupados, expuseram suas conclusoes acerca das pesquisas sobre funcoes e suas
derivadas, que foram o foco de analise deste estudo.
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0 docente ministrou as aulas, abordando os conhecimentos anteriores (tais como funcoes,
variagoes de funcoes, métodos de representacao de funcoes, funcoes trigonométricas, racionais,
algébricas, logaritmicas, exponenciais, polinomiais, entre outros) e os principios basicos de limites
e derivadas de maneira formal, seguindo a abordagem delineada no livro de Calculo utilizado pela
Instituicao.

Uma das principais preocupagoes do professor encarregado da disciplina consistia em co-
mecar cada explicagao com as defini¢oes exatas e sucintas do assunto a ser abordado. Com esse
proposito, ele registrava no quadro a definicao e a exemplificava por meio de casos retirados do
livro didatico. Ao final da aula, o educador pedia aos estudantes que praticassem em casa 0s exer-
cicios e desafios propostos no livro utilizado, fazendo as corre¢does na aula subsequente.

Depois de concluidas algumas tarefas, o professor encarregado e a pesquisadora sugeriram
a realizacao de um seminario, no qual os estudantes exporiam, em equipes, os desfechos de suas
pesquisas sobre funcoes e suas derivadas. Essa abordagem de exposicao serviria como o inicio
para avaliar a aplicacao das definicoes matematicas nas representacoes elaboradas pelos alunos
ao longo das atividades.

Cada equipe ficou responsavel de explorar um tema associado a uma funcao e suas caracte-
risticas, examinando as conexoes entre essa funcao e suas derivadas. Coletivamente, os estudantes
precisavam resumir os resultados, conduzir experimentos utilizando o GeoGebra e, em seguida,
apresentar em um seminario as conclusoes de suas pesquisas sobre funcoes e suas derivadas. A
iniciacao desses estudos ocorreu em sala de aula e no laboratorio, com a orientacao da pesqui-
sadora e do professor. Entretanto, os alunos conduziram pesquisas fora do horario das aulas para
finalizar o trabalho, durante o qual nao contaram com a orientagao nem com a intervencao dos
docentes. As observagoes dos professores foram feitas por meio de interagoes com os alunos, per-
guntas e intervencoes, quando solicitadas.

A atividade proposta pelo docente e pela pesquisadora visava principalmente incentivar e
inspirar os estudantes a conduzirem investigacoes e pesquisas com base nos conceitos discutidos
nas atividades praticas e nas definicoes exploradas pelos professores durante as aulas. A intenc¢ao
nao consistia em que os alunos conduzissem uma exposi¢ao sobre o tema escolhido, mas sim em
compartilhar com os colegas as descobertas ou conclusoes alcangadas acerca do tipo de fungao
escolhida e suas derivadas. Salientamos que cada grupo selecionou uma fungao para ser estudada
e pesquisada conforme seu interesse especifico, e, neste artigo, abordaremos exclusivamente os
dados produzidos pelo grupo que se dedicou aos estudos sobre fungoes exponenciais.

A pesquisa em questao foi conduzida por meio de instrumentos que possibilitaram a ob-
tencao de dados com minuciosidade. Para isso, foram empregados recursos como: notas de campo
da pesquisadora; plataforma virtual de discussao; documentacao produzida pelos estudantes; e
conversagoes capturadas em gravacoes de audio e video. Esses registros documentaram as inte-
ragoes entre colegas e entre alunos e professores, tanto durante a execucao das oito atividades
propostas quanto nas aulas ministradas pelos docentes (Professor e Pesquisadora). Embora essas
informacoes nao tenham sido incorporadas a analise, constituiram a base para a interpretacao dos
resultados.
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Percebemos que as interagoes entre alunos, professor e pesquisadora desempenharam um
papel significativo, evidenciando certas dificuldades dos estudantes no emprego das definigoes
matematicas durante o estudo de funcoes exponenciais e suas derivadas. Esse cenario motivou-
-nos a conduzir uma investigacao mais minuciosa acerca da compreensao das definicoes mate-
maticas presentes na expressao matematica dos alunos em relacao a esses estudos. Dessa forma,
direcionamos a analise dos dados para as transcricoes das discussoes ocorridas no seminario pro-
movido pelos grupos estudantis.

Os episodios selecionados para analise foram interpretados a partir dos procedimentos de
classificacao e categorizacao (Charmaz, 2009) e da analise de conteido qualitativa (GRANEHEIM;
Lundman, 2004). No primeiro momento, os dados foram classificados de forma sistematica e, pos-
teriormente, os codigos foram agrupados sem referéncia aos aportes teoricos. Os aportes foram
utilizados posteriormente como perspectiva para interpretar os resultados do agrupamento, visan-
do o objetivo da pesquisa.

Ressaltamos, portanto, a categorizacao sistematica, a compreensao e a representagao dos
dados como etapas fundamentais deste método de analise, que consiste em um conjunto de técni-
cas qualitativas que visam a busca de significados nos dados. A analise de contelido pode ser utili-
zada tanto para a abordagem quantitativa quanto para a qualitativa, quando aplicada em contextos
com uma variedade de dados que necessitem de interpretacao.

A organizacao dos dados contidos nas gravacoes do seminario foi realizada com uma pri-
meira codificacao, que demandou uma leitura atenta e concentrada dos dados, em busca de ideias
para analise. Separamos os dados de acordo com seu cenario, com o objetivo de elaborar codigos, e
0s organizamos de forma a expressarem agoes, ou seja, codificamos os dados como processos, uti-
lizando a forma nominal do verbo no geriindio. Segundo Charmaz (2009), a utilizacao de gerindios
na codificagao auxilia o pesquisador a detectar os processos presentes nos dados e a se concentrar
neles, transmitindo uma forte sensacao de movimento e sequéncia.

4. Analises e Discussoes

Seis alunos participaram desse grupo que foi formado pela juncao de dois grupos ante-
riores, e apresentaram o trabalho em duas partes: a primeira parte foi apresentada pelos alunos
Alice, Miguel e Fabio; e a segunda parte, pelos alunos Elen, Bela e Marcio, nomes ficticios dados aos
participantes. Os grupos realizaram estudos separadamente e se organizaram numa Unica apre-
sentacao. Os estudos enfocaram o comportamento da fun¢ao derivada de funcoes exponenciais,
com o objetivo de encontrar pontos maximos e minimos, crescimento e decrescimento, e ponto de
inflexao. Mostraram e explicaram o contetdo dos seguintes slides no inicio da apresentacao: Slide
1 - Definicao de Funcao Exponencial; Slide 2 - Dominio e Imagem de Funcao Exponencial; Slide 3 -
Maximo Absoluto; Slide 4 - Maximos e Minimos Locais.

Apos a leitura de cada slide, a equipe apresentou no GeoGebra o grafico da funcao f(x) = e*,
com o objetivo de mostrar que a funcao exponencial nao tem ponto maximo e nem minimo. Utili-
zando o controle deslizante, deslizaram uma reta tangente ao longo da curva para mostrar que a
funcao nao toca o eixo x, como mostrado na Figura 1.
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Figura 1: Grafico da funcao f(x) = * e reta tangente
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Fonte: Dados coletados da pesquisa

Alice: A equipe de polinomiais provou que isso realmente acontece, mas isso ndo acontece
na exponencial, porque a exponencial ndo tem raizes. [A aluna se referia ao trabalho apre-
sentado pela equipe que apresentou funcées polinomiais, que mostrou pontos maximos e
minimos na fungdo polinomial].

Miguel: A gente tentou de tudo; pesquisamos a teoria para poder entender isso aqui. Era
uma lei, estava definido, entdo fizemos de tudo para encontrar. [Encontrar uma teoria que
mostrasse ponto maximo e minimo, e/ou ponto de inflexdo especificamente na fungao ex-
ponencial].

Alice: Plotamos também no GeoGebra para ver o que a segunda derivada dizia. Se aconte-
cia a mesma coisa que acontecia nas polinomiais.

Miguel: Para consequir um maximo ou minimo, tinha que ter a primeira derivada igual a
zero.

Alice: Nos plotamos esse grafico ai, e movimentamos vdrias vezes a fun¢ao, e observamos
que a derivada nGo muda. [A derivada nGo muda porque a derivada da fungdo é f(x) = e* é
flx) = e

Miguel: Fizemos a mesma coisa que as outras equipes, somamos e diminuimos constantes.
Muda os valores, mas a derivada ndo altera. Nenhuma derivada a gente consegue dar zero,
ndo toca o eixo x. Fizemos um zoom e aproxima bastante, mas ndo toca o eixo. Colocamos
uma reta tangente para tentar provar que ndo toca.

Miguel: Como ndo conseguimos encontrar uma derivada que toca o eixo X, concluimos que
a fungao exponencial ndo tem ponto maximo ou minimo.

A conclusao de Miguel foi que, se a derivada nao toca o eixo x, a funcao nao tem ponto
maximo ou minimo. Apos essa conclusao, a outra parte da equipe apresentou o resultado de seus
estudos em relacao a pontos de inflexao, que foi acrescentado apos a definicao do objetivo original
do quadro. Comecaram com o seguinte questionamento para a turma: “E possivel haver ponto de
inflexao em uma fung¢ao exponencial?”.

Nesse momento, a maioria da turma se pronunciou como nao sendo possivel. Entao, o alu-
no Marcio apresentou no GeoGebra a funcao f(x) = 3" como um exemplo de funcdo exponencial, e
mostrou que, mesmo nao tendo ponto maximo ou minimo, a fun¢ao apresentava ponto de inflexao,
como evidenciado na Figura 2.
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Figura 2: Grafico da funcao f(x) = 3", f'(x), f"(x) e o ponto A
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Fonte: Dados coletados da pesquisa

Marcio: Vejam bem essa fungdo aqui: 3 elevado a um sobre x. Quando fizemos a segunda
derivada dela, obtivemos uma raiz aqui, aproximadamente -0,55 [ver ponto A no grafico].
Isso prova que uma fungdo exponencial, mesmo nao tendo ponto maximo ou minimo, tem
ponto de inflexdo.

Bela: Em tudo que a gente pesquisou, nos ndo achamos uma fungao exponencial que ti-
vesse ponto de inflexdo. S6 que a gente achou isso em um exercicio do James Stewart, que
mostra que tem; temos as referéncias.

A aluna Bela se referia ao exemplo 8 apresentado no Livro de Calculo de James Stewart
(2010, p. 274): Exemplo 8 - Use a primeira e segunda derivada de f(x) = €', junto com as assintotas,
para esbocar seu grafico.

Questionados a respeito de por que nao utilizaram o mesmo exemplo do livro, disseram
que a funcao exponencial tinha de ter base numérica e o nimero e era letra e nao namero, por isso
trocaram a letra e pelo namero 3 na funcao. Pelo fato de os membros desse grupo terem realizado
estudos separadamente, essa justificativa foi dada por um aluno que nao participou da apresen-
tacao do grafico da funcao f(x) = e na Figura 1, portanto passou despercebido. Seguiu-se uma dis-
cussao entre os alunos, e este foi convencido pelos colegas de o niimero e representava o nimero
de Euler, que & aproximadamente 2,71828, portanto poderia ter sido usado como base para fungoes
exponenciais. Apos alguns questionamentos, foi debatido sobre o nimero de Euler e porque f(x) =
e € uma funcao exponencial, entao o professor retomoua discussao com a seguinte pergunta:

Professor: Qual é a fungdo mesmo?
Marcio: f(x) = 3"~

Pesquisadora: Antes do James Stewart, vocés achavam que ndo tinha ponto de inflexdo, é
isso?

Marcio: Até hoje de manhd, a gente acreditava que ndo existia essa fungao.

Bela: Na verdade, é o seguinte: n6s encontramos um artigo de uma universidade federal
fluminense, que achamos seguro e a gente viu uma fungdo com ponto de inflexdo, e ficamos
em divida se era exponencial.

Pesquisadora: Vocés mudaram de opinido quantas vezes?
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Bela: Mudamos umas dez vezes ou mais. Mas ai, hoje de manha, depois que vimos isso no
livro do James Stewart, acabou a divida, pois o livro dele é confiavel; é o livro do professor.

Guto: Desculpa perguntar agora, mas essa fungao é exponencial?
Marcio: Essa aqui é; f(x) = 3"/x é exponencial.

Marcelo: Ndo é irracional ndo?

Pesquisadora: £ exponencial, racional ou irracional?

Marcio: O critério para ter uma fun¢do exponencial é ter uma base elevada a um expoente
X. Aqui nos temos a base 3 e 0 expoente 1/x. O expoente é considerado como uma variavel,
entao, ela é uma fungao exponencial.

A maioria dos alunos estava envolvida nas discussoes sobre a funcao f(x) = 3. O grupo que
realizou estudos sobre fungoes irracionais falava que a fungao era irracional, e o grupo que estudou
sobre polinomiais falava que era polinomial. Recorriam as definicoes e defendiam seu ponto de
vista, e, mesmo questionados pelo professor, mantinham a posicao de que a fun¢ao apresentava
caracteristicas de uma exponencial. Fundamentado na definicao de funcao exponencial apresen-
tada no inicio da exposicao do trabalho (sejaa € R,a >0 e a # 1 chamamos de Fun¢do Exponencial
a funcao definida por f(x)= a*), o aluno estava convicto de que a funcao f(x) = 3 era exponencial.

Esse episodio nos remete as conclusoes de Vinner (1991) em relacao ao papel da definicao
na matematica. Esse autor considera que existe um problema sério na aprendizagem da matema-
tica em torno da compreensao de defini¢oes, especialmente no que se refere ao conflito entre a
estrutura da matematica e 0s processos cognitivos de aquisicao de conceitos matematicos. Quando
o aluno Marcio afirma: “O critério para ter uma funcao exponencial é ter uma base elevada a um
expoente x”, ele estava baseado na definicao formal de funcao exponencial.

Ele observa a base 3, e 0 expoente 1/x, e conclui que a funcao é exponencial. Nesse caso, ele
ndo levou em consideracao que f(x)= a* é diferente de f(x)= a"* Ou seja, ter a variavel no expoente
nao é o equivalente de ter a variavel como expoente. O aluno conhecia e enunciava a definicao for-
mal de funcao exponencial, e até a usava para fundamentar suas conclusoes, no entanto nao com-
preendia o significado matematico formal de f(x)= a*, e, nesse caso, podemos constatar que apenas
conhecer a definicao formal nao garante a sua compreensao. Vinner (1991, p. 6) também corrobora
essa ideia ao afirmar: “Nos assumimos que adquirir um conceito significa formar uma imagem
conceitual para ele. Saber a definicao conceitual de cor nao garante o entendimento do conceito”.

Professor: A equipe vai continuar mantendo que é exponencial?
Bela: Nos fizemos o trabalho todo afirmando que é.

Professor: Entdo, enxergando assim a defini¢ao, vocés continuam achando que é exponen-
cial, é isso?

Marcio: Sim.

Pesquisadora: Entdo, vamos dar uma olhada no GeoGebra. Se vocés plotarem o grafico
dela, vai ser de uma exponencial?

Bela: Eu vejo o grafico de uma exponencial sim.
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0 aluno voltou para o GeoGebra e plotou o grafico das seguintes fungoes:

Figura 3: Grafico da funcao f e da funcao g
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Fonte: Dados coletados da pesquisa

Na analise dos dois graficos, seguiu-se a seguinte discussao:

Pesquisadora: Como ¢ o grafico de uma fungdo exponencial? Volta o grafico la. Tem uma
coisa também que ndo entendo Marcio. Por que vocé afirma que f(x) = 3"/* é exponencial e

f(x) = x.2 “ ndo é? Qual a diferenca?

Marcio: Analisamos de acordo com a defini¢do: a primeira tem uma base e a variavel esta
no expoente. Ja a sequnda, a variavel esta no expoente, mas também esta na base.

Professor: Ok, mas veja graficamente: ela parece uma fungdo exponencial?

Marcio: Eu estou enxergando uma fungao exponencial sim, olha aqui a curva, é idéntica. [0
aluno se referia ao grafico da funcdo f(x) = 3" representado apenas no primeiro quadrante].

Pesquisadora: £ essa parte que estd no sequndo quadrante?
Marcio: Isso aqui? Eu descartei, ué. Isso faz parte do grafico? Ndo sabia.

0 professor retomou a palavra, releu a definicao de fungao exponencial com a turma e mos-
trou caracteristicas no grafico das fungoes. As interacoes ocorridas entre os integrantes do grupo
e professores e os argumentos utilizados nas discussoes nos remetem as afirmacoes de Vinner
(1991). O autor desenvolveu um modelo baseado na existéncia de duas células: uma para a imagem
conceitual e a outra para a definicao conceitual, e considera que sao centrais para a explicacao do

processo cognitivo de formacao do conceito.

Vinner (1991, p. 11) considera que “ndo importa como seu sistema de associacao reaja quan-
do um problema lhe & colocado em um contexto técnico, nao se espera que vocé formule sua
solugao antes de consultar a definicao conceitual”. Isso &, naturalmente, o “processo desejavel”,
entretanto o autor reconhece que isso nao corresponde ao que o estudante realiza na pratica. Para
Tall e Vinner (1981), a definicao conceitual, geralmente utilizada para o desenvolvimento de concei-
tos matematicos no ensino universitario, compreende a definicao conceitual formal e a definicao

conceitual pessoal.
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Em nosso estudo, podemos inferir que a célula da imagem conceitual sobre funcao expo-
nencial do aluno Marcio foi gradualmente sendo ressignificada a partir dos exemplos e argumentos
realizados pelos professores e colegas. De acordo com Vinner (1991), muitos professores tém a ex-
pectativa de um processo de mao Unica para a formagao do conceito. Eles esperam que a imagem
conceitual seja formada por meio da definicao conceitual formal e seja completamente controlada
por esta.

Claramente, percebemos que as conclusoes do aluno e suas respostas aos questionamen-
tos em relagao a fungao exponencial nao sao coerentes com a definicao conceitual formal, entre-
tanto percebemos que, em todo o processo, a definicao conceitual pessoal foi construida a partir
da definicao conceitual formal da funcao exponencial, ja que o aluno Marcio afirma: “Analisamos
de acordo com a definicao; a primeira tem uma base e a variavel esta no expoente”. Os significados
desse conceito matematico foram evocados da definicao conceitual formal, e, assim, temos uma
definicao estipulada, pois sua definicao pessoal foi fundamentada diretamente pela definicao for-
mal, entretanto sem entendimento do significado especifico estipulado ao expoente x.

Argumentos baseados em sua imagem conceitual a respeito do que & uma fungao exponen-
cial surgiram de uma variedade de contextos de uso, com coeréncia ou nao, com especificidade da
definicao formal. Dessa forma, o aluno Marcio, sem compreender o significado estipulado para o
expoente x para o conceito de funcao exponencial, atribuiu significados a esse conceito.

Apos a observacao do professor, o aluno José fez um comentario pertinente:

Professor: Esta vendo, a gente foi quebrando um a um os argumentos de vocés, e o James
Stewart ndo afirmou que era exponencial, certo?

Bela: Ndo, a gente que concluiu isso. Parecia ser.

José: Vocé concorda que a fungdo exponencial tem s6 uma concavidade? Como ela vai ter
ponto de inflexdo, se ela ndo troca de concavidade? Cadeé a logica disso? Se s6 tem uma
concavidade, como pode ser isso?

Pesquisadora: £ agora? O que vocés podem afirmar?

Marcio: Afirmamos agora que essas fungoes que colocamos aqui ndo sdo exponenciais e as
exponenciais ndo tém ponto de inflexdo.

Por fim, percebemos, na ultima afirmagao do aluno Marcio, uma ressignificacao de sua de-
finicao conceitual pessoal, ou seja, em aspectos de sua definicao extraida. Quando ele diz: “Afir-
mamos agora que essas fungoes que colocamos aqui nao sao exponenciais e as exponenciais nao
tém ponto de inflexao”, percebemos que ele atribuiu significados para os conceitos abordados,
referenciados por suas defini¢coes, conforme o uso nessa situacao.

0 aluno Joseé utilizou conceitos dos estudos de funcoes e suas derivadas em seus argumen-
tos. Vinner (1991) recomenda, quando for necessario, iniciar conflitos cognitivos com os estudantes,
com o objetivo de encoraja-los a um estagio intelectual mais alto, e afirma que uma das metas do
ensino de matematica deveria ser mudar os habitos de pensamento do modo cotidiano para o
modo técnico.
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Nesse sentido, 0s conceitos matematicos, se sua natureza permite, deveriam ser adquiridos
no modo cotidiano de formagao de conceito e nao no modo técnico. Deve-se comegar com varios
exemplos e contraexemplos por meio dos quais a imagem conceitual sera formada. Para ele, as
definicoes podem ter papéis extremamente importantes nos contextos técnicos, e estes impoem
ao estudante alguns habitos de pensamento totalmente diferentes daqueles tipicos do cotidiano.
No comeco do processo de aprendizagem, os habitos de pensamento do cotidiano irao se sobrepor
aos habitos de pensamento impostos pelos contextos técnicos, e os estudantes continuam usando
os habitos de pensamento cotidianos também em contextos técnicos.

5. Consideragoes Finais

Esta pesquisa foi motivada por preocupagoes originadas da experiéncia pessoal como do-
cente de Calculo, relacionadas as dificuldades frequentemente enfrentadas pelos estudantes uni-
versitarios durante o processo de aprendizagem dos temas abordados no contexto do CDI. A partir
da literatura especializada na area de Educacao Matematica, & possivel observar que o Calculo tem
desempenhado um papel proeminente nas investigacoes, tanto por ser um dos principais respon-
saveis pelo fracasso dos estudantes quanto por sua posicao destacada na configuragao do pensa-
mento avancado em Matematica (Igliori, 2009).

Percebemos que as dinamicas entre os alunos, professor e pesquisadora durante a execugao
das tarefas e as exposi¢oes dos resultados pelos grupos foram significativas, evidenciando algumas
deficiéncias dos estudantes no que tange a aplicacao de conceitos matematicos e a elaboracao de
uma argumentacao consistente para embasar as proposicoes identificadas durante a execugao das
atividades, que abordavam a analise de fungoes e suas respectivas derivadas.

Ao examinar os eventos escolhidos em nossa pesquisa, concluimos que a interagao cons-
titui um procedimento social. Embora os estudantes possuam concepcoes conceituais diversas de
maneira individual, essas ideias sao geradas coletivamente e tém a capacidade de serem alteradas
pelo aluno ao longo das interagoes ocorridas em um contexto especifico, como exemplificado no
seminario promovido para a apresentacao, discussao e formalizacao dos conceitos associados a
diferentes fungoes e suas derivadas pelos estudantes.

Os estudos realizados pelo grupo foram sobre o comportamento das funcoes derivadas
de fungdes exponenciais, com o objetivo de encontrar pontos maximos e minimos, crescimento e
decrescimento, e ponto de inflexao. Entre os episodios analisados a partir da apresentacao desse
grupo, destacamos que a apresentacao do tema no seminario comecou pelas defini¢des conceitu-
ais formais, entre as quais foi apresentada a definicao de funcao exponencial. Apesar de o grupo
haver projetado a referida definicao por meio do data show, nao houve uma compreensao dela, no
sentido de definicao estipulada. A maioria dos alunos se envolveu nas discussoes sobre a funcao
proposta pelo estudante Marcio: .

Os alunos utilizavam as definigoes conceituais formais que estavam incluidas no trabalho
apresentado durante o seminario e sustentavam seu ponto de vista. Apesar das indagacoes feitas
pelo professor, eles mantinham a convicgao de que a fungao possuia caracteristicas de uma funcao
exponencial. Esse incidente nos leva as conclusoes de Vinner (1991) acerca do papel das definicoes
na Matematica. Esse pesquisador observa a existéncia de um desafio significativo na aprendizagem
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da matematica relacionado a compreensao de definicoes, principalmente no que diz respeito ao
conflito entre a estrutura da matematica e os processos cognitivos de assimilagao de conceitos
matematicos.

Quando o aluno Marcio afirma: “O critério para ter uma funcao exponencial é ter uma base
elevada a um expoente x”, ele estava baseado na definicao formal de funcao exponencial. Ele ob-
serva a base 3, e o expoente ,e conclui que a funcao é exponencial. Nesse caso, o aluno nao levou
em consideracao que é diferente de . O aluno conhecia e enunciava a definicao conceitual formal
da funcao exponencial, e a usava para fundamentar suas conclusoes, no entanto nao compreendia
o significado matematico formal de .

Apos as interagoes ocorridas durante o seminario, percebemos, na tltima afirmacao do alu-
no Marcio, uma ressignificacao de sua definicao conceitual pessoal, ou seja, em aspectos de sua
definicao extraida. Quando ele diz: “Afirmamos agora que essas funcoes que colocamos aqui nao
Sa0 exponenciais e as exponenciais nao tém ponto de inflexao”, percebemos que ele atribuiu signi-
ficados para os conceitos abordados, referenciados por suas defini¢oes, conforme o uso nessa si-
tuacao. Corroboramos com Vinner (1991, p. 6), ao afirmar que “assumimos que adquirir um conceito
significa formar uma imagem conceitual para ele. Saber a definicao conceitual de cor nao garante
o entendimento do conceito”. Assim, consideramos que o fato de o estudante conhecer a definicao
conceitual formal nao garante que ele chegou a compreensao dela, no sentido de definicao esti-
pulada.

Os resultados da nossa pesquisa sugeriram que o entendimento dos estudantes acerca dos
conceitos de fungoes e suas derivadas progrediu mediante as interagoes ocorridas entre eles, o
professor da turma e a pesquisadora.

Este artigo teve o intuito de colaborar para o desenvolvimento da pratica pedagogica ao
introduzirem-se conceitos fundamentais do CDI, e refere-se a um dominio em particular: a imagem
conceitual e a definicao conceitual de fungoes exponenciais e suas derivadas. Almejamos que este
artigo possa contribuir para a compreensao e o debate sobre o estudo de fungoes, exponenciais
ou nao, e suas derivadas; que possa representar um aporte para outros educadores matematicos e,
principalmente, para os docentes que atuam nas licenciaturas em Matematica, bem como subsidiar
outras pesquisas e motivar outros pesquisadores.
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