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Conhecimento de acontecimentos independentes
por futuros professores dos primeiros anos

Knowledge of independent events
by prospective primary school teachers

Conocimiento de sucesos independientes
por futuros maestros de educacion primaria

José Antonio Fernandes'

Resumo

Neste estudo, fundamentalmente de natureza quantitativa, investiga-se o conhecimento de futuros professores dos
primeiros anos acerca de acontecimentos independentes a partir dos trés objetivos seguintes: 1) classificar dois acon-
tecimentos dados em independentes ou ndo independentes; 2) enunciar a definicao de acontecimentos independen-
tes; e 3) formular exemplos de acontecimentos independentes. Participaram no estudo 37 estudantes que se encontra-
vam a frequentar 0 2.2 ano do curso de Licenciatura em Educagao Basica numa universidade do norte de Portugal, que
resolveram uma tarefa sobre acontecimentos independentes. Em termos de resultados, salienta-se que os estudantes
revelaram dificuldades em todos os objetivos, mais acentuadas na formulacao de exemplos de acontecimentos inde-
pendentes e menos na definicao de acontecimentos independentes. Depreende-se, assim, que bastantes estudantes,
apesar de conhecerem a definicao de acontecimentos independentes, nao foram capazes de aplicar esse conhecimen-
to para distinguirem acontecimentos independentes de nao independentes e para formularem exemplos de aconteci-
mentos independentes.

Palavras-chave: Probabilidades. Acontecimentos independentes. Futuros professores. Primeiros anos escolares.

Abstract

In this quantitative study, prospective primary school teachers’ knowledge of independent events is investigated based
on three objectives: 1) classify two given events as independent or non-independent; 2) state the definition of indepen-
dent events; and 3) formulate examples of independent events. The study included 37 students attending the 2nd year
of the teaching degree in basic education at a university in the north of Portugal, who solved a task about independent
events. In terms of results, it should be noted that the students revealed difficulties in all objectives, more pronounced
in the formulation of examples of independent events and less in the definition of independent events. Therefore, it
can be inferred that many students, despite knowing the definition of independent events, could not apply this knowle-
dge to distinguish independent events from non-independent events and formulate examples of independent events.
Keywords: Probability. Independent events. Prospective teachers. Primary school.

Resumen

En este estudio, fundamentalmente de caracter cuantitativo, se investiga el conocimiento de los futuros maestros
de educacion primaria sobre sucesos independientes a partir de tres objetivos: 1) clasificar dos sucesos dados como
independientes o no independientes; 2) establecer la definicion de sucesos independientes; y 3) formular ejemplos
de sucesos independientes. El estudio incluyd a 37 estudiantes que cursaban el 2 ano de la Licenciatura en Educacion
Basica en una universidad del norte de Portugal, que resolvieron una tarea sobre sucesos independientes. En cuanto
a los resultados, se destaca que los estudiantes revelaron dificultades en todos los objetivos, mas pronunciadas en la
formulacion de ejemplos de sucesos independientes y menos en la definicion de sucesos independientes. Por lo tanto,
se deduce que muchos estudiantes, a pesar de conocer la definicion de sucesos independientes, no fueron capaces
de aplicar este conocimiento para distinguir sucesos independientes de los no independientes y formular ejemplos de
sucesos independientes.

Palabras clave: Probabilidad. Sucesos independientes. Futuros maestros. Educacion primaria.
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1. Introducao

De uma visao do mundo profundamente determinista, prevalente até ao século XVII, vimos,
a partir dai, assistindo a uma influéncia cada maior da incerteza nas nossas vidas. Atualmente,
muitas das decisoes com que nos deparamos diariamente envolvem incerteza, seja no ambito da
politica, das financas ou da saude.

Sobretudo a partir de meados do século XX, o reconhecimento da importancia da incerteza
levou a que o seu estudo fosse introduzido nas escolas, designadamente ao nivel do ensino se-
cundario (do 10.2 ao 12.2 ano, 16-18 anos), enquanto no inicio dos anos de 1990 foi também intro-
duzida no ensino basico (do 1.2 ao 9.2 ano, 6-15 anos). Recentemente, varios investigadores vém
preconizando o ensino de Probabilidades e Estatistica nos primeiros anos escolares (Batanero,
2013; Borovcnik; Peard, 1996), e até mesmo na educacao infantil (Alsina, 2021; Batanero et al., 2021;
Nikiforidou; Pange, 2010).

Atualmente, em Portugal, os temas de Probabilidades e Estatistica fazem parte dos pro-
gramas de matematica do ensino basico (Ministério da Educacdo, 2021) e do ensino secundario
(Ministério da Educacao, 2023). No Brasil, com a publicacdo da “Base Nacional Comum Curricular”
(Brasil, 2018), assiste-se, igualmente, ao aprofundamento do estudo dos temas de Probabilidades
e Estatistica, quer no ensino fundamental quer no ensino médio, salientando-se a exploragao de
investigacoes estatisticas e o incentivo ao uso de tecnologias digitais, como seja a folha de calculo
(Fernandes; Diniz, 2022).

Ora, o aprofundamento do ensino de Probabilidades e Estatistica nas escolas requer que
os professores em servico e os futuros professores adquiram um conhecimento que lhes permita
implementar um ensino adequado, pois estudos recentes mostram que os futuros professores por-
tugueses dos primeiros anos escolares sentem dificuldades em Probabilidades (Fernandes, 2022;
Fernandes; Barros, 2021; Fernandes; Oliveira Junior, 2023;) e em Estatistica (Fernandes, 2021; Fernan-
des; Freitas, 2019).

Face as consideracgoes anteriores, no presente estudo, focado no tema de Probabilidades,
estuda-se o desempenho de futuros professores dos primeiros anos em acontecimentos indepen-
dentes, a partir dos objetivos: 1) classificar dois acontecimentos dados em independentes ou nao
independentes; 2) enunciar a definicdo de acontecimentos independentes; e 3) formular exemplos
de acontecimentos independentes.

Apos a alusao a importancia do estudo e aos seus propositos, aspectos tratados antes, de
seguida trata-se o enquadramento teorico, focado nos acontecimentos independentes, continua-
-se com a descricao da metodologia usada no estudo, a apresentacao de resultados e, por Ultimo,
sintetizam-se as principais conclusoes do estudo e extraem-se algumas implicacoes para o ensino
de Probabilidades.

2. Enquadramento tedrico

Arealizacao de uma experiéncia aleatoria produz qualquer um dos seus resultados possiveis
e estes, em conjunto, definem o chamado espac¢o ou universo de resultados. Portanto, podemos
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definir o conjunto, que € o espaco de resultados, e qualquer um dos seus subconjuntos. Qualquer
destes subconjuntos define um acontecimento associado a experiéncia aleatoria.

Ha diferentes tipos de acontecimentos que se definem com base em diferentes atributos,
designadamente: acontecimentos certos, possiveis (mas nao certos), impossiveis, incompativeis
(ou disjuntos ou mutuamente exclusivos), complementares e independentes. Os acontecimentos
certos, possiveis (mas nao certos) e impossiveis definem-se através de subconjuntos do espaco de
resultados, isto €, o proprio espaco de resultados (certo), um subconjunto diferente e nao vazio do
espaco de resultados (possivel mas nao certo) e o subconjunto vazio (impossivel). Trata-se, portan-
to, de acontecimentos simples, que os alunos, em Portugal, comecam a estudar logo no 3.2 ano de
escolaridade (Ministério da Educagao, 2021).

A definicao de acontecimentos incompativeis, complementares e independentes envolve
dois acontecimentos que cumprem certos atributos, nomeadamente, a sua interse¢ao € o aconteci-
mento impossivel (incompativeis), a sua intersecao é o acontecimento impossivel e a sua reuniao o
acontecimento certo (complementares) e a probabilidade da realizagao de um dos acontecimentos
nao depende da realizacao do outro (independentes). Logo, depreende-se que estes tipos de acon-
tecimentos sao mais complexos, sendo estudados em anos escolares mais avangados: 0s aconte-
cimentos incompativeis e complementares sao introduzidos no 9.2 ano (Ministério da Educacao,
2021) e os acontecimentos independentes sao introduzidos no 12.2 ano (Ministério da Educacao,
2023).

De entre os acontecimentos mais complexos, Martins (2017) chama a atencao para a fre-
quente confusao entre acontecimentos incompativeis e independentes, esclarecendo que dois
acontecimentos nao podem ser incompativeis e independentes simultaneamente, a nao ser que
um deles seja o acontecimento impossivel. Para vencer essa confusao, a autora sugere ter-se em
consideragao que estes conceitos assumem relagoes distintas: a incompatibilidade de aconteci-
mentos & uma propriedade dos acontecimentos, nao sendo necessario definir qualquer probabili-
dade, e a independéncia de acontecimentos € dependente do modelo de probabilidade estabele-
cido no espaco de resultados onde estao definidos os acontecimentos.

No estudo da independéncia de acontecimentos, que é o foco do presente estudo, o concei-
to de probabilidade condicionada desempenha um papel importante, podendo ser usado para ve-
rificar se dois acontecimentos sao ou nao independentes. Neste caso, diz-se que dois acontecimen-
tos A e B sao independentes se a probabilidade da realizacao de qualquer deles nao € afetada pela
realizacao do outro, ou seja, quando se verifica uma das duas relagdes: P(A | B) = P(A), com P(B) # 0,
ou P(B | A) = P(B), com P(A) # 0, constituindo, portanto, uma alternativa ao uso da relagao P(A | B)=P(A)
x P(B) na verificacao da independéncia dos acontecimentos. Huff (1971, citado por Hawkins; Jolliffe;
Glickman, 1992) prop6s mesmo a definicao de acontecimentos independentes a partir apenas de
probabilidades condicionadas, referindo que dois acontecimentos A e B sao independentes, se
P(A|B) = P(A| B), onde B & o acontecimento complementar de B.

Num estudo de Fernandes et al. (2014) questionaram-se futuros professores dos primeiros
anos sobre probabilidade condicionada em quatro itens, envolvendo a reposicao e nao reposicao
na extracao de duas bolas de um saco e a escolha, ao acaso, de duas pessoas de um grupo consti-
tuido por homens e mulheres. Globalmente, em média, em cada item obteve-se 56 % de respostas
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corretas, o que se considera um desempenho razoavel. Em geral, os estudantes tiveram um melhor
desempenho nos itens de extracao de bolas do saco do que na escolha de pessoas do grupo, sendo
que a P(12 pessoa ser homem| 22 & mulher) se revelou muito dificil, o que se explica pela inversdo
do eixo temporal, pois acredita-se, erradamente, que um acontecimento realizado depois nao pode
afetar um acontecimento realizado antes (Contreras et al., 2013).

No caso da independéncia, Fischbein, Nello e Marino (1991), num estudo em que participa-
ram alunos do 4.2 ao 8.2 ano de escolaridade, sem instrucao de Probabilidades, questionaram os
alunos sobre se & mais provavel obter trés faces cara em trés lancamentos consecutivos de uma
moeda ou no langamento simultaneo de trés moedas. Do estudo, concluiu-se que cerca de um terco
dos alunos responderam que a probabilidade nao era a mesma, o que decorreu da crenga de que
& mais provavel obter trés faces cara em trés lancamentos consecutivos de uma moeda do que no
lancamento simultaneo de trés moedas. A partir de entrevistas realizadas, os autores concluiram
que os alunos acreditavam que os resultados obtidos no lancamento da moeda podiam ser con-
trolados pelo individuo, crenca esta que é incompativel com a independéncia dos acontecimentos
uma vez que a probabilidade de obter face cara em cada langamento mantém-se constante e igual
a1l

Ja Correia e Fernandes (2014), apos se ter obtido a sequéncia CCCCC, em cinco lancamentos
consecutivos de uma moeda, indagaram alunos do 9.2 ano sobre se & mais provavel obter no sexto
lancamento da moeda a face C (cara) ou a face E (escudo) ou se & igualmente provavel obter qual-
quer das faces da moeda. Na tarefa, 89,7% dos alunos afirmaram que é igualmente provavel obter
qualquer face da moeda, salientando-se, em termos de justificacao, a igual probabilidade de obter
cada face da moeda, a possibilidade de obter qualquer face da moeda, a moeda ser equilibrada e
as provas serem independentes. Em relacao as respostas erradas, destacou-se a resposta de que
e mais provavel obter a face cara, tendo a maior parte destes alunos referido que seria mais pro-
vavel porque saiu sempre cara. Assim, estes alunos aderiram ao chamado efeito recente positivo
(Fischbein, 1975), que afirma que, apos a obtencao de um resultado varias vezes consecutivas, seria
mais provavel obter o mesmo resultado no proximo lancamento. Para os autores, os resultados
obtidos mostram que os alunos possuem um substrato intuitivo consonante com a possibilidade
de desenvolver uma abordagem mais formal na escola.

Num estudo mais recente, Fernandes e Barros (2021) pediram a futuros professores dos
primeiros anos escolares para definirem pares de exemplos de acontecimentos disjuntos, comple-
mentares e independentes na experiéncia aleatoria de lancamento de um dado duas vezes conse-
cutivas. No caso dos acontecimentos independentes, que é o tipo de acontecimentos que interessa
ao presente estudo, verificou-se que os estudantes sentiram muitas dificuldades em estabelecer o
par de exemplos independentes, tendo apenas 23% deles respondido corretamente.

3. Método

0 estudo tem por finalidade investigar o conhecimento de estudantes, futuros professores
dos primeiros anos, sobre acontecimentos independentes, a partir dos trés seguintes objetivos:
1) classificar dois acontecimentos dados em independentes ou nao independentes; 2) enunciar a
definicdo de acontecimentos independentes; e 3) formular exemplos de acontecimentos indepen-
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dentes. Assim, o estudo do conceito de acontecimentos independentes a partir da definicao do
conceito, da classificacao de exemplos dados e da formulacao de exemplos permite estudar em
maior abrangéncia a compreensao do conceito pelos estudantes (Skemp, 1993).

Para estudar os objetivos do estudo conduziu-se uma investigacao, fundamentalmente, de
natureza quantitativa e de natureza descritiva. Neste tipo de investigacao analisa-se uma realidade
preexistente, neste caso o conhecimento sobre varias vertentes dos acontecimentos independen-
tes, sem exercer qualquer tipo de controlo e recorrendo a métodos rigorosos (McMillan; Schuma-
cher, 2014).

Participaram no estudo 37 estudantes que se encontravam a frequentar o 2.2 ano do curso
de Licenciatura em Educacao Basica, de uma universidade do norte de Portugal. Apos a conclusao
da Licenciatura, estes estudantes podem frequentar e concluir um curso de mestrado em ensino,
o que confere habilitacao profissional em educagao infantil ou para o ensino do 1.2 ao 6.2 ano
de escolaridade. Quando iniciaram os seus estudos na universidade, os estudantes tinham uma
formagao matematica variada obtida no ensino secundario em cursos profissionais, em cursos
humanisticos ou em cursos cientifico-tecnologicos.

Os dados usados no estudo sao as resolucoes dos estudantes ao responderem a um ques-
tionario com varias tarefas sobre diferentes tipos de acontecimentos, das quais tratamos aqui
aquela que diz respeito a acontecimentos independentes, e que se apresenta na Figura 1. No mo-
mento de aplicacao do questionario, os estudantes ja tinham frequentado a unidade curricular de
Probabilidades e Estatistica do ensino superior, tendo-se, na aplicacao do questionario, assegura-
do o anonimato e a salvaguarda da confidencialidade dos estudantes em qualquer publicagao com
dados do estudo.

Figura 1: Tarefa proposta aos estudantes

1. Em cada alinea seguinte, verificar se os acontecimentos A e B
sao ou nao independentes, sendo:

a. A: “obter a face cara no 1.2 lancamento” e B: “obter a face es-
cudo no 2.2 langamento”, na experiéncia aleatoria de lancamento
de uma moeda ao ar duas vezes.

b. A: “obter duas faces pares” e B: “obter duas faces maiores do
que 5", na experiéncia aleatoria de lancamento um dado nume-
rado de 1a 6 duas vezes.

2. Relativamente a uma experiéncia aleatoria,

a. Defina quando é que dois acontecimentos A e B sao indepen-
dentes.

b. Defina dois acontecimentos A e B, diferentes dos que foram
definidos na questao 1, que sejam independentes.

Fonte: Elaboragdo do autor (2022)

Pela Figura 1, constata-se que a tarefa é constituida por duas questoes, a questao 1 e a
questao 2, cada uma com dois itens. Nos dois itens da questao 1 sao dados dois acontecimentos
e questionam-se os estudantes sobre se eles sao ou nao independentes, sendo que os aconteci-
mentos, em 1a, sao relativos a experiéncia de langamento de uma moeda ao ar duas vezes e, em 1b,
sao relativos a experiéncia de langamento de um dado duas vezes. Ja na questao 2 os estudantes
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devem, em 2a, enunciar a definicao de acontecimentos independentes e, em 2b, definir dois acon-
tecimentos independentes distintos daqueles que foram dados na questao 1.

Por fim, no tratamento e analise de dados estudaram-se as respostas dadas pelos estudan-
tes relativamente a classificacao de acontecimentos em independentes e nao independentes, as
explicagoes dessa classificagao e a definicao e exemplificagao de acontecimentos independentes.
Em todos os casos, determinaram-se frequéncias dos tipos de acontecimentos (independentes e
nao independentes) e das explicacdes das respostas (corretas, parcialmente corretas e incorretas),
tendo-se recorrido a tabelas para resumir essa informacao. Adicionalmente, para aprofundar a
compreensao do processo de analise, apresentam-se alguns exemplos de respostas dos estudan-
tes, identificados pela letra E (abreviatura de estudante) seguida do nimero que lhe foi atribuido
(de1a37).

4. Apresentacgao de resultados

Nesta parte apresentam-se os resultados obtidos no estudo, organizados segundo cada
um dos objetivos estabelecidos: classificar dois acontecimentos dados em independentes ou nao
independentes; enunciar a definicao de acontecimentos independentes; e formular exemplos de
acontecimentos independentes.

4.1. Classificar acontecimentos em independentes ou nao independentes

Neste objetivo incluem-se os dois itens, 1a e 1b, da questao 1. Seguidamente, analisam-se
as resolucoes dos estudantes nestes dois itens.

Item 1a. Neste item os estudantes deviam afirmar que os acontecimentos A e B sao inde-
pendentes recorrendo a definicao de acontecimentos independentes. Na Tabela 1 apresentam-se
os diferentes tipos de respostas dadas pelos estudantes ao responderem ao item 1a.

Tabela 1: Frequéncia (em %) de estudantes segundo o tipo de resposta no item 1a

Tipo de resposta Frequéncia (em %)
Correta 14 (38)
Parcialmente correta 14 (38)
Incorreta 7(19)
N3o resposta 2(5)

Fonte: Elaboracao do autor (2023)

Constata-se pela Tabela 1 que menos de metade dos estudantes responderam corretamente
e outros tantos apresentaram respostas parcialmente corretas. Ja cerca de um em cada cinco es-
tudantes deram respostas erradas e apenas dois nao responderam. De seguida apresentam-se as
ideias em que os estudantes basearam as suas respostas.

Nas respostas corretas, trés estudantes mostraram que a relacao P(ANB)=P(A)xP(B) se veri-
fica e os restantes 11 afirmaram que qualquer dos acontecimentos A ou B nao depende, nao con-
diciona ou nao afeta a probabilidade do outro. Na Figura 2 apresenta-se um exemplo do primeiro
tipo de resolucao.
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Figura 2: Resolugao do item 1a pelo estudante E9
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Na sua resolucao, o estudante E9 determinou as respetivas probabilidades, constatou que a
relacdo P(ANB)=P(A)xP(B) se verifica, embora tenha falhado ao escrever 1/2=1/2 em vez de 1/4=1/4,
e concluiu que os acontecimentos sao independentes.

No caso da independéncia estabelecida pela definicao de que qualquer dos acontecimen-
tos nao depende, nao condiciona ou nao afeta a probabilidade do outro, apresenta-se na Figura 3
um exemplo deste tipo de resolucao.

Figura 3: Resolugao do item 1a pelo estudante E20
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Fonte: Elaboragao do estudante (2022)

0 estudante E20 afirma que qualquer dos acontecimentos nao condiciona o outro, socor-
rendo-se, provavelmente, do conhecimento e da experiéncia desenvolvida nas aulas de Probabili-
dades. A este respeito, & habitual nas aulas sobre a independéncia probabilistica salientar que em
dois lancamentos de uma moeda ou um dado e na extracao com reposicao de dois objetos de um
saco a probabilidade de obter qualquer resultado € independente do resultado obtido no outro
lancamento ou extracao.

Nas respostas parcialmente corretas, oito estudantes nao apresentaram qualquer explica-
cao da sua resposta e os restantes seis referiram-se ao espaco de resultados, a reposicao da moe-
da, a igualdade das probabilidades ((P(A)=P(B)) ou ao lancamento de uma moeda.

Por fim, nas respostas incorretas um estudante nao apresentou qualquer justificacao e os
restantes seis afirmaram a dependéncia dos acontecimentos, determinaram probabilidades incor-
retas, aplicaram incorretamente a formula P(AUB)=P(A)+P(B) ou a formula P(ANB)=P(A)xP(B). Na
Figura 4 apresenta-se um exemplo deste Gltimo tipo de resolucao.
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Figura 4: Resolucao do item 1a pelo estudante E3
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Nesta resolucao, o estudante E3 determina as probabilidades P(A) e P(B), socorrendo-se de
um diagrama de arvore, assume a independéncia dos acontecimentos A e B (que era o que pedia
para mostrar), calcula P(ANB) e conclui incorretamente que os acontecimentos nao sao indepen-
dentes.

Item 1b. Neste item os estudantes deviam mostrar que os acontecimentos nao sao inde-
pendentes. Para tal, recorrendo a definicao de acontecimentos independentes, deviam concluir
que essa definicao nao se verifica para os acontecimentos dados. Na Tabela 2 apresentam-se 0s
diferentes tipos de respostas dadas pelos estudantes ao responderem ao item 1b.

Tabela 2: Frequéncia (em %) de estudantes segundo o tipo de resposta no item 1b

Tipo de resposta Frequéncia (em %)
Correta 2(5)
Parcialmente correta 18 (49)
Incorreta 12(32)
N&o resposta 5(14)

Fonte: Elaboracao do autor (2023)

0 item 1b revelou-se mais dificil do que o item 1a, sendo que agora menos estudantes apre-
sentaram respostas corretas e mais estudantes deram respostas incorretas ou nao responderam.
Cerca de metade dos estudantes deram respostas parcialmente corretas, seguindo aqueles que
deram respostas incorretas e, finalmente, apenas dois deram a resposta correta. Seguidamente
analisam-se as ideias dos estudantes subjacentes as suas resolugoes.

No caso das respostas corretas, ambos os estudantes recorreram a relagao P(ANB)=P(A)xP(B)
para concluirem que os acontecimentos nao sao independentes. Comparativamente com o item
anterior (item 1a), muito menos estudantes responderam corretamente a este item. Neste item
nao era adequado afirmar que a probabilidade da ocorréncia de qualquer dos acontecimentos
nao é dependente, condicionada ou afetada pela ocorréncia do outro, pois pretendia-se explicar
a dependéncia (nao a independéncia) dos acontecimentos. Portanto, diferentemente dos acon-
tecimentos independentes, a auséncia de conhecimento e experiéncia acerca de acontecimentos
dependentes pode explicar o pior desempenho dos estudantes neste item.
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Nas respostas parcialmente corretas, tal como no item 1a, oito estudantes nao apresenta-
ram qualquer explicacao da sua resposta, quatro focaram-se na face superior a cinco, ou seja, na
face seis, como se exemplifica com a resolucao da Figura 5, dois consideraram apenas o lancamento
de um dado e cada um dos restantes quatro apresentaram explicagoes diversas.

Figura 5: Resolucao do item 1b pelo estudante E36
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Depreende-se da resolugéo do estudante E36 que a dependéncia dos acontecimen-
tos resulta de se ter de obter duas faces seis nos dois langamentos do dado, o que é exata-
mente o acontecimento ANB. Constata-se, assim, que o estudante nao explicou cabalmen-
te a sua resposta.

Nas respostas incorretas, cinco estudantes ndo avangaram qualquer explicagao so-
bre as suas respostas. Ja nas sete respostas restantes considerou-se que um aconteci-
mento ndo impossibilita o outro, determinaram-se probabilidades incorretas ou que nenhum
acontecimento esta condicionado pelo outro. Na Figura 6 regista-se um exemplo desta
ultima explicagéo.

Figura 6: Resolucao do item 1b pelo estudante E28
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Fonte: Elaboragao do estudante (2022)

Na sua resolucao, o estudante E28, recorrendo a uma tabela de dupla entrada, determina
corretamente as probabilidades P(A) e P(B), mas nao calcula P(ANB). De seguida, considera que o
lancamento do dado é feito com reposicao, o que nao se aplica, e conclui, erradamente, que 0s
acontecimentos sao independentes.

4.2.Enunciar a definicdo de acontecimentos independentes

Neste objetivo inclui-se apenas o item 2a da questao 2, de que seguidamente se analisam as
resolucoes dos estudantes. Nele pede-se aos estudantes que definam quando é que dois aconteci-
mentos sao independentes. Portanto, dados os acontecimentos A e B, esperava-se que o0s estudan-
tes afirmassem que se deve verificar a relacao P(AnB)=P(A)xP(B) ou uma das relagoes P(A | B)=P(A),
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com P(B)#0, ou P(B|A)=P(B), com P(A)#0. Em alternativa, os estudantes podiam apresentar uma
definicao verbal, afirmando que a ocorréncia de qualquer dos acontecimentos nao afeta a proba-
bilidade de ocorréncia do outro. Na Tabela 3 apresentam-se os diferentes tipos de respostas dadas
pelos estudantes no item 2a.

Tabela 3: Frequéncia (em %) de estudantes segundo o tipo de resposta no item 2a

Tipo de resposta Frequéncia (em %)
Correta 32(86)
Parcialmente correta -
Incorreta 4 (1)
N&o resposta 1(3)

Fonte: Elaboragao do autor (2023)

Pela Tabela 3 verifica-se que os estudantes foram mais sucedidos em enunciar a definicao
de acontecimentos independentes (item 2a) do que em classificar acontecimentos em independen-
tes ou nao independentes (itens 1a e 1b). Concretamente, quase todos os estudantes apresentaram
respostas corretas, nao se observaram respostas parcialmente corretas e poucos deram respostas
incorretas ou nao responderam. De seguida, analisam-se as defini¢oes referidas pelos estudantes
na resolucgao do item 2a.

No caso das respostas corretas, dadas por quase todos os estudantes, cinco definiram acon-
tecimentos independentes a partir da relacao P(ANB)=P(A)xP(B), um recorreu a relacao P(A|B)=P(A)
e dois as duas relacoes anteriores. Por Gltimo, a maioria destes estudantes, num total de 24, referiu
que a ocorréncia de um dos acontecimentos nao afeta a probabilidade do outro. Na Figura 7 exem-
plifica-se a explicagao baseada na segunda relacao.

Figura 7: Resolucao do item 2a pelo estudante E25
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Na sua resolucao, o estudante E25 apresenta uma definicao de acontecimentos indepen-
dentes em linguagem verbal e simbolica. Deste modo, comeca por referir que dois acontecimentos
e sao independentes se a ocorréncia de um deles nao afetar a ocorréncia do outro e, de seguida,
estabelece a relagao simbolica .

Ja na Figura 8 exemplifica-se uma definicao apenas verbal de acontecimentos independen-
tes.
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Figura 8: Resolucao do item 2a pelo estudante E17
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

0 estudante E17, na sua defini¢ao, afirma que os acontecimentos sao independentes quan-
do a ocorréncia de um deles nao afeta a probabilidade de ocorréncia do outro, o que constitui
uma definicao precisa, pois o que esta implicito € a verificacao de uma das relacoes P(A|B)=P(A) ou
P(B|A)=P(B).

Todavia, as definicoes verbais, semelhantes a apresentada pelo estudante E17, sao limita-
das na sua operacionalizacao. Em situagoes do lancamento de moedas e dados ou da extracao de
objetos com reposicao, o conhecimento e experiéncia permitem-lhe explicar a independéncia dos
acontecimentos, mas em situagdes menos usuais podera ser necessario recorrer a uma das rela-
coes entre probabilidades para verificar se 0s acontecimentos sao ou nao independentes.

Por fim, nas respostas incorretas, os estudantes apresentaram ideias diversas, como “Para
acontecer nao € necessario que o outro aconteca”, “Dependem de si proprios” ou referem, explici-
tamente ou implicitamente, a ideia de acontecimentos disjuntos. Na Figura 9 exemplifica-se o caso

dos acontecimentos disjuntos.

Figura 9: Resolucgao do item 2a pelo estudante E29
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Fonte: Elaboragdo do estudante (2022)

0 estudante E29 parece focar-se na relacao P(AUB)=P(A)+P(B), o que requer que 0s acon-
tecimentos A e B sejam disjuntos. Contudo, o enunciado nao é totalmente claro quando refere o
acontecimento “reuniao de A com B” e nao, como deveria, “a probabilidade da reuniao de A com B".

4.3. Formular exemplos de acontecimentos independentes

Deste objetivo faz parte apenas o item 2b da questao 2, de que seguidamente se analisam
as resolucoes dos estudantes. Nele pede-se aos estudantes que definam dois acontecimentos in-
dependentes, diferentes daqueles que sao dados na questao 1. Portanto, tratando-se de um item
aberto, espera-se que 0s estudantes apresentem resolucoes diversas.

Na Tabela 4 apresentam-se os diferentes tipos de respostas dadas pelos estudantes ao
responderem ao item 2b
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Tabela 4: Frequéncia (em %) de estudantes segundo o tipo de resposta no item 2b

Tipo de resposta Frequéncia (em %)
Correta 4(11)
Parcialmente correta 10 (27)
Incorreta 21(57)
N&o resposta 2(5)

Fonte: Elaboragao do autor (2023)

Pela Tabela 4 constata-se que mais de metade dos estudantes apresentaram respostas in-
corretas, seguindo-se as respostas parcialmente corretas e apenas quatro estudantes deram res-
postas corretas e dois nao responderam. Conclui-se, portanto, que este item foi o que levantou
mais dificuldades aos estudantes. Na continuagdao analisam-se as ideias dos estudantes em que
basearam as suas resolugoes.

Nas respostas corretas, que sao apenas quatro, os estudantes consideraram as experiéncias
de lancamento de um dado ou de extragao de bolas de um saco. Na Figura 10 exemplifica-se 0 caso
da experiéncia de lancamento de um dado.

Figura 10: Resolucao do item 2b pelo estudante E24
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Na experiéncia de lancamento de um dado, o estudante E24 considerou dois acontecimen-
tos A e B, seguidamente determinou as probabilidadesP(A), P(B) e P(ANB) e, por fim, mostrou que se
verifica a relagao P(ANB)=P(A)xP(B), sem, contudo, definir o acontecimento ANB. Nas trés restantes
resolucoes os estudantes consideraram experiéncias de extracao de bolas/cartas com reposicao,
o que foi visto como sendo suficiente, mesmo sem a verificacao da relagao de independéncia.
Analogamente ao caso do lancamento de moedas e dados, considerou-se a reposi¢do como um
conhecimento e experiéncia bastantes para justificar a independéncia.

Nas respostas parcialmente corretas, nenhum estudante verificou a condicao de indepen-
déncia nem referiu a reposicao na experiéncia de extragao de bolas de um saco. Na Figura 11 apre-
senta-se um exemplo deste tipo de resolucao.
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Figura 11: Resolucao do item 2b pelo estudante E11
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

0 estudante E11 estabelece dois acontecimentos da experiéncia aleatoria de extracao de
uma bola de um saco com 20 bolas numeradas de 1 a 20. Embora os acontecimentos sejam inde-
pendentes, o estudante nao mostra que eles sao realmente independentes.

Finalmente, nas respostas incorretas nove estudantes nao apresentaram qualquer explica-
cao das suas respostas e cinco referiram a experiéncia de lancamento de um dado, cuja resolucao
parece ter sido baseada na definicao de acontecimentos incompativeis ou complementares, como
se exemplifica na Figura 12.

Figura 12: Resolucao do item 2b pelo estudante E6
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Fonte: Elaboracao do estudante (2022)

Na sua resolucao, o estudante E6 definiu dois acontecimentos A e B complementares na
experiéncia de lancamento de um dado, que nao sao independentes pois ANB & o acontecimento
impossivel e tanto A como B nao sao acontecimentos impossiveis.

Dos restantes estudantes, quatro apresentam resolugoes ininteligiveis e trés nao especi-
ficam acontecimentos concretos ou estabelecem acontecimentos coincidentes. Repare-se que no
caso dos acontecimentos coincidentes, conclui-se que P(A|A)=1 para qualquer valor de P(A)=0, don-
de A é independente de A apenas quando A & o acontecimento certo.

5. Discussao e conclusao

Na classificacao de acontecimentos em independentes e nao independentes, em que se in-
serem os itens 1a e 1b, a maior parte dos estudantes apresentou respostas corretas ou parcialmen-
te corretas, sendo que muito poucos deles (apenas dois) deram respostas corretas no item 1b. Nas
respostas corretas os estudantes explicaram as suas respostas a partir de uma das relagoes que
define acontecimentos independentes ou de que qualquer dos acontecimentos nao depende, nao
condiciona ou nao afeta o outro. Possivelmente, deve-se a esta ltima explicagao o melhor desem-
penho dos estudantes no item 1a, pois no item 1b ela nao se aplica porque 0s acontecimentos sao
dependentes. Nas respostas parcialmente corretas destaca-se que muitos estudantes nao deram
qualquer explicagao acerca das suas respostas.
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Ja na definicao de acontecimentos independentes, avaliada no item 2a, verificou-se que
quase todos os estudantes deram respostas corretas. Neste item, as respostas corretas foram expli-
cadas atraves de relacoes que definem acontecimentos independentes ou verbalmente, aludindo a
que a ocorréncia de um acontecimento nao depende ou nao afeta a probabilidade do outro.

Por ultimo, na formulagao de exemplos de acontecimentos independentes, avaliada no item
2b, a maior parte dos estudantes deu respostas incorretas, constituindo-se, assim, como o obje-
tivo do estudo menos atingido. Entre as respostas corretas e parcialmente corretas, as respostas
corretas foram muito menos, e na totalidade estes dois tipos de resposta totalizam pouco mais do
que 1/3 de todas as respostas. Nas respostas corretas os estudantes consideraram experiéncias de
lancamento de um dado ou de extracao de bolas de um saco e nas respostas parcialmente corretas
nenhum estudante verificou a independéncia dos acontecimentos nem mencionou a reposi¢ao na
experiéncia de extracao de bolas de um saco. Assim, as dificuldades sentidas pelos estudantes
em exemplificar acontecimentos independentes confirmam aquelas que foram observadas num
estudo anterior de Fernandes e Barros (2021), também com futuros professores dos primeiros anos.

0 melhor desempenho dos estudantes em definir acontecimentos independentes também
foi observado em estudos sobre outros tipos de acontecimentos, em que participaram os mes-
mos futuros professores dos primeiros anos, designadamente em definir acontecimentos disjuntos
(Fernandes, 2022) e em definir acontecimentos complementares (Fernandes, 2024). Ora, 0 maior
sucesso dos estudantes em definir diferentes tipos de acontecimentos, no presente estudo e nos
dois estudos referidos, significa que se trata de um resultado relativamente robusto, acarretando,
por sua vez, desafios ao ensino e aprendizagem de tais conceitos.

Mais concretamente, os estudantes serem capazes de definir acontecimentos disjuntos,
complementares ou independentes nao implica que eles estejam aptos a classificar acontecimen-
tos dados e a dar exemplos de acontecimentos desses diferentes tipos, como foi demonstrado
neste e nos estudos referidos. Muito provavelmente, esta debilidade dos estudantes tenha origem
numa aprendizagem rotineira, alicercada apenas na memoria, e nao significativa (Ausubel; Novak;
Hanesian, 1980).

Para ultrapassar as limitacoes dos estudantes, observadas no estudo, parece-nos que a
exploracao de tarefas abordando simultaneamente a classificagao, a definicao e a exemplificagao
de acontecimentos independentes, tal como aconteceu no presente estudo, podera contribuir para
uma aprendizagem dos estudantes, futuros professores dos primeiros anos, mais significativa, na
qual se realca, explicitamente, a aplicacao da definicao de acontecimentos independentes a classi-
ficacao de acontecimentos dados e a formulacao de exemplos.

Por outro lado, relativamente as dificuldades dos estudantes em distinguir acontecimentos
incompativeis, complementares e independentes, sugere-se que sejam enfatizados no ensino des-
tes conceitos os atributos que sao comuns e aqueles que os distinguem. Assim, dados os aconte-
cimentos A e B, o atributo ANB=( & comum aos acontecimentos incompativeis e complementares,
e 0s complementares distinguem-se por também requerer o atributo AnB=U, em que U & 0 espago
de resultados. Ja se uma das probabilidades P(A) ou P(B) é nula, entdo os acontecimentos sao
independentes (Martins, 2017), enquanto se ANB=@ e P(A) e P(B) sao nao nulas, entdo os aconteci-
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mentos nao sao independentes, ou seja, acontecimentos incompativeis e complementares nao sao
independentes desde que P(A)#0 e P(B)=0.

Face as dificuldades sentidas pelos futuros professores importa aprofundar a sua formagao
sobre os diferentes tipos de acontecimentos, em particular acerca dos acontecimentos indepen-
dentes. Tal aprofundamento € essencial para os estudantes que nao frequentaram cursos cien-
tifico-tecnologicos no ensino secundario, pois nesses cursos a componente matematica € muito
reduzida. Donde, é plausivel que a formacao matematica dos estudantes, adquirida ao longo do
ensino secundario, interfira com as dificuldades sentidas pelos estudantes nos acontecimentos
independentes, ou seja, que estudantes com uma formagao matematica anterior mais robusta/
fragil apresentam menores/maiores dificuldades nos acontecimentos independentes. Assim, a re-
alizacao de um futuro estudo que discrimine as dificuldades dos estudantes segundo a formacao
matematica recebida nos cursos que frequentaram no ensino secundario permitira aprofundar a
origem das suas dificuldades.
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