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Resumo

Sao apresentadas demonstragdes de problemas geométricos utilizando a estrutura do conjunto
dos nimeros complexos dos quais destacamos o Teorema de Napoledo e o Teorema do circulo
dos nove pontos.
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1 Introducao

Apresentaremos algumas aplicacdes dos nimeros complexos a geometria
plana , a qual faz uma contraposi¢do com a visdo algébrica. Na primeira parte
sdo desenvolvidos conceitos basicos da geometria plana que foram apresentados
e elaborados para serem utilizados como ferramentas nas demonstracdes dos
teoremas e para melhor compreensdo do leitor. A segunda parte do projeto utiliza
de conceitos desenvolvidos na primeira parte para a obtencao de dois resultados.

Outro aspecto de grande relevancia , e que este trabalho tem como principais
objetivos a demonstragdo do Teorema de Napoledo e do Teorema do Circulo dos
Nove Pontos a partir de varidveis complexas na geometria plana. Nosso trabalho
€ baseado na dissertacdo de mestrado [1] que propde a utiliza¢ao de proprieda-
des geométricas dos nimeros complexos para a demonstracdo de teoremas da

geometria plana.
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2 O Conjunto dos Niimeros Complexos

Os nimeros complexos podem ser compreendidos como uma extensao do
conjunto dos nlimeros reais, isto €, estes nimeros formam um conjunto numérico
que € mais abrangente que os nimeros reais.

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢des e propriedades da geome-
tria plana.

Os numeros complexos podem ser representados de trés formas sendo elas:

e Representagdo Algébrica: quando sdo escritos da forma; z=a+ib, sendo
que o a e b sdo niimeros reais, sendo que a € a parte real e ib descreve a parte
imagindria .

e Representacdo Cartesiana: quando sdo escritos em pares ordenados os nu-
meros complexos tém que estar definidos a igualdade, a adi¢do e a multiplicagdo.
Eles sdo representados z=(x,y) € Couz € C > (x,y) sendo x,y € R .

e Representagdo Polar Ou Trigonométrica: quando sdo escritos na forma;

z=p(cos 0 + isin ). Na qual a p =lzl e o f= argumento de z.

Além disso, quando falamos em pontos no planos temos que associar o plano
cartesiano com os nimeros complexo. Esta associacao pode ser correspondida

COmo:

e a= a + (i que vai se relacionar ao eixo X.

e b= 0 + bi que vai corresponder ao eixo y.

Na qual no plano complexo o eixo x é chamado de eixo real e o eixo y se
denomina como eico dos imagindrios.Este plano complexo pode ser chamado de
plano complexo ou plano de Argand ou Gaussiano.

Outro aspecto relevante , estd relacionado com as raizes n-ésimas da unidade,
isto €, para obtermos estas raizes significa que temos que determinar os nimeros

complexos z que sdo solucdes da equagao:

Z"—1=0.
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Com isso, sabemos que 2y = 1 € uma das raizes. Além disso, sabendo que

cos2kr + isin2km = 1, Vk € Z. Usando a férmula De Moivre, temos que :

2 2r\"
(COS—W—I—isin—W) =cos2m +¢sin2m = 1.
n n

E pelo Teorema Fundamental da Algebra, aequagdo 2" — 1 = 0 diz que esta
equagdo possui n raizes complexas. Entao , podemos afirmar que :
2k 2k
2 = oS X L isin ol — k€ 0,1,2,3,4,...n — 1.
n n

Estas raizes da unidades, podem ser representadas pela letra w, isto €é:

2 .. 2w
Z] = COS— +1SIn— = W
n n

4 4w 9
29 = COS — +18In — = w"....
n n
Entdo as raizes n-€simas a unidades serao:

1w, w?, w, w, . w

E para finalizar o capitulo, quando formos nos referir aos nimeros dos

complexos serd indicado pela letra z.
3 Algumas Propriedades e Nocoes Geométricas Simples

Antes de iniciarmos algumas propriedades e nocdes geométricas, devemos
compreender que neste trabalho, que o ponto andlogo ao nimero complexo z
serd representando pela mesma letra, isto €, z. Além disso, quando for exibido o

conjugado do nimero complexo Zz, serd indicado pela letra z.

3.1 Distancia Entre Dois Pontos

Em geometria, um dos conceitos de maior relevancia € a de distancia entre
pontos devido a sua importancia nesta drea. Para encontrar esta distancia, € dado
uma reta r e dois pontos pertencentes a esta reta z; € 25 , a distdncia d entre

esses pontos equivale com o0 médulolwl=lz5-2z1| do nimero complexo w=z25-z1, se
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. — . -
consideramos o vetor z; 25 igual ao vetor Ow.

h!l\l

Figura 1: Distancia Entre Dois Pontos

Prova: Dados os pontos z; € 25 que podem ser escritos da forma z;=a+ib;
e 29=ay+iby e que podem ser representados no plano complexo e formando um
triangulo da seguinte maneira:

Para achar a distancia entre os pontos, basta aplicar o Teorema de Pitdgoras

na qual a distancia serd equivalente a hipotenusa.

Hipotenusa® = cateto oposto® + cateto adj acente?
Distncia® = (ay — a1)* + (by — by)?
Distancia= \/ a3 —a? + b3 — b3
Distancia= \/(ag + b3) — (a? + b?)

Distancia= lz9 — 21 |
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Figura 2: Representacao dos pontos complexos e triangulo
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3.2 Angulo Orientado Entre Retas

Primeiramente, a defini¢do de angulo significa a abertura entre dois segmen-
tos e além disso, sabemos que orientacdo se relaciona em direcdo e sentido.

Em segundo lugar, dado dois nimeros complexos distintos z;e z, € a ori-
gem do plano complexo O, o angulo @ € orientado se 0s pontos z;e z Sa0

ordenado no sentindo positivo ( anti-horario).

33 Angulo Formado Entre Duas Retas

Considerando a reta r que passa pela origem e tem extremidade em z; € a

reta s que possui extremidade em 29, 0 angulo formado entre essas duas retas é
—_—
representado por z; 0z, e pode ser ser dado pela expressao:
21029 = arg— = argzy — argz
21

Prova: Seja z; e z; nimeros complexos qualquer, podemos reescreve los da
forma trigonométrica para melhor compreensiao da demonstrag¢do, na qual ficaria
da seguinte maneira: z; = p(cosa + isina) e zo = pa(cos § + isin ).Com
iss0, argz; = « e argze = 3, e pela divisdo de nimeros complexos na forma

trigonométrica, temos:

Z—; = %[cos(a — B) + isin(a — )]

21
arg— =« — [ = argz, — argzy
Z2

3.4 Condicao de Alinhamento de Trés Pontos no Plano Complexo

Preposicdo 1: Trés pontos distintos 21, 2z e 23 sdo colineares se, e somente

se,
Z3 — 21
— R
22— 2

Prova: Seja 21, 2z, € 23 um nimero complexo qualquer, para dizer que eles
23 — 21
—— =0 ou
%2 — 21

~ . . . A —_—
sdo colineares equivale dizes que o angulo z,2; z3 na qual o arg
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igual a 7.
Outra Maneira de provar, se considerarmos 21, z5 € 23 pontos do plano complexo

, pode-se dizer que se o determinante € igual a zero , significa que os pontos sao

colineares quando:

aq b1 1
det | as by 1| =0
as bg 1

3.5 Equacao da Reta

Preposicdo 2: Sejam z, e zo pontos distintos do plano complexo. A equacdo

da reta que passa por esses dois pontos é dada por

zZ— 2 z— 2

Zo—21 22— 2
que é equivalente a

(22 — 21)2 — (272 — 51)2 = 2921 — 2129

Prova: Seja z um complexo qualquer da forma z = x+iy , € seu z um

conjugado qualquer escrito da seguinte maneira; z=x-iy. Se consideramos o

sistema:

z2=x+1y

=x—1

I
|

Somando as equacdes obteremos:

xr =
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Além disso, sabemos que a equacgdo da reta pode ser dada como: ax+by+c
sendo a,b e ¢ € C. Se substituimos os resultados encontrados acima iremos achar

os seguintes resultados:

a( JQF = )+b(= 5 % )+2¢=0
a(z+Z)+b(Z-Z)+2c=0
z(a+b)+Zz(a-b)+2c=0
Dai, como os resultados acimas sdo ndmeros quaisquer , podemos falar que
os resultados sdo equivalentes para os pontos z1,29 21,22. Logo, seja 21,29 21,22
€ retas temos:
zla+b)+Z(a—1b)+2c=0
z1(a+b)+z(a—b)+2c=0
z9(a+b) + Z(a—b)+2c=0
Que pode ser escrito da seguinte forma:
z zZ 2
det | 21 21 2| =0«

V) 222

zZ— Zz1 Z—2
29— 21 Z— 21

3.6 Equacao Paramétrica da Reta

Inicialmente, sabemos que a equacdo da reta pode ser representada da forma
geral, reduzida e paramétrica. Nesta secao iremos falar sobre as equacdes para-
métricas. A defini¢do de retas paramétricas , diz que dado uma equacdo com um
parametro ( varidvel qualquer) , esta equagdo representard a equagao da reta em
diferentes pontos no plano cartesiano.

Assim, considerando um nimero complexo z, z1 e 22 € uma reta r, tal que

7,271,722 €r. Entdo pela equacdo da reta na secdo 3.4 , podemos escrever:

z—z
—2:t,0ndet€R
Z1 — R9

e que pode ser reescrito como:

zZ— 21 :t(ZQ—Zl)
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z=(1—1t)z +tzn,teR.

Portanto, a equagdo paramétrica pode ser escrita das trés formas acima.

3.7 Equacao do Circulo

Preposicdo 3: Quatro pontos distintos 21, zs, 23 € z4 estdo situados em uma

circunferéncia ( uma reta) se, e somente se, o nimero

Ry — 23 / Zo — 24
21 — %3 21 — 24

é um numero real.

Prova: Primeiramente, vamos supor que 0os pontos 2, 29, 23 € 24 pertencem
. A . —_— —_ 2z .
a uma circunferéncia,se e somente se, 212322 = 212422, que € verdade devido as

relagdes métricas na circunferéncia.

Figura 3: Tlustragcdo dos pontos z1, 23, 23 € 24 pertencente a circunferéncia.

. . . . . —_— —_—
Primeiramente, vamos considerar o primeiro caso sendo z;z32; = 212425.
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Entao temos:
Z9 — 23 29 — 24
21 — 23 21 — 24

na qual temos que

ar 2% —ar LA 0
21— %3 Rl 24
22 — &3
arg_—
e podemos concluir que zl z3 € um numero real .
2 — 24
arg——
21— 24
R2 — 23
arg_— -
Em segundo lugar, se ———— ¢ um nimero real € R, temos que :
2 — 24
arg——
21T 24
R2 — 23 %2 T 24
arg——— — arg——— = km,comk € Z.
21— <3 1T 24

Além de que, como 23 € 24 estdo no mesmo semiplano em relacdo a reta z; 2o,
temos que k=0. Logo:

Z9 — 23 29 — 24 — —
—— —Qrg————— = 212322 = 2172472
21 — 23 21 — 24

arg

O outro caso pode ser provado analogamente.

Preposicdo 4: A equagdo da circunferéncia ( da reta) que passa pelos pontos

7, 21, %9 € 23 é dada por :
Z — 29 Z— 29
Z1 — 23 21— 22
Z — Z3 Z— 23
21 — 23 21 — 23

Prova: Supondo que os pontos 21, 29, 23 € z4 pertencem a uma circunferéncia,
entdo pela Preposicao 3 temos que :

Ry — 23 / Ro — 24
21 — 3 21 — 24

na qual, € um nimero real e que pode ser reescrito como:
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zZ — 29 Z—Z_g
(Zl — Zz) B (2_1 —2_2)
Z— 23 N Z— z3
<Z1—23> (21—Z3>

3.8 Perpendicularismo no Plano Complexo

Preposicdo 5: As retas z 25 e 2324 SGo ortogonais se, e somente se,

22— 2
24 — 23

for imagindrio puro.

Prova:Inicialmente sabemos que para ser perpendicular os angulos formados

T 3T 5
entre as retas tem que ser 5 ou > entao:

T 3w 29 — 21 T 3T
arg(ze — z1) — arg(z4 — 23) = FouS arngg € {5, ?} :

Além disso, como estamos trabalhando em um plano complexo, equivale
dizer que o resultado entre o angulo formado tem que ser um imagindrio puro,
isto é:

argu = ki,Vk € R.
Z4 — 23
Uma outra maneira de demonstrar é, dado a reta z; 29 € a reta z3z4 0 coefici-

ente angular entre eles sera:

-1
R1R2 = ———,
Z3%4
. m .~
pois supondo que areta z12o = —f e areta 2324y = 5 + 5 e pela defini¢do de

A 7z . A e 7T
angulo oposto pelo vértice seu angulo serd de 5"

3.9 Equacao da Reta Perpendicular

Preposicdo 6: A equagdo da reta perpendicular d reta z, 25 e que passa por

z3 € dada por:
Z — Z3 Z — Z3

+
I
o

22 — 21 22— 2
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que é equivalente a

Prova:Considerando a reta r formada pelos pontos zz3 que passa pelos
pontos z e z3 € a reta s que € expressa por 21z, formada pelos pontos z; € 25,
como vimos na se¢do acima a condi¢do para as retas serem perpendiculares, isto

é ,223 1L 2129 se, somente se,

&3 . P
¢ um imagindrio puro.
Z9 — 21
Além disso, sabemos que o conjugado do nimero complexo é expresso
da forma z = a-ib e que possui a mesma equacdo da reta perpendicular s6 seu
coeficiente angular possui o sinal contrario, por estar representada no quadrante

oposto da reta, isto é: o
Z — Z3 Z — Z3

22— 2 -2
Com isso temos que a equacdo da reta perpendicular é formada pela reta dos
numeros complexos e pela reta do conjugado dos niimeros complexos, além de
Z — Z3

que —— é um imagindrio puro , podendo ser escrito como:
22— X1

Z — Z3 Z — Z3

Zp—21 22— 2

que é equivalente a
(22 — Zl>2 + (Z_Q - Z_l)Z = Z3<Z_2 - Z_1> + 2_3(22 - Zl>.

3.10 Equacao da Mediatriz de um Segmento

O conceito de mediatriz diz que, dada uma reta perpendicular ao segmento
Z1+ 2 Ly .

2129 € que passa pelo ponto z3 = %, sendo z3 o ponto médio. Assim,

mediatriz € uma reta perpendicular que passa pelo ponto médio, que delimita o

segmento da reta que possui 0s pontos 2 zs.
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Figura 4: Mediatriz

Além disso,podemos encontrar a mediatriz que intercepta o segmento 22, €
que passa por z3 pela equacdo da reta perpendicular que definimos anteriormente.

Logo, a equacdo da mediatriz é dada por:
23(2_2 — 2_1) + 2_3(22 — Zl) =0

s6 que z3 € o ponto médio, entdo podemos reescrever a equagcdo da mediatriz

COmo:

(Zl J2r Z2> (22 —21) + <¥) (22— 21) & |zo|" = |z

3.11 Triangulos

Na geometria plana,um dos assuntos mais trabalhados no ensino basico é
conceitos fundamentais sobre tridngulos. Inicialmente,o conceito de tridngulo
afirma que dado trés pontos ndo colineares A, B e C, podemos dizer que a unido

desses pontos formam trés pontos forma os segmentos : AB, AC e BC, que
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recebe o nome de tridngulo.

Figura 5: Exemplos de Triangulos
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Antes de apresentarmos os semelhanca de tridngulos, tridngulos equilateros e
pontos notdveis de um triangulo, devemos compreender as seguintes convencoes:

Seja z1, 29, 23, w1, Wy, w3 nimeros complexos qualquer, temos que:

e Dizemos que um tridngulo € orientado(isto €, possui modulo , direcdo e
sentido) , se a ordem dos vértices € especificada. A orientacdo pode ser positiva (

sentido anti- hordrio) ou negativa ( sentido horério).

-

| >

‘e [

Figura 6: Exemplos de Tridngulos Orientados
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e Os Az 2523 € Awjwyws possuem mesma orientagdo se ambos sdo horarios ou

anti-horario.

@

Figura 7: Exemplos de Tridngulos Orientados Iguais

3.11.1 Triangulos Semelhantes

Considere os pontos 21, 2o, 23, wy, we, w3 € C. Podemos dizer que o
Az1z923 € Awjwows sdo semelhantes se,somente se, o angulo z; for igual

ao angulo w;Vk € 1,2, 3.

A

6=67.38°

£=67.38°

Figura 8: Angulo B/fE* e Bml iguais semelhantes

Preposicdo 7: Os tridngulos /\z1z323 e Nwywows sdo semelhantes, com

mesma orientagdo se, e somente se,

Z9 — 21 Wy — W1

Z3 — 21 'LU3—U)1.
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Prova: Se 0s A\ zy2923 ~ Awjwows Se, somente se,

— — Z3 — z1 w3 — W1 23— 21 w3 — Wy
232129 = W3W1Wq <> arg——— = arg < = R
22 — 21 W9 — W1 22 — 21 Wy — W1

eR

Além disso, se os tridngulos sd@o semelhantes, vao possuir a mesma equacgao
da reta, isto €é:
21 Wi 1
Zo  Wa 11=0

Z3 W3 1
Que pode ser escrita também como:

29 — 21 W — W1

23 — 21 w3 — w1

Preposicdo 8: Os tridngulos Nz 2023 e Awywows sdo semelhante com
orientagdo oposta, que indicaremos por Nz 2923 ~qp, AWWawW3 Se, e somente

se, B B
22 — 21 Wy — Wy

23— 21 Wi — Wy

Prova:A reflexdo em relagdo ao eico x, transforma os pontos wy, wsy, ws
no seu conjugado , que seria; wy, w9, w3. Além disso, por causa do conjugado
as orientagdes 0 Aw Wy ~,p Awjwews. Dai, podemos concluir que os

AwWiwawy ~ Nz1 2923 € possuem a mesma orientagao.

3.11.2 Triangulo Equilatero

Preposicao 9: Considerando um tridngulo qualquer tal que os vértices sejam
21, 29 € z3, serd um triangulo equilatero se, e somente se, /A2y 2923 ~ Alww?.
Isto é, 21 + wzy + w2z3 = 0,onde w é uma das raizes complexas da unidade.
Prova: Se os Az 223 ~ Alww? , serdo somente tridngulos equildteros se o

determinante for igual a zero, isto é:

21 1 1
2 w 1l =0¢ 2(w—w?) + 2w —1) + 2z(1 —w)
23 w? 1
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Entiio temos que w é uma das raizes da unidades w? + w + 1 = 0, entdo:

z1(w — w?) + z(w? — w?) + z3(w® —w) =0

21w(1 — w) + 2w?(1 — w) + zzw(l —w)(1 +w) =0

21 + w2y + w?zy = 0.

3.11.3 Pontos Notaveis de um Tridngulo
(a). Circuncentro

Preposicdo 10:As trés mediatrizes de um triangulo qualquer se encontra em

um unico ponto. este ponto é chamado de circuncentro do triangulo.

Figura 9: Circuncentro
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Prova: Seja o, 3 e vy vértices do tridngulo. Se calcularmos a mediatriz de

cada lado, iremos encontrar:

af = (a—B)z+(a—B)z=|af — |8
ra=(-a)z+(G-a)z=hl -l
By=(B-7z+B-7z=18 -]

Se somarmos duas primeiras equacdes do sistema acima, implicard na
terceira equacdo. O mesmo acontece se somarmos duas equacdes qualquer
do sistema ,resultard na equagdo que sobrar. Dai , concluimos que as trés
mediatrizes de um tridngulo qualquer se encontra em um unico ponto que é
denominado circuncentro.

Para encontra o circuncentro, resolveremos da seguinte ma-

neira.Primeiramente,isolando z da primeira equacdo do sistema, temos:

lal* — 18" — (a - B)
a—f

z =

Em segundo lugar, se substituirmos na segunda equacdo do sistema teremos:

lo* = 18] = (& — B)
+ p—

(7 —a) (v —a) ="~ o)’

(F=a)(a=B)z+(lal* = (18])(y—a) = (@a=B)(y—a)z = (" ~|al”) (a—5)
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Dai, o circuncentro é dado como:

Ll B=n+ 18y =a) + i (=)

(B=7)+ B8 —a)+7(a—p)
(b). Ortocentro

Preposicdo 11:As trés alturas de um triangulo qualquer se encontram em

um unico ponto. Esse ponto é chamado de ortocentro do triangulo.

Figura 10: Ortocentro
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Prova: Temos que os vértices do triangulo da figura acima , sao denominados
como: «, Sevy. Primeiramente, sabemos que a altura pode ser expressa pela reta
perpendicular que passa pelo vértice «, que € perpendicular ao lado 3+, que pode

ser representada pela equagdo(equacdo da reta perpendicular):

(B=72+ B =7)z=alB=7)+alf—)

Para encontrar as alturas relativas aos vértices 3, 7, basta repete o processo

acima. Dai, as equacOes referentes as alturas dos vértices serdo:

B=7)z+(B-F)z=aB—-7) +a(B—-7) (1)
(a—Mz+(@—7)z=p@a-7) +pa—-7) 2)
(a=pB)z+(a—PB)z=~(a—p)+7(a—p) 3)

Se somarmos duas primeiras equagdes acima, implicard na terceira equacao.
O mesmo acontece se somarmos duas equacdes qualquer acima ,isto &, as trés
equacdes sdo combinacao linear das outras duas de tal maneira que a interse¢@o de
duas equacdes pertencerd a terceira equacao. Dai , concluimos que as trés alturas
de um tridngulo qualquer, se encontra em um tnico ponto que € denominado
ortocentro.

Além disso, para encontrarmos a equac¢do do ortocentro vamos utilizar um
tridngulo inscrito no circulo unitdrio. Com isso, temos que :

1

_ 1 1
al = 3] =7l =1 e+ lal = =,

B|:E7W‘:;

Se substituirmos as relacdes acima nas equagdes (2) e (3) , encontraremos

em funcdo de Z:

“4)

_ 1 a+z
Z=————+—
a By By
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F= = — 5)

By —a® +za=Ba—*+ 2y

za—z2y=a’ -7+ af — By

(@ =7)z=(a+7)(a—7)+Ba-"7)

z=a+ B+ (6)

(c). Baricentro

Proposicdo 12: As trés medianas de um tridngulo qualquer se encontram

em um unico ponto. Esse ponto é chamada de baricentro.

Figura 11: Baricentro

Prova: Considerando a equagdo da reta, temos que a mediana € a reta suporte
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que passa ao ponto médio do segmento oposto ao vértice. Com isto, considerando

o lado (7 e a equagdo da reta, podemos escrever a equagdo da mediana sendo:

W BN (L BEIN L (BT L (B
2 2 2 2
Na qual a equagdo da reta mediana pode ser escrita como:

2a—=F-7)z-QRa-F-7)z=aF+7) —a(B+7) (7)

De modo anédlogo , podemos obter as retas suportes das medianas dos outros

lados do triangulo. Que serdo expressa por:

28—a—"z—(2B8—a—7)z=p(a+7) —Bla+) (8)

(2y—a=p)z=(2y—a—p)z=7(a+ph) —Y(a+p) ©)

Com isso podemos ver que as equagdes (1), (2) e (3) € combinacdo linear

das outras duas,isto €, somando duas equagdes acima o resultado obtido serd

a equacao restante.Com isso, as medianas se encontram em um Unico ponto.

Para encontrar o baricentro, temos que a reta suporte da mediana relativa ao
lado 3+, pode ser dada como:

B+

z:(l—t)oz+t( 5 )(Ogtél).

2
Como tzg, temos que :
y = %M (10)

que devido a simetria das equacdes,também se refere aos lados a5 e oy
4 Teorema de Napoleao

Teorema 1: Sobre cada lado de um triangulo arbitrdrio , desenhe um tri-
dangulo equildtero(no exterior). Temos entdo que os baricentros desses trés

tridngulos equildteros sdo os vértices de um quarto triangulo equildtero.
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Figura 12: Napoledo

Prova: Inicialmente, vamos considerar nosso triangulo principal sendo
Nz 2923, € 0s tridngulos construidos sobre os lados do A z; 2523, iremos nomea-
los como: Aw;zsz3, Azzwezy € Azpzyws. Outro aspecto relevante € que os
triangulos construidos deverio ter a mesma orientagiio que Alww? ( com w? +
w+1=0). Além disso, temos que os baricentros dos tridngulos construidos

sdo (7.C5 e (3. E que pela equagdo dos tridngulos equildteros, temos que :

wy + wzg +w?z =0

23+ W2o + w22 =0

29 + w2z, + wws =0

E para os Provarmos que 0 A(; (»(s, temos que calcular que ¢ +w(s+w?(s =
24
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0 e que os baricentros sdo respectivamente:

1
Cl = ii—z(wl + z3 + 22)
G2 = §(23—|—w2+21)
w2
(3 = ?(22 + 21 + ws)

Substituindo essas relagdes em (; + w(s + w?(s = 0 temos:

G+ w+w (=0

2

1 w w
g(wl +23—|—22) +§(23—|—'LU2+21)+?(22+2’1 —|—w3) =0

1
g[(wl —+ WZzs3 + w222) —+ (23 -+ (15)) —+ 21) -+ (ZQ —+ 21 -+ wg)] = 0

Logo, o A(1(>(3 € um tridngulo equilatero.

5 Teorema do Circulo dos Nove Pontos

Teorema 2: O circulo que passa pelos pés das alturas de qualquer triangulo
passa também pelos pontos médios dos lados, bem como pelos pontos médios
dos segmentos que unem os vértices ao ortocentro desse tridngulo.

Prova: Considerando um tridngulo qualquer -Aq/3-, vamos supor sem
perder a generalidade que seu circulo circunscrito € o circulo unitdrio com centro
na origem no plano complexo. Com isso temos: |a| = || = |7] = 1.

Primeiramente, vamos encontrar o centro do circulo que passa pelos pontos
médios do Aa37. O ortocentro o do Aoy pode ser expresso por: 0 = a—+ 5+

o . .
e 5 =3¢ + 3 + 7 é o ponto médio do segmento que une o circuncentro O com
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®Centro

Figura 13: Circulo dos Nove Pontos

o 0. A distancia de % para o ponto médio D do lado a3 é:

O mesmo equivale para os outros pontos médios,na qual a distancia também
a+ B+

2
médio que une o ortocentro ao vértice a é:

‘_1
2

b =2

1 . o
serd 3 Logo, o centro do circulo é A distancia de 5 para o ponto

a—+o o

2 2

O mesmo ocorre para os outro pontos médios, na qual a distdncia também
serd 1 E para finalizar, precisamos encontrar as distancia dos pés das alturas
(A do Aa7).0 pé X da perpendicular do vértice « até o lado v é dada pela
interseccdo das retas suporte do lado 3 e da altura relativa ao vértice. As

equagoes dessas retas, sdo:

(B=m)z—=(B—7)z =8—=7B(B—7)z2+(8—7)z = (B—y)a+(B—7)a (11)

multiplicando a equacdo (11) por -1 e somando com a equacao (12) , obte-

mos:
22(B—7)=a(B—7)+8 -8
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N (ﬂ ) 8 — 75}

2 B—7

R e )
2] 5 By =0

ZI%&+ﬁ+7—l

Lol _@]
2 o

2=\

Entdo, a distancia procurada € equivalente a :

oA . L0 1
Logo, a distancia dos pés das alturas até 5 ¢ dado por 5
Portanto, podemos concluir que os nove pontos citados no teorema estdo a

A o
uma mesma distincia do ponto 5

6 Conclusao

Concluimos que a geometria de C fornece uma ferramenta poderosa na
obtencdo de resultados em geometria plana tornando-os mais simples e acessivelis.

O conjunto C € dotado de uma geometria e de diversas propriedades inte-
ressantes e uteis, sendo utilizado em diversas areas da Matematica. Dentre as
possiveis aplicacacdes dos nimeros complexos, além do que foi apresentado
nesse texto, grande destaque € direcionado ao desenvolvimento da teoria de
fun¢des de varidvel complexa e a utilizagdo desta teoria para a obtencao de

Superficies Minimas em R? via a Representagio de Weierstrass.
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