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Resumo

Em problemas de otimiza¢do multiobjetivo € comum o uso de procedimentos algoritmicos para
se encontrar uma aproximagdo do conjunto solu¢do, uma vez que determinar o conjunto exato
de solugdes €, em geral, invidvel. Diante disso, com a popularizag¢@o destes procedimentos nas
ultimas décadas € necessdrio distinguir, conforme for o objetivo do algoritmo, a qualidade das
aproximagodes de tais procedimentos. As medidas existentes focam-se em duas caracteristicas
principais, a saber, 1) Convergéncia e 2) Distribuicdo das solugdes. Dificilmente uma tnica
métrica ird medir todos os aspectos mencionados acima. Além disso, para avaliar alguns desses
aspectos € necessdrio o conhecimento do conjunto exato, e essa informagdo normalmente, nio
estd disponivel. Associado a isso, espera-se que tais medidas tenham um custo computacional
baixo. Esta proposta visa estudar as mais diversas medidas, reunindo as principais delas em
um Unico artigo, fazendo um comparativo entre as mesmas. Iremos estabelecer o estado da
arte nessa drea de pesquisa em otimizagao.
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1 Introducao

Ao projetar um dado produto, procura-se minimizar o custo de produgao
e maximizar a qualidade deste. A necessidade de procurar uma solugdo que
satisfaca as duas condicdes e a natureza oposta dela, fazem com que métodos de
otimizagao sejam importantes [4].

Tratando de objetivos conflitantes, como no desenvolvimento de um produto,

em que deseja-se minimizar o custo de producdo enquanto se maximiza a quali-
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dade do mesmo, encontrar o minimo global para o custo significa ter custo 0, ou
seja, ndo produzir o produto, enquanto maximar a qualidade implica um custo de
produc¢do muito alto, o que pode tornar o valor de revenda do produto muito alto.
Desta maneira, a resposta que minimiza apenas um dos objetivos, ndo minimiza
0 outro.

Desta forma, a solugdo deste problema levando em consideracgao estes dois
objetivos ndo pode ser apenas um valor. Na realidade, € um conjunto de pares
(Custo,Qualidade) que se relacionam entre si. Este conjunto representa as trocas a
serem feitas em relag@o ao custo e a qualidade. Assim, apenas com este conjunto,
ndo pode-se decidir qual dessas respostas ¢ melhor que outra. Como Deb afirma
em [4], problemas de otimiza¢do multi-objetivo, tem como objetivo buscar um
conjunto de trocas a serem feitas em relacdo aos objetivos ao considera-los
igualmente importantes. Uma vez obtido tal conjunto, pode-se, com informacdes
externas, decidir qual delas € melhor. Em outras palavras, escolher uma solucao
que minimiza apenas um objetivo pode significar ignorar uma outra que ¢ melhor
de uma maneira mais geral [[11]], isso significa que na grande maioria dos casos,
considerar a minimizagdo de apenas um objetivo, significa obter uma resposta
pior em um, ou varios outros objetivos. Ao se obter este conjunto de respostas ndo
€ possivel decidir entre duas respostas, qual é a melhor, pois cada uma representa
uma troca a ser feita em relacdo aos objetivos. Este conjunto, conhecido como
Fronteira Pareto Otima, nos dé o conjunto das melhores trocas a serem feitas.
Porém, na grande maioria dos problemas, encontrd-lo ndo é computacionalmente
vidvel devido a complexidade e quantidade das fun¢gdes em questdo. Desta
maneira, utiliza-se algoritmos para obter uma aproximacio boa o suficiente,
em um tempo habil, chamada de Fronteira Pareto Aproximada. Espera-se desta
aproximacao, que ela dé informagdes boas o suficiente para a solu¢ao do problema
dado.

Dentre os diversos algoritmos propostos no campo de otimizacao, os Algo-
ritmos Evolutivos (AE) sdo os quais imitam a evolu¢do na natureza na procura
da solucdo 6tima [4]. Estes algoritmos utilizam operadores que imitam mutagao,
reproducdo e selecdo, assim como na natureza. Schaffer apud Deb [4], em 1984
propds em sua tese de doutorado a primeira aplicagdo de um algoritmo evolutivo

para problemas multiobjetivo, a Vector-Evaluated Genetic Algorithm (VEGA)
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. Baseado nesta proposta e em notas escritas por David E. Goldberg, muitos
outros algoritmos foram propostos, dentre eles podemos citar o Non-Dominated
Sorting Genetic Algorithm (NSGA) proposto por Srinivas e Deb [4]], este que a
sua segunda versao, NSGAII foi considerado um dos melhores algoritmos por 10
anos e foi recentemente atualizado para a sua terceira versao, NSGAIIL.

Com o surgimento de diversos AE, comparar suas respostas se tornou ne-
cessdrio, uma vez que dado um problema, deseja-se obter uma solu¢iao boa o
suficiente em um intervalo de tempo razoavel. Para isso, vérios Indicadores
de Desempenho sao propostos. Estes, ttm como objetivo avaliar a qualidade
da resposta de um dado algoritmo. Cada indicador foi proposto para avaliar
a qualidade do conjunto dado. Alguns avaliam por exemplo, a quantidade de
elementos, outros a distdncia a um conjunto referéncia, caso conhecido, enquanto
existe outros que avaliam o quanto eles estdo distribuidos pelo espago. Assim
pode-se avaliar qual dos dois conjuntos representados na Figura[I|¢ melhor em

aproxima a Fronteira Pareto Otima.
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Figura 1: Comparagdo de duas Fronteiras Pareto
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2 Problema de Otimizacao

Chamamos de Problema de Otimizacdo Mono-Objetivo o problema que
envolve apenas uma funcao objetivo [4]. Neste tipo de problema, procura-se
o minimo (ou maximo) global para este unico objetivo. Considere o problema

w4224z oo intervalo [—2,0]. Utilizando

de minimizagdo da fungdo f(z) = e
célculo e derivando f(z), encontramos que x = —lex = — 3 sdo pontos criticos
da funcdo. Porém, para calcular o minimo no intervalo, também precisamos levar
em consideracdo os extremos do intervalo, ou seja, t = —2 e x = (0. Assim,
obtemos: f(—1) = 1,f(—%) = eXp_% ~ 0.86, f(—2) = exp—2 =~ 0.13 ¢
f(0) = 1. Consequentemente, o minimo absoluto de f(x) no intervalo em

questdo ¢ atingido quando x = —2.

3 2
f(x) = e* " ™ no intervalo [-2,0]
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Figura 2: Pontos criticos de f(z) assim como os extremos do intervalo

Nos interessa quando este problema envolve mais de um objetivo, chamamos
este de Problema de Otimizag¢do Multi-Objetivo (PMO).
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Deb [4] define problema de otimiza¢ao Multi objetivo como:

Minimizar/Maximizar  f,,(x), m=1,...,M;
sujeitoa  g;(z) >0, j=1,...,J; "

hio(z) = 0 k=1,... K,

ng)gxingU) 1=1,...,n.

Nesta defini¢@o, as fungdes f,,,(z) sdo os M objetivos a serem considerados,
cada um com até n varidveis. As fungdes g;, hy, sdo as chamadas de funcoes de

(L) a:(U) sdo cotas inferiores e inferiores respecti t d
L. pectivamente para cada

restri¢des e x
coordenada z;.

A maximizagdo de um objetivo pode ser convertida em um problema de
minimizag¢do apenas multiplicando tal objetivo por —1 [4]]. Desta maneira,
trataremos apenas de problemas de minimizagao.

A solugdo de um problema de otimizagdo € um vetor x com n varidveis
x = (x1,...,2,). Um vetor = que satisfaz todas as restri¢des é chamado de
Solucdo Aceitdvel caso contrario, o vetor € dito Ndo-Aceitdvel. O conjunto de
todas as solugdes aceitaveis € chamado de Regido Aceitdvel e analogamente os
vetores ndo-aceitaveis determina uma regido chamada de Regido Ndo-Aceitdvel.

Podemos estar interessados em minimizar as fungdes f(z) = 2% e g(z) =
2 — 22 + 1 restritas ao intervalo [0, 2] ilustradas na Figura, simultaneamente.
Desta forma, estamos interessados em procurar um valor x € R tal que tenhamos
o menor valor possivel para f(z) e g(z). Repare que tanto o valor de x tal que
f(z) é o minimo absoluto no intervalo ndo minimiza g e tanto o valor de x tal que
g(x) é o minimo absoluto no intervalo ndo minimiza f(z). Diremos que estes
dois objetivos sdo conflitantes, pois para minimizar uma objetivo, temos que abrir
mao de um valor melhor no outro. Este exemplo simples ilustra a dificuldade
encontrada ao tentar minimizar multiplas funcdes conflitantes.

Ter vérios objetivos a serem otimizados, quase sempre conflitantes, implica
que existe uma ordem parcial invés de total no espaco [11]. Ou seja, dada um
conjunto, nao se pode definir uma resposta como sendo absolutamente melhor
que todas as outras, mas sim, um conjunto de solugdes que sdo preferiveis em

relacdo as outras. Assim, a ideia de resposta “6tima” muda, sendo o objetivo
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Figura 3: Problema de Minimizagao

obter uma relacao entre os objetivos ao invés de uma Unica solu¢do como em
otimiza¢do com apenas um objetivo [11]. A nota¢do de “6timo” mais adotadas foi
originalmente proposta por Francisco Ysidro Edgeworth e depois generalizada
por Vilfred Pareto [3].

Primeiramente, € utilizado o conceito de Domindncia. Diremos que um vetor
x € F domina um elemento y € [F se x se desempenhar “melhor” ou igual a
y em todos 0s objetivos e ser estritamente “melhor” que y em pelo menos um
objetivo, denotaremos por = > y.

Dado os pontos (fi, f2) da Figura caso o objetivo seja minimizar f; e fo,
podemos ver, por exemplo que A > B, D > C' mas ndo podemos relacionar B e
D.

z* € F é dito ser Pareto-Otimo se Yy, z* > vy, em outra palavras z* é dito
Pareto-Otimo se ndo existir outro valor possivel z que diminua algum objetivo
sem simultaneamente causar aumento em pelo menos um outro objetivo.[3]]. O
conjunto de todos estes pontos, ndo dominados por nenhum outro € chamada

Fronteira Pareto, F'P. O conjunto dos x € () tais que F'(z) é um elemento da
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Figura 4: Exemplo de Dominancia

Fronteira Pareto é chamado de Conjunto Pareto, denotado por C'P.
De acordo com Deb [4], pode-se conjecturar que existem dois objetivos em

otimiza¢do multi-objetivo:

1. Encontrar um conjunto de solu¢des o mais proximo possivel a Fronteira

Pareto Otima.
2. Encontrar um conjunto o quio diverso quanto o possivel.

A primeira propriedade garante que, ao se aproximar da Fronteira Pareto
Otima, o conjunto obtido estd préximo de ser 6timo. Enquanto a diversidade
da resposta garante que esta fornece um bom conjunto de trocas a serem feitas
em relacdo a cada objetivo. Dado um problema de minimizacao, é desejado
encontrar tais conjuntos, Fronteira e Conjunto Pareto. Obter tais conjuntos
explicitamente, quando se trata de diversas fungdes de varias varidveis torna-se
computacionalmente invidvel. Desta forma, sdo utilizados Algoritmos para se
obter uma aproximacao destes conjuntos Fronteira e Conjunto Pareto Reais,
também chamados de conjunto referéncia.

Coello et al [2, 3] listam diversos trabalhos em que diversos problemas

reais em que a otimizagdo multi-objetivo € aplicada. Estes problemas vao desde
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algoritmos para navegacdo de veiculos autdbnomos a problemas de descricao da

sequéncia de DNA.
3 Algoritmos de Otimizacao

Enquanto o objetivo de um algoritmo para um problema de otimizacao com
apenas um objetivo é simples, obter o minimo absoluto da funcao dada. Porém,
dado certo problema, pode-se estar interessado ndo em obter 0 minimo absoluto,
pelo tempo requerido para o algoritmo alcan¢d-lo, mas encontrar uma solucao
boa o suficiente, mesmo que ndo seja a ideal, em um tempo razoavel. Nao
apenas isto, mas pode-se estar interessado em obter um conjunto com diversas
possiveis respostas “aceitdveis”. Quando se trata de otimizacao multiobjetivo, o
objetivo ndo € encontrar uma tnica solu¢do, mas sim uma aproximacao boa para
o conjunto 6timo em um tempo razodvel. Assim, como Dan Simon [9] menciona,
espera-se de um algoritmo de otimizacdo multiobjetivo que ele maximize o
numero de individuos a uma certa distancia do conjunto Pareto Otimo, minimize
a disténcia entre a resposta do algoritmo e o conjunto Pareto Otimo, maximize a
diversidade desta resposta, ou seja, que os pontos deste conjunto estejam “bem
espalhados” pelo espaco.

Os algoritmos utilizados em otimiza¢ao podem ser basicamente divididos

em dois tipos: os cldssicos e os evoluciondrios.

3.1 Algoritmos Classicos

Algoritmos cldssicos foram os primeiros a serem propostos na tentativa de se
resolver um PM.O.. Estes podem ser divididos basicamente em trés tipos [3]: Os
Métodos Enumerativos, que dado um espago finito discreto de possiveis respostas,
avalia qual € a melhor. Além de ineficientes, estes se tornam inutilizdveis quando
0 espaco se torna muito amplo ou ainda € continuo; Os Métodos Deterministicos
implementam algum conhecimento do espaco de pesquisa pra encontrar a res-
posta do problema. Dentre estes, podemos citar, os algoritmos gananciosos, que
procuram por minimos locais na busca pelo minimo global, porém, ao lidar com
funcdes que possuam muito minimos locais, estes podem ser pouco efetivos e
os algoritmos de escalada, que buscam o minimo a partir de um ponto aleatério

no espaco e avaliando a direcdo de maior decrescimento e assim avancando para
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um proximo ponto. Porém, a existéncia de minimos locais ou de pontos onde a
funcao estabiliza, diminui a efetividade destes algoritmos. Estes sdo alguns dos
métodos Deterministicos; Os Métodos Estocdsticos, como Busca Aleatoria, ou
Caminhada Aleatdria avaliam aleatoriamente valores no espaco, enquanto a a
segunda leva em considera¢@o o ponto avaliado na etapa anterior. Apesar de eles
eventualmente encontraram um minimo, a maioria ndo pode garantir alcancar o
minimo absoluto. Para obter mais informagdes a cerca dos métodos cléssicos, ler

Coello et al 3], onde sdo apresentados diversos métodos cléssicos.

3.2 Algoritmos Evolutivos

Os algoritmos evolutivos sdo divididos em dois tipos, os cldssicos e os
evolutivos.

Deb [4]], exibe diversos métodos classicos. Métodos classicos sdo basica-
mente maneiras de transformar um problema multiobjetivo em um com apenas
um objetivo baseada em parametros definidos pelo usuédrio. Como exemplo, o
Meétodo das Somas Ponderadas que substitui o problema de minimizar multiplos
objetivos pelo problema de minimizar a soma ponderada destes. Ao realizar
esta substituicdo, e solucionar um problema com apenas um objetivo, a solugdo
(dnica) obtida depende dos parametros utilizados pelo usudrio, assim, para obter
um conjunto com /N vetores, seria necessdrio rodar o algoritmo pelo menos N
vezes com parametros diferentes.

Dentre os algoritmos cldssicos, existem Os Métodos Sem Preferéncia estes
que ndo utilizam nenhuma preferéncia sobre os objetivos na busca por solugdes
enquanto Métodos a posteriori utilizam informacdes sobre a importancia de
cada objetivo para gerar o conjunto de solucdes Pareto-Otimas. Métodos a
priori utilizam informagdes exteriores ao problema sobre a importancia de cada
objetivo. Finalmente, os Métodos Interativos usam a importancia de cada objetivo
progressivamente durante o processo de otimizacdo. Todos estes geralmente
obtém apenas uma solugao.

A maioria dos algoritmos cléssicos sofrem de varios problemas como a inca-
pacidade de gerar multiplas respostas em apenas uma execucdo, conhecimento
prévio do problema para escolha de parametros, terem dificuldade com certos

tipos de problemas e funcdes envolvidas.
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Dentre os diversos algoritmos propostos no campo de otimizacao, os Algorit-
mos Evolutivos sdo os quais imitam a evolu¢do na natureza na procura da solugdo
otima [4]. Schaffer apud Deb [4], em 1984 propds em sua tese de doutorado a
primeira aplicacao de um algoritmo evolutivo para problemas multiobjetivo, a
Vector-Evaluated Genetic Algorithm (VEGA) . Este algoritmo opera avaliando os
vetores em relacdo a um objetivo de cada vez e apds avaliados todos os objetivos,
ele recombina eles para gerar uma nova geracao.

Os algoritmos cldssicos quanto os primeiros algoritmos evolutivos como
o VEGA, citados acima, ndo utilizam diretamente, em sua implementagdo, o
conceito de Pareto Dominancia. J4 os proximos utilizam este conceito para
dividir as possiveis respostas em conjuntos dependendo da relacdo de dominancia
e se ela domina ou nao outras respostas. Dan Simon [9] e Coello ezr. al [3]
citam e descrevem diversos destes algoritmos. Em todos eles, assim como na
natureza, sdo utilizados operadores evolutivos na tentativa de gerar solucdes cada
vez melhores. Estes algoritmos comecam gerando uma “populacdo” inicial de
possiveis respostas, chamadas de individuos. Esta populacio inicial, sofre acao de
operadores evolutivos como Muta¢do, Recombinacio e Selecdo para gerar uma
nova populagdo e continua assim até uma quantidade pré determinada de iteracdes.
A Mutacio € controlada pelo usudrio, determinado a probabilidade com que, ao
final da geragdo de uma geracdo, um individuo tenha seus valores modificados
por um parametro também pré-determinado. Recombinagdo, como o préprio
nome diz, recombina os individuos com uma probabilidade predeterminada pelo
usudrio. Finalmente, apds aplicada a mutagdo e recombinacao, a selecdo dé a
maneira na qual os individuos serdo selecionados para fazer gerar a proxima
geracdo. E natural dar 2 individuos melhores, maior probabilidade de serem
geradores de individuos na préxima geracdo. Esta selecdo pode ser feita por
"Torneios"onde os individuos sdo separados dois a dois e comparados, o “melhor”
€ selecionado para a proxima geracao e o outro descartado, ou entdo pode ser feita
aleatoriamente apenas associando maior probabilidade para individuos melhores.

Vamos descrever a estrutura basica de um algoritmos evolutivo baseada na

descricdo apresentada por Coello et. al [3]].
e O algoritmo comeca gerando aleatoriamente /V individuos em uma popula-
cdo P;
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Remove de P individuos que sdo Pareto-Dominados, fazendo P — P

Limita a quantidade de individuos de P’ que estio muito préximos com

parametros definidos pelo usudrio;

Aplica operadores evolutivos (Recombina¢do, Mutacdo) para gerar novos

individuos, P* — P%:

e Seleciona individuos para a préxima geragdo. Como mencionado acima,

esta selecdo pode ocorrer de diversas maneiras. P — P";

e Caso o critério de parada ndo seja atingido (Quantidade de geracdes, ou

critério de convergéncia), faz-se P — P;

e Remove individuos Pareto Dominados ou ndo aceitaveis de P, faz-se

P — P4, onde P4 é a populagio atual;

e Mantém arquivados em P' os individuos ndo dominados e aceitaveis de
P*. Quando uma nova geragdo P''é criada, ela é unida com P e o

operador para avaliar Pareto-Dominancia é avaliado novamente;

e Busca local utilizada em algoritmos hibridos ou meméticos, podem propor-
cionar um bom desempenho ao procurar respostas ao mover a buscar em

direcdo a certas regioes da Fronteira Pareto.

O interessante deste algoritmos € que eles passam a rotina a ser implemen-
tada, porém, como estas serdo implementadas ficam a critério do usuério. A
maneira que mutagdo ou a recombinagdo vai ser implementada, por exemplo,
pode variar dependendo do problema a ser resolvido. Dan Simon [9] mostra
diversas manerias nas quais Sele¢do, Recombinagdo e Mutacdo podem ser imple-
mentadas.

Para esclarecer como estes algoritmos funcionam, vamos apresentar o c6digo
de alguns deles. Primeiramente, a Figura [5| mostra o SPEA2, Strength Pareto
Evolutionary Algorithm proposto por Zitzler et al [[15]. Este avalia o "quanto"um
dado vetor domina os outros medindo a quantidade de vetores que este domina e

quantos vetores os vetores que ele domina domina. Assim, um vetor que domina
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diversos vetores que também dominam outros € melhor para a evolugdo em

direcdo a uma resposta 6tima.

N = Tamanho da Populagao;
N 4 = Tamanho do Arquivo;
Gera uma populagdo de de possiveis solugdes P = {x;} para j € [1, N|;
Gera um arquivo A sendo vazio;
while O critério de parada nao for atingido do
Copia os individuos ndo dominados de P para A;
A—AU{zre P :Ayc{P A}:y>a};
Remove individuos dominados de A;
while |A| > N, do
‘ Remove individuos que estao muito proximos entre si de A;
end
while |A| > N4 do
\ Adiciona o "melhor"resultado de P ndo duplicado a A;
end
Calcula o custo de cada individuo em P;
Seleciona geradores de A;
Usa algum método de recombinagdo para criar “criangas” C' dos
geradores;
Aplica mutagao sobre as “criancas” de C' com dada probabilidade;
Usa algum método para substituir indivudos de P por individuos de
c

end
Passa para a proxima geracgao;

Figura 5: Base para o algoritmo SPEA?2 baseado no apresentado por Dan
Simon [9]]

Na Figura [0] apresentamos outro algoritmo de otimiza¢do que possui uma
proposta diferente, 0 MO-PSO, Multi Objective Particle Swarm Optimization,
proposto por Alvarez-Benitez et al [1]. Este algoritmo imita a natureza ao
reproduzir o movimento de grupos de animais como péssaros e peixes. Para
cada individuo, sua posicao € alterada através de um vetor velocidade o qual é
atualizado a cada etapa do processo levando em consideragdo o deslocamento de
todos os outros individuos. Além disto, assim como no deslocamento de passaros,

por exemplo, um vetor, que possui a melhor resposta quando comparado com os
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outros, serve como guia para oS outros.

N = Numero de individuos;

G = Quantidade de geracoes ;

K = Quantidade de dimensoes ;

A = () - Inicializa um arquivo vazio ;

{2, Vn, G, P,}Y_| - Gera um conjunto de possiveis solugdes com suas
respectivas posicoes e velocidades iniciais;

for t=1:G do

for n=1:N do

for k=1:K do
Atualiza a Velocidade e Posi¢do das particulas baseado em

funcdes pré-determinadas;

end

Se certifica que os candidatos se encontram dentro da regido de
pesquisa;

Avalia os pontos z,, obtidos;

Adiciona os vetores x,, nio dominados a A;

end

Atualiza a melhor posi¢do dos vetores comparando a geracdo atual
com a anterior;

Seleciona o guia global baseado na melhor posi¢do de todos os
vetores

end

Figura 6: Base para o algoritmo MO-PSO baseado no apresentado por
Alvarez-Benitez et al [[1]]

A existéncia de diversos algoritmos, evolutivos ou nao, e as diferencas nas
suas maneiras de resolver o problema e serem implementados, implicam em
diferencas nas suas respostas para um mesmo problema. Para avaliar a resposta
de um problema dado por um algoritmo, precisa-se saber a resposta “verdadeira”
deste problema para que se possa compara-los. Desta maneira, foram propostos
diversos problemas testes, os quais suas respostas sao conhecidas. Coello [3]]
mostra em seu livro diversos destes problemas teste. Dentre eles, podemos citar o
conjunto ZDT, composto por 6 problemas cada um com caracteristicas diferentes.
Dentre estes, o0 ZDT1 possui a Fronteira Otima continua e convexa, enquanto no

ZDT2 sua Fronteira Otima ndo é convexa e ZDT3 possui sua Fronteira Otima
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descontinua.
Desta maneira, conhecida a resposta do problema, podemos avaliar a pro-
ximidade da resposta do algoritmo em relacdo a resposta esperada, como esta

aproximacao se distribui ao longo da curva esperada e dentre outros.
4 Indicadores de Desempenho

Como discutido anteriormente, com a populariza¢do dos algoritmos evoluti-
vos, a necessidade de comparar suas respostas se tornou algo tao relevante quanto
seu desenvolvimento. Para avaliar estas respostas, utilizamos o que chamamos
de Indicadores de Desempenho. Estes indicadores também sdo conhecidos como
medidas de desempenho, ou métricas, e tem como objetivo quantificar a quali-
dade de um dado conjunto, ou comparar dois conjuntos. Utilizaremos o termo
Indicadores ao invés de Medidas ou Métricas para evitar confusdao com a defini-
¢do matematica. Para indicadores que comparam dois conjuntos, normalmente
sao utilizados um conjunto referéncia e a resposta de um algoritmo. Para isto,
denotaremos por FA a Fronteira Pareto Aproximada e por FR o Conjunto Refe-
réncia ou Fronteira Real. Além disto, estaremos sempre preocupados em avaliar
a qualidade de FA e comparé-lo com FR. Utilizando a divisdo utilizada por Jiang

et al.[6], dividiremos os indicadores em 4 grupos:

e Indicadores de Capacidade: Indicadores deste grupo medem o nimero de
vetores em um dado conjunto ou a razdo entre a quantidade de elementos de
FA e FR.

e Indicadores de Convergéncia: Avaliam a proximidade entre os conjuntos
FA e FR.

e Indicadores de Diversidade: Sdo divididos em dois grupos: 1) Distribui¢do:
mede o qudo uniformemente distribuidos estdo os pontos de FA, e 2) Co-
bertura: indica o quanto os vetores em FA se aproximam dos extremos de
FR.

e Indicadores de Convergéncia-Diversidade: Avaliam tanto a convergéncia

quanto a diversidade em uma tnica escala.
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Para evitar confusdo com a traducdo do nome dos indicadores e facilitar
a referéncia aos livros e artigos utilizados, utilizaremos seus nomes em inglés,
porém sempre daremos um significado geométrico do que estes indicadores
representam, para facilitar sua compreensao.

Além disto, outra suposicdo que assumiremos serd de que toda Fronteira
Aproximada € de fato uma boa aproximacao para a Fronteira Real do problema,
sendo esta conhecida ou ndo. Desta forma, evitaremos lidar com situacdes onde a
Fronteira Aproximada contenha vetores que destoem demais dos outros e possam
influenciar negativamente a avaliagcao de tal conjunto.

Todos os indicadores estudados, foram implementados em Matlab e serdo
disponibilizados gratuitamente. Ao disponibilizar estes c6digos, espera-se auxi-
liar pesquisadores e estudantes que estejam trabalhando em areas relacionadas
poupando-os do trabalho de ter que implementar algum desses indicadores, além

de facilitar a aplicacd@o de tais indicadores em possiveis trabalhos futuros.

4.1 Indicadores de Capacidade

Os indicadores de capacidade sdo aquelas quantificam o niimero de vetores

em FA ou a relacionam com a quantidade de vetores em FR.

4.1.1 ONVG e ONVGR

Van Veldhuizen [[11] ,define a ONVG, do inglés Overall Non-dominated
Vector Generation, e a ONVGR, do inglés, Overall Non-dominated Vector Ge-
neration Ratio. A primeira, mede a quantidade de vetores em F'A, enquanto a

segunda toma a razdo entre a quantidade de elementos de F'A e a de F'R.

ONVG := |FA| (2)
| FA]
ONVGR = —— 3

Schott [8] define indicadores semelhante a ONVG e a OVNGR porém, ao
invés de calculé-la sobre F'A, ele a calcula sobre C'A. A diferencga sendo que
multiplos valores em C'A podem ter a mesma imagem sobre F' em F'A.

Independente de qual conjunto for utilizado, € dificil obter um valor desejado
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Fronteira Pareto Aproximada 1 Fronteira Pareto Aproximada 2

Figura 7: Duas Fronteiras Pareto Aproximadas sendo comparadas com a uma
mesma Fronteira Pareto Real

para tais métricas, especialmente devido ao fato de que normalmente nos AE, o
usudrio determina a quantidade de vetores ndo dominados que serdo obtidos. Da
mesma forma, utilizando a razdo, a quantidade de vetores em cada conjunto sdo
varidveis que o usudrio pode controlar.

Na Figura consideramos duas fronteiras Pareto distintas, com 20 vetores
cada, que quando comparadas com a Fronteira Real também com 20 vetores,
sdo avaliadas da mesma maneira por ambos os Indicadores. Porém, a primeira
fronteira é claramente preferivel sobre a segunda por estar mais proxima da
Fronteira Real.

Independente de qual conjunto for utilizado, € dificil obter um valor desejado
para tais indicadores, especialmente devido ao fato de que normalmente nos AE
o usudrio determina a quantidade de vetores nao dominados que serdo obtidos.
Da mesma forma, utilizando a razdo, a quantidade de vetores em cada conjunto

sdo varidveis que o usudrio pode controlar.

412 ER
A ER, do inglés, Error Ratio, também definida por Van Veldhuizen [[11] é
dada por:
Zn: €i
E=% (4)
n
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Figura 8: Fronteira Pareto Aproximada

onde n é o nimero de vetores de F'A e

0 ,casoovetori € FFR
€, =
1 , caso contrario

Este indicador mede a razdo entre a quantidade de pontos de F'A que também
estd em F'R e a quantidade total de pontos de F'R. Caso FFA C FR, temos
E =0, que seria um valor desejado para tal indicador. O pior caso, seria £/ = 1,
o que significaria que FA N FR = (). Pode-se pensar que seria bom caso
encontrdssemos algum ponto de F'R, porém, qualquer diferenca nas coordenadas
dos pontos, mesmo que pequena, € o suficiente para que estes nao sejam iguais.
Portanto, mesmo obtendo uma aproximagdo muito boa para F'RR, pode se ter
E =1 e ainda assim ter um bom conjunto.

Porém, nio Figura[§|temos £/ = 1 e ainda temos uma aproximagio muito
boa para F'R.
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Figura 9: Fronteira Pareto Aproximada

413 FC

A FC, doinglés Fraction of Pareto Front Covered, definida por Ulungu et
al.[10], considera primeiramente a cardinalidade da intersecdo de F'Ae FR e

toma a razdo deste valor pela cardinalidade de F'R.

_ |[FANFR|

FC A

)
E desejado um valor préximo a 1, significando que virios elementos de
F A também pertencem a F'R. Porém, pode-se obter F'C' = 0, ou seja, termos
FAN FR = () mas ainda F'A ser uma boa aproximacéo de F'R.
Na Figura@], temos F'C' = 0, pois |FFAN FR| = 0, porém temos uma boa
aproximacao.
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4.1.4 Conclusao sobre os Indicadores de Capacidade

Todos os indicadores de capacidades sdo medidas grosseiras, dando pouca
informacdo sobre os conjuntos em questdo. Estes, ndo refletem a distribuicao ou
convergéncia do conjunto em questdo, além de terem como entrada, a cardinali-
dade dos conjuntos , que podem ser manipulados pelo usudrio.

Assim, caracteristicas associadas aos indicadores de capacidade, como a
necessidade de se conhecer FR ou ter um conjunto de referéncia, avaliar de
maneira igual conjuntos com caracteristicas diferentes, levando em consideragdo
apenas a quantidade de vetores que este possui, aliado ao fato de que a quantidade
de vetores na resposta dos algoritmos pode ser controlada pelo usudrio, tornam

estes indicadores pouco efetivas na avaliacdo de respostas de algoritmos.

4.2 Indicadores de Convergéncia

Indicadores de convergéncia medem a proximidade do conjunto F'A do
conjunto F'RR. Esta proximidade pode ser avaliada de diversas maneiras, como
veremos a seguir. Esta proximidade € calculada avaliando a distancia Euclideana
entre os pontos dos dois conjuntos e operando com os valores obtidos

Percebemos que estes indicadores sofrem de um mesmo problema, a dificul-
dade de avaliar a distribui¢do dos conjuntos em questao, que serd discutido com

mais detalhe ao final desta se¢ao.

42.1 GDelIGD

Em [[11], Van Veldhuizen propdes a GD € definida, do inglé€s Generational
Distance. Esta medida avalia a proximidade entre F'A e F'R calculando a menor

distancia entre cada vetor de F'A e o conjunto 'R, e tomando a média destas

GD:= =L 7

n

distancias.

(6)

onde n é o nimero de elementos F'A e d; = min{|x; — y;|} onde z; € FA
e y; € I'R, ou seja, d; € a distancia entre o pontoj x; € FAeopontode FFR
mais proximo.

Caso GD = 0, podemos concluir que cada ponto de F'A é igual a um ponto

em FR (d; =0 Vi), portanto F'A C F'R. Note que a igualdade s6 acontecera
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Fronteira Pareto Aproximada Fronteira Pareto Aproximada

Figura 10: Distancias levadas em consideracao ao calcular GD e IGD, respectiva-
mente

se |FA] = |FR|. Com base nisto, deseja-se encontrar um valor préximo a
zero para esta medida, o que significa que na média, os elementos de F'I? estdo
proximos aos de F'A.

De maneira bem similar, temos definida a /IGD (FALTA REFERENCIA),
Inverted Generational Distance que leva em consideracdo as distdncias minimas

dos vetores de 'R aos vetores de F'A.

(7)

neste caso, n* € o nimero de elementos F'R e d; = min{|y; — x;|} onde z; € F'A
ey; € FR. Z

A diferencga entre a GD e a IGD € a quantidade de elementos levadas em
considerac¢do. Enquanto a GD leva em consideracao a quantidade de elementos
em F'A, aIGD leva a quantidade de elementos de F'R.

Como podemos ver na Figura[I0] mesmo calculando as distancias em relagdo
aos mesmos conjuntos, os pontos de partida sendo diferentes, levam a respostas
diferentes. Para a aproximagdo em questdo, temos GD = 0.2647 e IGD =
0.1860.
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4.2.2 Distance from Reference Set

Jaszkiewicz e Cyzak [5] propuseram dois indicadores para medir a distancia
entre dois conjuntos. Eles levam e consideragado a variacdo que ocorre em cada
objetivo, desta maneira, eliminando possiveis interferéncias que um objetivo
possa ter no resultado por assumir valores em um intervalo mais extenso do que

outro objetivo. Assim, definimos a distancia entre dois pontos por:

c(x,y) = i{qaxn{&wi(fi(y) — fi(w)}

=1,...,

ondex € FRey € FA, w, = Ai com A; sendo a variagdo no objetivo
fi- Assim, c¢(x,y) = 0 somente se fll(y) — fi(z) para todo i. Caso contrério,
0 < ¢(z,y) < 1. Esta fungdo c calcula a distincia entre dois vetores x e y
considerando apenas o maximo da diferenca em cada objetivo, e ndo a distancia
Euclideana como nos outros exemplos.

Utilizando isto, temos os seguintes indicadores:

1
Disty = —— min {c(z,y)} (8)
|F'R)| oy PR
Disty = g%}é{mm{c(m’ y)}} )

Desta forma, Dist; mede a distincia minima média entre os vetores de F'A
e F'R utilizando a fun¢@o ¢(x, y). Enquanto Dist, nos da o maior valor destas

distancias minimas, nos dando uma cota superior para estas distincias minimas.

423 ME

Definida por Van Veldhuizen [11], ME , Maximum Pareto Front Error, mede
a maior dentre as menores distdncias de pontos em F'A aos pontos de F'R.
Geometricamente, este valor nos dd um cota superior para a “largura” de uma
faixa ao redor de F'A tal que para todo ponto, existird um ponto de F'R dentro

desta faixa. Matematicamente:

MFE = max min Z |fi(z) — fi(y)|? (10)

yeFR zeF A
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Figura 11: Maior dentre as distancias minimas entres os vetores de FA e FR

Da mesma maneira, Sayin em [7] define o indicador ¢ do inglés Coverage

Error como sendo

€ = max min d(z,y) (11)

A qual tem a mesma ideia em tomar o médximo das distancias minimas, porém
leva em consideracdo qualquer distancia, ndo necessariamente s6 a Euclideana.

Na Figura[IT] vemos destacada a maior dentre as menores distincias entre os
vetores de F'A e F'R. Esta entdo, ¢ uma cota superior para a distancia entre os
conjuntos F'A e FR.

4.2.4 c-indicator

Zitzler et. al [[14] define o e-indicator como:
I.(FA) = i%f{Vx € FR,Jxx € FA: xx = x} (12)

Onde z* >, x significaque Vi = 1,2, ...,n, temos (z;)* < ex;. Ou seja, o
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€ — indicator nos dd o menor fator pelo qual precisamos multiplicar todas as

coordenadas de todos os pontos de F'A para que estes dominem os pontos de
FR.

4.2.5 Indicador >

Este indicador, definido por Deb [4], utiliza um parametro ¢ para calcular n;,
o numero de vetores de F'A que estdo no maximo ¢ distantes dos vetores de F'R.

A partir disto, a diferenca entre dois conjuntos e dada por:

|FR|+1

—\ 2
i=y > ("0_—2") (13)

i=1

E comum utilizar F'R com distribuicdo normal. Desta forma, espera-se ter

|FA

n, = W vetores localizados préximos de cada vetor de F'R. Além disto, o

n;
|F Al
indice i = |F'R| + 1, que representa os vetores que ndo pertencem a nenhuma

pardmetro o7 = 7; <1 ) é sugerido para¢ = 1,2,...,|FR|. Ja para o

e-vizinhanca dos vetores de ['R, utiliza-se os seguintes valores para o indice
|F R

|FR|+1:m;=0e0} = Za?.

Na Figura [12] utilizaanTé e = 0.05, temos n; = 1,ng = 1,ng = 2, ny =
1,n5 = 1,ng = 3. Além disto, n; = 15—0 = Qeai2 =1l6parai =1,...,5
enquanto obtemos n; = 0 e 07 = 8 para i = 6. Assim, i = 1.3463.

Como este indicador calcula o "desvio"entre dois conjuntos, espera-se um
valor préximo de zero, enquanto se for obtido uma aproximagio F'A que possui a
mesma distribuicdo de F'R, significando n; = 7; para todo 7, teremos exatamente
o indicador igual a zero.

Apesar de dar uma boa ideia da distribuicdo do vetores de F'A em relacdo aos
vetores de ['R, este indicador pode levar a conclusdes equivocadas dependendo

do valor de ¢ utilizador pelo usuério.

4.2.6 Conclusoes sobre Indicadores de Convergéncia

Ao considerar apenas a distancia entre os vetores dos dois conjuntos, seja 14

como esta distancia é calculada, os indicadores de convergéncia ndo consideram
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Figura 12: Exemplo de Fronteira Pareto Aproximada e ¢ = 0.05

como os vetores de F'A estdo distribuidos pelo espaco. Além disto, a necessi-
dade de se conhecer a fronteira real, ou ter um conjunto referéncia torna estes
indicadores dificeis de serem utilizados em problemas reais.

Na Figura[I3|podemos ver duas Fronteiras Aproximadas sendo comparada
com a mesma Fronteira Real, e mesmo que a primeira esteja "mais distante"da
fronteira real, esta € preferivel por nos dar informacdo sobre uma extensao
maior do conjunto real. Porém, ao avalid-las com o indicador G'D, por exemplo,
obtemos GD = 0.0924 para o primeiro conjunto e GD = 0.0402, para o
segundo e este € um problema que se repete para as outras medidas. Para a Dist,
obtivemos 0.1803 e 0.2066 para o primeiro e segundo conjunto respectivamente,
e Disty 0.3397 € 0.4337. Para M E obtivemos 0.3863 e 0.0398 respectivamente.

4.3 Indicadores de Diversidade

Os indicadores de diversidade medem a distribui¢ao dos vetores de F'A
dentro do préprio conjunto, ou seja, avaliam as distancia dos vetores do mesmo

conjunto,

Revista de Matematica de Ouro Preto  v.1 pp:89 2017 89



Universidade Federal de Ouro Preto

Fronteira Pareto Aproximada

Fronteira Pareto Aproximada

(b) Fronteira Pareto Aproximada com distribui¢do

(a) Fronteira Pareto Aproximada com boa Distribuicdo ruim

Figura 13: Duas Fronteiras Pareto Aproximadas sendo comparadas com a uma
mesma Fronteira Pareto Real

Estes indicadores, como o proprio nome sugere, avaliam o quao bem o
conjunto em questdao cobre uma determinada regido do espacgo, no sentido de
que eles delimitam uma regido na qual todos os pontos estao contidos ou entao
calculam a area determinada por este conjunto quando limitado por uma certa
area.

Estes indicadores sdo os mais completos, avaliando tanto a distribui¢ao

quando a cobertura de um conjunto

4.3.1 Maximum Spread

Zitzler [[13] propde um indicador que leva em consideracdo o médximo dentre

as distancias entre os pontos de F'A.

M = Zmax{]ui—vﬂ tu,v € FA} (14)
i=1

Assim, este indicador leva em consideragdo as distancias em cada objetivo
para estimar a extensao do conjunto F'A no espago de solucdes. Quando avali-
ando dois conjuntos Sy, S, a priori, se M3(S1) > Mj(S,), entdo S; € preferivel.

Porém, este indicador, por si s6 ndo deve ser tomado como resposta definitiva.
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Fronteira Pareto Aproximada Fronteira Pareto Aproximada

(a) Fronteira Pareto Aproximada bem distribuida (b) Fronteira Pareto Aproximada acumulada

Figura 14: Duas Fronteiras Pareto Aproximadas sendo avalidas

Por ndo levar em consideragdo nenhum conjunto de referéncia (F'R), esta me-
dida ndo nos d4 informacao sobre a convergéncia dos conjuntos em questao,

consequentemente, pode levar a conclusdes equivocadas.

4.3.2 Spacing

Van Veldhuizen [[11]], propde um Indicador que leva em consideragdo as
menores distancias entre os pontos de F'A aos outros pontos de F'A e calcula a

variancia destes valores.

In|

S == @ dy? (15)

n
Lzt

onde d; = min{|z; — y;|}, x;,y; € FAe d é a média os d;.

Note quejz se todos os pontos estiverem equidistantes do ponto mais proximo,
ousejad; = d Vi, d—d; = 0, teremos S = 0. Qualquer valor diferente de O
indica que a distribui¢do dos pontos varia, além disto, quanto maior o valor de S,
maior a variagdo nas distancias entre os pontos de FA.

Podemos ver na Figura[I4]temos dois conjuntos no qual o primeiro obtivemos
S =0.0778 e 0 segundo S = 0.0162, porém podemos ver que mesmo obtendo

um valor menos no indicador, o segundo conjunto, por ter todos 0s seus pontos
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acumulados em uma pequena regido, o primeiro conjunto € preferivel sobre o

segundo.

433 | HC € I o)
Também definido por Zitzler et. al [14],0 Enclosing Hypercube Indicator

avalia o menor Hipercubo contendo todos os pontos de F'A. Esta é uma medida

bindria, ou seja, tem dois valores a serem levados em consideragao.

IH9(FA) = igﬂ}g{{(a,a, ...,a)} > FA}

IO (FA) = inf{(b,b,...,b) <« FA}

beR
onde (a,a,...,a) > FA significa que todo x € FA é dominado por

(a,a,...,a) Assim,

Inc(FA) = (I'°(FA), I (F A)) (16)

Os mesmos autores do indicador anterior, propuseram outro indicador muito

semelhante, Objective Vector Indicator dado por:

I(FA) =infa € R{¥(z1,2s,...,2,) € FA: 2; < a} (17)

paratodo1 <i:<ne
0, se FA contém dois ou mais elementos

O
In+l

(FA)=
1, caso contrario
A ideia neste caso € considerar o menor hiper retingulo que cubra todo F'A.

Esta medida nos da um ponto o qual é dominado por todos os pontos em F'A.

Estas duas, por si s6 ndo revelam muito sobre o conjunto em questao. Elas
sdo melhor utilizadas quando comparam dois conjuntos. Dado um conjunto
referéncia e duas aproximacdes, procura-se dentre as duas, a que define um hiper
retangulo mais “semelhante” ao do conjunto referéncia.

Nas Figura[I5a][I5b|podemos ver duas Fronteiras Pareto aproximadas e seus
valores para os indicadores [y € Ip e os hipercubos definidos por tais valores,
enquanto na Figura temos uma Fronteira Pareto Otima e Iy¢, Io € 0s

hipercubos definidos por tais valores.
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Fronteira Pareto Aproximada 2

% Valores Obiidos com |,

(d) Fronteira Pareto Real com todos os valores obtidos

(c) Fronteira Pareto Real para Ic e Io

Figura 15: Avaliagdo dos indicadores Iyc e Ip

Podemos ver na Figura a Fronteira Otima e todos os hipercubos obtidos
por I ¢ e I para as duas fronteiras aproximadas obtidas em[I5ae[I5c| Podemos
ver, por exemplo que [y pode levar a conclusdes equivocadas, pois neste caso,
para os trés conjuntos ela retorna resultados muito préximos, o que faz com que
os trés hipercubos sejam bem semelhantes. Enquanto / retorna valores que
mostram melhor o fato, por exemplo, de que um dos conjuntos esta acumulado
em uma pequena regido do espaco, como podemos ver, o hipercubo definido pela

resposta de Ip em € bem menor que os outros dois.
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4.3.4 Opverall Pareto Spread

Wu e Azarm [12] utilizam dois pontos pré-determinados, que chamaremos de
Ponto Bom e Ponto Ruim para definir o indicador Overall Pareto Spread. Diremos
que um ponto P;, € bom para um dado conjunto S se for uma cota inferior para
todos os pontos de (Ou seja P;; < x; para todo z € S), e um ponto P serd ruim
se for uma cota superior para todos pontos do espaco(Ou seja P,; > x; para todo

r €S).

15 Exemplo de Ponto Bom e Ponto Ruim
T

*  Fronteira Pareto Aproximada
* P, =Ponto Bom

¢ P, =Ponto Ruim

05 . 4

05 I I I
-0.5 0 0.5 1 15

Figura 16: Uma Fronteira Pareto Aproximada e exemplos de Pontos Bom e
Ruim.

Na Figura[l6|temos P, como ponto bom e P» como ponto ruim, uma vez
que P; domina todos os pontos de F'A e P, é dominado por todos os pontos.

Além destes dois pontos, consideramos também outros dois pontos, estes
sendo o “Minimo” e o “Madximo” do conjunto em questdo. Denotaremos por Min
o ponto do conjunto F'A tal que Min; < x; paratodox € FAei=1,...,ne
Mazx o ponto tal que Max; > x; paratodo x € FAei=1,...,n. Note que os
pontos Min e Max dependem do conjunto em questdo, enquanto P, e P sdo

controlados pelo usudrio.
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Assim, a Overall Pareto Spread, é dado por:

HR.,(FA)

18
HR, (18)

OS(FA) =
onde HR.,(FA) é o volume do hiper-retingulo formado pelos pontos Min
e Max e HRy, é o volume do hiper-retingulo formado pelos pontos P, e P».
Esta medida também pode ser escrita como:

n
[[ | maxzepa(x;) — mingepa(z;)|

OS(FA) ==

I1 P2 — Pl
i=1

Quanto comparando duas solucdes, procuramos por aquela cuja O.S seja
mais proxima de 1, assim, representando que os pontos cobrem uma parte maior
do espago de solugdes, dados os pontos Bom e Ruim em questio. Na Figura 17|
podemos observar os hipercubos considerados para uma fronteira Pareto real e

uma aproximada. Neste caso foram utilizados os mesmos P; e Ps.

Fronteira Pareto Real Fronteira Pareto Aproximada
12 Fronteira Pareto Continua 1 12y Fronteira Pareto Continua
®  Fronteira Pareto Real Discreta + Fronteira Pareto Aproximadal
P eP, * PeP,
1r \ Min e Max B 1r \ {  Min e Max
08 \ 1 0.8
. \
Y
0.6 0.6
ot ot N
04 . 04 N
\\\ h
‘-\\
02 1 0.2
e
.
0 0
0.2 1 02F
0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
f1 fl
(a) Fronteira Pareto Real (b) Fronteira Pareto Aproximada Acumulada

Figura 17: Hipercubos utilizados para avaliar o indicador OS

Utilizando o exemplo da Figura |17} temos que HR..(FA) = 0.0605
e HR..(FR) = 0.7906 enquanto HR;,. = 1.4144 (Considerando P, =
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(—0.1381,—0.1164) e P, = (1.0840,1.0409). Assim, OS(FA) = 0.0427 ¢
OS(FR) = 0.5589. Desta maneira, podemos ver que o fato de F'A estar acumu-
lado faz com que o valor de OS diminua consideravelmente.

43.5 HVeHVR

O Indicador Hypervolume leva em consideracao o volume compreendido

entre os pontos da Fronteira Pareto e um dado ponto de referencia.
HV(FA) :={Uareaq; : z; € FA} (19)

onde z; € F'A e area; € a area entre x; e o ponto referéncia.
Enquanto o Hypervolume Ratio leva em consideragdo o quociente HV (F'A)
por HV (F R) onde F' R é uma Fronteira Pareto Otima.

Fronteira Pareto Aproximada Fronteira Pareto Aproximada
12 —— Fronteira Pareto Otima Continua | 12y —— Fronteira Pareto Otima Continua |
®  Fronteira Pareto Aproximada O Fronteira Pareto Aproximada

1F 1 \
08 1 08 \
06 0.6
0.4r 0.4r
0.2 0.2

o o
0.2 1 0.2}

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
f1 fl
(a) Fronteira Pareto Real (b) Fronteira Pareto Aproximada Acumulada

Figura 18: Areas utilizadas para calcular os indicadores HV e HVR

Na Figura temos um conjunto cujo HV(FR) = 0.263 enquanto na
Figura [I18b, HV (FA) = 0.4322, o que nos leva a HVR(FA) = 1.643. Em

ambos os casos, foi levado em considerag@o (0, 0) como ponto de referéncia.
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O Indicador H'V por si s6 ndo oferece base para avaliar um conjunto, assim,
€ ideal conhecer um conjunto referéncia (Fronteira Otima) e avaliar HV R. Ao
se tratar de problema de minimiza¢do, HV R > 1 indica que F'A ndo € tdo boa
quanto F'RR, enquanto em problemas de maximizagdo HV R < 1 leva a mesma
conclusdo.

A principal dificuldade deste indiciador € seu custo computacional, ou seja,
quantas operagdes sao necessdrias para calculd-lo, uma vez que para problemas
com vdrias varidveis, as contas para calculo de cada volume cresce consideravel-

mente.

4.3.6 Conclusoes sobre Indicadores de Divergéncia

Estes indicadores priorizam avaliar a distribuicdo dos vetores do conjunto
em questdo através do espaco. Enquanto M E consegue avaliar o quanto estes
vetores estdo espalhados pelo espago mas falha em avaliar como estes vetores
estdo distribuidos pelo espaco, a Spacing sofre do problema inverso, ao avaliar
a distribuicdo dos vetores mas sem informar nada sobre seu espalhamento. Os
outros indicadores fornecem uma ideia melhor sobre o conjunto, principalmente
quando comparado com um conjunto referéncia. Como fato interessante, pode-
mos citar que mesmo os indicadores 'V e HV R fornecendo valores exatos para
o hiper-volume compreendido por F'A, este vem com um custo computacional
muito alto. Enquanto o indicador OS fornece informagdes relevantes o suficiente
enquanto possui custo computacional muito menor. Desta maneira, assim mesmo
estes indicadores, 1o, Iyc, OS, HV e HV R sendo os mais completos em relacio

a avaliar conjuntos, € sensato utilizd-los em conjunto com outros indicadores.

5 Conclusao

O estudo dos indicadores, me proporcionou uma oportunidade de comeca a
estudar otimizac¢ao sem me prender aos detalhes dos algoritmos, detalhes estes
que para um aluno sem uma boa base de programacao seria dificil. Assim, ao
realizar o estudo inicial, eu me familiarizei primeiro com o problema em si, e
em maneiras de avaliar as respostas dadas por algoritmos que inevitavelmente
eu me deparei ao decorrer dos estudos. Neste estudos os algoritmos foram mais

um passo intermedidrio do que propriamente onde foi investido mais tempo.
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Desta forma, estou preparado para futuros estudos que foquem nos algoritmos de
otimizagdo em si, por exemplo, além de me familiarizar com o programa Matlab
e técnicas de programacao.

ApOs a extensa revisdo de bibliografia feita, pode-se chegar a conclusio
que existem muitos empecilhos ao se propor um indicador para avaliar todas as
caracteristicas de um conjunto. Esta dificuldade surge na necessidade de avaliar
conjuntos com muitos elementos, pois a quantidade de operacdes a serem feitas
aumenta consideravelmente dependendo do indicador em consideragdo.

Outra dificuldade apontada com bastante detalhes por Zitzler et. al [[14] é
a incompatibilidade de certos indicadores com o conceito de dominéncia. Isto
significa que em diversos casos, os indicadores nao refletem qual conjunto é
melhor que outro. Discutimos alguns destes casos ao decorrer do trabalho.

Desta maneira, o ideal para compreender bem o resultado do algoritmo é
utilizar um conjunto de indicadores. Desta maneira, reduz-se o custo computaci-
onal de calcular um indicador mais robusto, mas ainda € possivel obter uma boa
no¢ao das caracteristicas do conjunto.

Este estudo se faz relevante, pois a implementacdo destes indicadores em
Matlab ira auxiliar pessoas interessadas em seus estudos na drea, fornecendo os
codigos para utilizagcdo, desta maneira economizando tempo e trabalho para estas
pessoas. Estes cddigos serdo disponibilizados na pigina do Professor Dr. Thiago

Santos (http://professor.ufop.br/santostf/home).
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