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Resumo

Neste trabalho revisamos aspectos numéricos e geométricos relativos a seqiiéncia de Fibonacci.
Vamos desenvolver diversas propriedades aritméticas e analiticas sobre a seqiiéncia de Fibonacci.
Vamos também abordar sua relacdo com a razdo durea. Outro aspecto discutido é sua generaliza-
¢do em termos da chamada seqiiéncia de Gibonacci. O trabalho finaliza com sua aplicacdo num
passeio aleatorio.
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1 Introducao

A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia numérica em que cada termo € igual a soma dos
dois termos anteriores, sendo os dois primeiros iguais a um. Neste trabalho revisamos aspectos
numéricos e geométricos relativos a seqiiéncia de Fibonacci. Além de apresentar um pouco sobre
a histéria de Fibonacci e algumas propriedades da sequéncia que leva seu nome, mostramos a
relagdo da seqiiéncia de Fibonacci com a razdo durea e discorremos sobre uma generalizagdo da
seqiiéncia de Fibonacci, denominada Gibonacci (Se¢do 2). Sdo utilizados recursos de dgebra,
andlise e geometria para a demonstracio de proposigdes.

Na Sec@o 3, baseando-nos no trabalho de M. Griffiths [5], desenvolvemos um tipo de passeio

aleatdrio que utiliza a sequéncia de Fibonacci para construir sua distribui¢do de probabilidades.

2 Fibonacci

2.1 Vida de Fibonacci

Leonardo de Pisa (1170 — 1250), conhecido como Leonardo Fibonacci, nasceu em Pisa na
Italia. E tido como um dos grandes mateméticos italianos.

No inicio do século X I, Pisa era um dos grandes centros comerciais italianos e o pai de
Fibonacci ocupou um cargo de chefe de um desses entrepostos, o que fez com que Fibonacci

recebesse suas primeiras aulas de matemadtica com professores islamicos. Depois Fibonacci viajou
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pelo Mediterraneo onde entrou em contato com os procedimentos matematicos orientais, com 0s
métodos algébricos drabes, os numerais indo-arabicos e também as obras de Al-Khwarismi.
Quando voltou a Pisa, continuou seu estudos e escreveu um livro intitulado Liber Abaci
(Livro do Abaco), que retrata problemas algébricos recolhidos durante as suas viagens e métodos
de solucdo destes. Nesse livro, ele introduziu os algarismos indo-ardbicos na Europa, mostrando
que as operagdes com eles eram mais faceis e, pela sua fama, aos poucos foram bem aceitos.

Para saber mais sobre a vida de Fibonacci o leitor pode consultar [1] e [4].

2.2 A Sequéncia de Fibonacci

Um dos problemas que esta no livro Liber Abaci é o problema dos pares de coelhos

Suponha que um par recém-nascido de coelhos, sendo um macho e uma fémea, seja
colocado em um campo. Os coelhos sdo capazes de acasalar com a idade de um més e
tém um periodo de gestacdo de um més, de modo que, no final de seu segundo més,
uma fémea produza um par de coelhos. Supondo que nossos coelhos nunca morram e
que cada fémea sempre produz exatamente um par misto (um macho, uma fémea) a

partir do final de seu segundo més, quantos pares haverd em um ano?
Uma andlise direta do problema nos revela que:
e comecamos com um par de coelhos;
e no segundo més, temos um par de coelhos com um més;
e no terceiro més, temos dois pares de coelhos: 1 par adulto e 1 par recém-nascido;

e no quarto més, temos trés pares de coelhos: 1 par adulto e 1 par com um més e 1 par

recém-nascido;

e no quinto més temos 5 pares de coelhos: 2 pares adultos e 2 pares recém-nascido e 1 par

com um mes;
e 1o sexto més temos § pares: 3 pares adultos e 3 pares recém-nascidos e 2 pares com um més

e continua através dos meses até completar um ano.

Assim, temos a sequéncia numérica, conhecida como Sequéncia de Fibonacci
(1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...)
Observamos que a resposta do problema proposto por Fibonacci é 233. Podemos definir a

sequéncia de Fibonacci F}, de forma recursiva.

Definicao 2.1. Uma sequéncia Fy, I, F», Fs, ... formada por niimeros inteiros positivos é
uma sequéncia de Fibonacci se para cada natural n > 1 tem-se F, 1o = F,11 + F,, com
Fir=F=1.
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A sequéncia de Fibonacci tem diversas propriedades. Vamos apresentar algumas dessas

propriedades como proposigdes.

Proposicao 2.1. Dois niimeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci sdo primos entre si, isto

émdc (F,, Fn+1) = 1, para todo natural n > 1.

Demonstragdo. Sejan € N,n > 1. Vamos provar que
mdc (Fn, Fn+1) = FQ =1.

Sabemos que um nimero qualquer de Fibonacci € igual a soma dos dois termos anteriores. Assim
um nimero de Fibonacci ndo serd maior que o dobro do termo anterior, tirando o caso do terceiro
numero que é o dobro do segundo, {F},} é crescente para n > 3. Portanto, quando dividirmos
um termo da sequéncia de Fibonacci pelo seu antecessor o quociente € igual a 1 e o resto serd a
subtracdo do dividendo com o divisor. Portanto, continuando o processo e utilizando o algoritmo

de Euclides para o cdlculo do mdximo divisor comum entre esses dois nimeros consecutivos,

vamos ter:
Foyi = F,-1+F,
F, = F,1-1+F,
Fo1 = F,9-14+F,_3
Fy = F5-14+F,
F; = F-2+40.

Seguindo isso, como 0 miximo divisor comum € sempre o Ultimo resto, diferente de zero,
teremos
mdc (Fn7 Fn+1) = F2 =1.

Proposicao 2.2. A soma S,, dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci, paran > 1, é
Sp = n+2 — 1.

Demonstracdo. Temos na sequéncia de Fibonacci

F, = Fy—F,
Fy, = F,—Fy

Py = F-F
Fn—l == Fn—&-l*Fn
F, = Fn+2_Fn+1~
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Ao somar Fy + Fo + F5 + ... + F,,_1 + F), e simplificando os termos dessas igualdades,

temos
S, = B+ +F3+ ... +F,_1+F,
= Fp2—F
= Fn+2 —1.

Proposicao 2.3. Dado trés niimeros de Fibonacci consecutivos F,,_1, Fy, e Fy, 1, temos F,QL =
Foy1-F, —F, - F,_1,para todon > 2.

Demonstragdo. Para provar a equacio, basta colocar F;, em evidéncia no segundo membro.

Com isso
Fn—&-l'Fn*Fn'Fn—l:Fn(Fn-&-l*Fn—l):Fn'Fn:F5~

Para a proposicao seguinte, defina S,,2 como sendo a soma dos quadrados dos n primeiros

termos da sequéncia de Fibonacci, isto €,
Spe=Ff +Fy+Fj+-- -+ F2,

paran > 1.

Proposicao 2.4. A soma dos quadrados dos n primeiros termos da sequéncia de Fibonacci é
Sn2 = Fn+1 . Fn

Demonstragdo. Primeiramente note que F pode ser escrito como F - F} . Seguindo a Proposicio

2.3, vamos escrever o quadrado dos nimeros de Fibonacci do F5 ao F;,. Com isso

F} = F3-F,—F,-F
F? = F,-F3—-F3 F
F,ZL = F7L+1'F7L_F7L'Fn—1-

Ao somar F{ + F§ + F 4 --- + F2 e simplificando os termos da igualdade, conseguimos

Spe = FP4+F}+F2+---+F?
= Foi1-F,.
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Proposicao 2.5. Se F,,_1, F,, e F,, 1 sdo trés niimeros consecutivos na sequéncia de Fibonacci,

entd@o F 11 - Fy 1 = FfL + (=1)", para todo natural n > 2.

Demonstragdo. Verificando por indug¢do em n. Paran = 2
1° membro: F2+1 . F2_1 = F3 . Fl =2-1=2
2° membro: Fy + (=1)* =1 +1=2

A igualdade € verdadeira para n = 2.

Supondo que a igualdade Fy - Fy—1 = sz + (—l)k seja valida para algum de £ > 2.

Queremos mostrar que
Figo - Fro = F2 4 + (-1
Partindo de Fjo - Fy, pela sequéncia de Fibonacci sabemos que Fy1o = Fj1 + F), assim

Fyyo - Fy = (Fyy1 + Fy) - Fy, = Fyyq - Fy + F7. 1))

Como Fjy1 = Fy + Fj—1, temos que Fj, = Fj1 — F}_1 substituindo em ( 1 ) obtemos:

Fiio-F, = Frpr- (Fpy1 — Froy) + F7?
= F} —Frar Foo + Ff
= Flo—-F - (-D)"+F;

—_————
HI.
= Fa+ (=D (-n*
= Fio+ (=DM

2.2.1 Foérmula de Binet

A férmula de Binet! é uma representacio do termo geral da sequéncia de Fibonacci. Ela
permite que encontremos qualquer nimero de Fibonacci, se conhecermos a sua posi¢do na
sequéncia, sendo F;, um nimero qualquer de Fibonacci que estd na posicao n.

Para obter a sua equag@o geral, utilizaremos recorréncia linear de segunda ordem. Usando

a equacdo recursiva F,, .o = Fj, 11 + F},, a equagdo caracteristica associada a essa recorréncia

1++5

serd 72 = r + 1, calculando as raizes da equacdo do segundo grau encontramos r; = 5

1—+/5 . .
ery = T\[ Assim, qualquer sequéncia na forma F,, = C; - ] + Cs - r§ serd solugdo da

recorréncia I, 4o = F, 1 + F,,. Substituindo as raizes encontradas r; e ra, teremos

!Philippe Marie Binet (1786-1856) matemdtico francés.
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Fn:01-<1+2\/5> +c2-<1‘2\/5> . ®)

Como na sequéncia de Fibonacci temos Fy = 0 e Fy = 1, substituindo na equacdo ( 2)

temos o o
F0:01-<1+‘/5> +02-<1_‘/5> =0
2 2
(]
1+vE) VAN
Flzcl.( ) +<:2.< ) _
2 2
portanto

Concluimos que

1 (1+v5\" 1 (1B
S

que é chamada Férmula de Binet.

1 5
Para uma escrita mais simples da féormula de Binet, vamos fazer o = +2\[ e =
1-5 .
————, com isso
2
1 1 o — g"
Fo=—f-a"—— gr="""
V5 V5 V5
sabendo que o — 3 = \/5, temos
a — Bn
F,=—. 4
— @)

O nimero « é conhecido como nimero de ouro, que na sua forma decimal vale aproximada-

mente 1,6180339887..., o que sera detalhado na préxima secdo.

2.3 Numero de Ouro

O nimero de ouro ou razdo durea, conhecido por muitos como o simbolo da harmonia, ¢ um
dos nimeros mais importantes na matematica, é utilizado na arquitetura, na musica, nas obras de
artes, etc.

O niimero de ouro decorre da ideia de dividir um segmento de reta AB em dois segmentos
pelo ponto C. Existem infinitas formas de fazer essa divisdo, entretanto tem uma delas que é mais

agradavel, a divisdo desse segmento € feita de forma harmoniosa: o segmento € divido em média
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e extrema razio. Segundo proposto por Euclides de Alexandria?, no livro VI de Os Elementos,
um segmento de reta fica divido em média e extrema razdo quando a razdo do todo para o maior
segmento é igual a razdo do maior segmento para o menor [3]. Para obter esta divisao, considere

a Figura 1.

Figura 1: Divisdao de um segmento em média e extrema razao.

Segundo o que foi proposto por Euclides queremos encontrar um ponto C' entre A e B tal

que
AB AC

AC ~ BC’
Como AB = AC + B(C substituindo em (5), temos

&)

AC+BC _ AC
AC - BC
o que implica
BC AC

A0~ BC ©

AC
Tomando z = BC e substituindo na equacao (6), obtemos

1
1+—-—=2
X
donde temos a equacio
2> —z—-1=0. (7)

Ao calcular as suas raizes encontramos

em que z; € o nimero de ouro.

O niimero de ouro € reconhecido na piramide de Quéops, localizada em Gizé no Egito, pois

2Euclides de Alexandria, pouco se sabe sobre sua vida pessoal, mas tudo indica que sua origem € grega. Foi
matemdtico da escola platonica, € conhecido como o Pai da Geometria, nasceu na Siria aproximadamente em 330 a.C. e
realizou seus estudos em Atenas. Euclides reuniu o que se tinha de matematica até sua época e escreveu 13 volumes de
um livro denominado “Os Elementos".
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arazdo entre a altura dessa pirdmide pela metade do lado da base ¢ igual ao nimero de ouro. O
Partenon, templo feito em homenagem a Deusa Atena, no século V a.C., localizado na cidade de
Atenas, na antiga Grécia, teve como escultor o arquiteto Fidias que construiu a fachada de forma
que a razdo do comprimento pela altura € o niimero de ouro. Hoje em dia o ndmero de ouro é

conhecido pela letra grega ® (1é-se fi) em homenagem a Fidias.

2.4 Razao Aurea na sequéncia de Fibonacci

A partir da sequéncia de Fibonacci podemos obter um nova sequéncia onde o termo geral
F n+1

rn, paran > 1, éigual a . Essa sequéncia pode ser vista abaixo

1235813
1’1’2)3757 87"' 9

n

na forma decimal sera
(1;2;1,5;1,666...;1,6; 1,625;1,61538...; ...) .

Observamos que 7, ndo é uma sequéncia mondtona, mas podemos obter duas novas sequén-

. . . . Fopyo
cias a partir da sequéncia r,, que sdo mondtonas: uma sequéncia crescente 19,41 = 2tz para
F2n+1
L ) Fonia
n > 0, formada com termos das posi¢des impares; outra decrescente ra,, = o paran > 1,
2n

formada com termos das posi¢des pares.

Formalizado os resultados para 73, € roy,41, temos:

Proposicao 2.6. A sequéncia formada com os termos com subindices pares ray, € estritamente

1+45
—5

decrescente, limitada, e seu limite é

Demonstracdo. A sequéncia ro,, serd decrescente se
T >Tg >T6>T8>T10 > --ny

assim se fizermos um termo subtraido pelo seu antecessor, conseguiremos como resultado um

ndmero negativo. Para verificar se 12,42 — 72, ¢ um nimero negativo, vamos utilizar a igualdade
F n+1

Ty = . Com isso
F,

_ Fongs Fong
F2n+2 F2n

_ Fopgs - Fop — Fopg1 - Fopgo

Ton+2 — T2n

Fopio - Fop

(Fopto + Fong1) - Fon — Fopg1 - (Fong1 + Fop)
Fopqo - Fop

_ Fongo - Fon+ Fopgr - Fop — F3, ) — Fopgy - Foyy
Fonta - Fop

Y
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seguindo a Proposigdo 2.5, temos que Fopyo - Fop = Fggnﬂ + (=1)*"*! assim

2 2n+1 2
o F2n+1 + (_1) - F2n+1
Ton4+2 — Ton =
Fopyo - Foyp
-1
F2n+2 : F2n

Nesta divisdo, o numerador é sempre negativo e o denominador é sempre positivo, assim a divisdo

serd negativa, concluimos que a diferenga 7,12 — 72, € sempre negativa.
Desta forma, sendo 73,, uma sequéncia mondtona e limitada, entdo é convergente. Com isso

—_— Fonpr _ Fop + Fop_q
" Fy, Iy,

Fop1+ Fop_n

1

=1+ Fon_1+Fan—2
Fon_1

1

Fon_2
1+ Fop_1

1

T2n—2
Na equacio (8), aplicando o limite a ambos os membros, obtemos

1
1+

L=1+

donde temos
I?-L—-1=0.

Resolvendo a equagdo do segundo grau obtemos como raizes os valores de

1++5 1-+5
= ——— € in.

L
2 2

A Unica raiz vélida € a positiva, pois a sequéncia é de termos positivos, logo vemos que a

sequéncia ro,, converge para o nimero de ouro. O

Com uma demonstrag@o andloga a da proposi¢@o anterior obtemos o resultado seguinte.

Proposicao 2.7. A sequéncia formada com os termos com os subindices impares Top+1 €
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estritamente crescente, limitada e seu limite é

+5
5

Nas subsequéncias de 7, as sequéncias 13, € ra;,+1, vimos que as duas convergem para
o nimero de ouro. Com isso podemos afirmar que a sequéncia r,, também convergird para o
nimero de ouro (veja-se o exercicio 2, da se¢do 1, pagina 33 da referéncia [6]), portanto

lim I = 71 + V5

n—oo [, 2

Para aprofundar no assunto das duas tltimas proposi¢des, o leitor pode consultar a referéncia [2].

Observamos que 7, satisfaz a igualdade abaixo

Fn+1 Fn"‘anl anl 1
r , iz + . + FF"
donde temos a equacao
1
rn =1+ .
Tn—1

Continuando com processo descrito acima, obtemos

depois de n repeticdes conseguimos a igualdade para 7,

rp =1+
n 1+1+ 111

1+ T
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. . 1++V5
Para um valor de n muito grande, r,, se aproxima de — o segundo membro se torna

1+v5 1

2 1+ —
+—1
T S
I — —
1+—_1
1+ —L—

1+ T+---
2.5 Sequéncia de Gibonacci

A sequéncia de Gibonacci € a sequéncia de Fibonacci generalizada, pois os dois primeiros
termos ndo precisam ser iguais a 1. Na sequéncia de Gibonacci cada termo serd igual a soma dos
dois anteriores e seus termos serdo nimeros inteiros positivos.

Definicao 2.2. Uma sequéncia G1, Ga, Gs, ... formada por niimeros inteiros positivos é uma
sequéncia de Gibonacci se para cada n > 3 temos G,, = Gp_1+ Gn_opara Gy =ae Gy = b

coma,b e N.

Assim, a Sequéncia de Gibonacci serd da forma
(a, b, a +b, a+2b, 2a + 3b, 3a + 5b, 5a + 8D, ...).

Proposicao 2.8. Na sequéncia de Gibonacci, conhecendo seus termos iniciais G, = a e Go = b,
podemos escrever a sequéncia na forma G, = aF,,_o + bF,_1 paratodon > 3, com F,,_s e

F,,_1 sendo niimeros de Fibonacci.

Demonstragdo. Vamos verificar essa proposi¢do por indu¢do em n. Sabemos que G1 = a e
G5 = b, como
Gz =G1+ Ga

entao
G3 =a+b.

Temos que F; = 1 e Fy = 1, assim podemos escrever G3 = a - F} + b - F5. Isto mostra que a
igualdade G,, = aF,,_o + bF},,_1 é verdadeira para n = 3.
Suponhamos que a igualdade G, = aFj_o + bFj_; seja verdadeira para todo n, com
3 < n < k. Mostraremos que
Gii1 = aFy_1 + bFy.

Partindo de G t1, temos

Grt+1 = G+ Gr—1

= aFy_o+bFy_1 + aFy_3+ bF)_o, pela hipétese de indugdo
a(Fr_o+ Fr—3) +b(Fr—1+ Fr—2)
= aFj_1+ bF}
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3 Passeio aleatorio decorrente do cenario dos coelhos de Fibonacci

Passeio aleatdrio € um modelo probabilistico que representa, por exemplo, o caminhar de
um individuo que escolhe a dire¢dao de seus passos de acordo com uma certa distribui¢do de
probabilidade. Pode descrever também ganhos ou perdas de um apostador num jogo que se repete
vérias vezes. E um modelo estocdstico muito ttil pois corresponde a uma discretizacio de um
processo de difusdo [7]. O termo “Passeio Aleatério” surgiu em 1905 com Karl Pearson® que
deparou com problemas que envolvem o deslocamento de uma particula nos caminhos disponiveis
de forma totalmente aleatdria, buscando descobrir a posi¢ao dessa particula no decorrer do tempo.

Nessa se¢do trataremos do modelo em que duas populacdes distintas de coelhos se desen-
volvem num mesmo cercado. Se ndo ocorre cruzamento entre elas, as espécies de coelhos P e
P, fardo disputas para ganhar espaco no terreno, segundo modelo desenvolvido em [5]. Assim,
seguindo essa ideia, coloca-se um par de coelhos recém-nacidos da espécie P; e, um més depois,
coloca-se um par de coelhos recém-nascidos da espécie P». Os coelhos irdo procriar de forma
que no més n a populacdo P, terd F,, 1 coelhos e a espécie P» terd [}, coelhos, como mostra a

Figura 2.

Tempo o, 1o 3 als]|6f7]s n
(meses)
P, 1123|558 |13]|21]34]..[F.,
P, 112358 |13]|21]..]F,
Total | 12|35 |8|13]|21]3als5]..]F.

Figura 2: Figura que mostra o crescimento das popula¢des P; e P> no decorrer do tempo.

Das disputas para ocupar a maior parte do terreno, uma populagdo ganha um pedago de terra
com uma certa probabilidade. Suponha que a probabilidade de ganhar um pedago de terra por

cada populagdo pode ser calculada pela razdo entre o niimero de coelhos da populacdo, P; ou Ps,

3Karl Pearson (1857-1936) matematico britinico conhecido como o fundador da estatistica aplicada.
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pelo total de coelhos. Com isso temos as probabilidades de ganho de terra:

1

P(P; ganha 1 pedaco de terraem ¢1) = 3 ©)
2

P(P; ganha 1 pedaco de terra em t5) = 3 (10)
3

P(P; ganha 1 pedago de terra em t3) = R 11

F, F,
P(P; ganha 1 pedaco de terraem t,,) = 1 = —ntl (12)

Fn+1+Fn B Fn+2

em que t,, representa 0 més n de observacao.

3.1 Passeio Aleatorio Y,,

Como visto na ultima se¢do, as populacdes partem de um ponto inicial e terdo um ganho de
terra no passar dos meses, representando um passeio aleatério unidimensional sobre os inteiros.
Esse processo pode ser representado por meio de uma sequéncia de varidveis aleatérias {Y}, }
dado por

n
Y, =Yo+ Y Tk, (13)
k=1
onde Y} é a posi¢do de partida e {7}, } é a sequéncia de varidveis aleatérias independentes, com
cada termo recebendo valores 1 ou -1.

Para exemplificar esse passeio aleatdrio, fazemos P, igual bolinha preta e P, igual bolinha
branca. Colocando essas bolinhas em uma urna, se sortearmos uma bolinha preta damos um
passo para direita e se sortearmos uma bolinha branca damos um passo para esquerda. Depois de
cada sorteio, a bola sorteada € colocada de volta na urna e passamos para o préximo passo.

Vamos fazer P(preta) a probabilidade de sortearmos uma bolinha preta e P(branca) a
probabilidade de sortearmos uma bolinha branca.

Para ficar mais claro, vamos recorrer a tabela da Figura 2. Para o primeiro passo vamos
olhar a coluna 1, para o segundo passo a coluna 2 e analogamente para os passos seguintes. Com

18s0:

e Inicialmente, na urna temos uma bolinha preta e uma branca, ou seja, um coelho de cada

espécie, como na coluna ndmero 1 na tabela da Figura 2. Assim damos um passo para direita

1
com probabilidade P(preta) = 3 e damos um passo para esquerda com probabilidade

1
P(branca) = 7 Veja a Figura 3.

e A seguir, uma bolinha preta € colocada na urna. Vemos pela configuragdo da coluna nimero
2 na tabela da Figura 2 que ha 3 bolinhas dentro da urna: duas pretas e uma branca. Temos

aqui duas situagdes que podem ter acontecido no primeiro momento, se retirou uma bola
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INICIO (PRIMEIRA ETAPA)

2 1 0 1 2
Urna
Sortear Sortear
branco preto
P=1 P=1
2 2

Figura 3: Urna na posi¢ao 0.

preta estamos na posicdo 1 conforme a Figura 4, caso retirou uma bola branca estamos na

posicdo —1 conforme Figura 5, e as probabilidades que vamos conseguir nos dois casos

seram iguais a P(preta) = 3 e P(branca) = 3

SEGUNDA ETAPA

12 Caso: Posi¢do 1

2 1 0 1 2
Umna
Sortear Sortear
branco preto
p=1 p=:2

Figura 4: Urna na posigdo 1.

29 Caso: Posigdo -1

2 -1 0 1 2
Umna
— —
Sortear Sortear
branco preto
p=1 pP=2
3 3

Figura 5: Urna na posig¢ao —1.

e Em seguida, iremos acrescentar uma bolinha preta e uma branca, seguindo aqui a coluna
nimero 3 da Tabela 2. As posi¢des em que podemos estar depois de ter realizado o segundo

passo serdo: posicdo 2, posi¢do 0 ou na posi¢do -2. As probabilidades de ganho de terreno,

3 2
para cada populagdo sdo P(preta) = s e P(branca) = 5 como nas Figuras 6,7 ¢ 8.
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TERCEIRA ETAPA

12 Caso: Posicdo 2

-1 0 1 2 3
Urna
Sortear Sortear
branco E preto
=2 P:=i3
5 5

Figura 6: Urna na posi¢ao 2.

22 Caso: Posicdo 0

-2 -1 0 1 2
Urna
Sortear Sortear
branco E preto
P=2 P=3
5 5

Figura 7: Urna na posicao 0.

Podemos representar as possiveis configuragdes num diagrama da arvore, representado na
Figura 9.

Seguindo essa ideia no enésimo passo a urna sempre terd [}, bolinhas pretas e F,_; bolinhas
brancas, com isso, teremos que acrescentar na urna F;, _1 bolinhas pretas e F;,_» bolinhas brancas,
assim, na urna terd F, ;1 e F, bolinhas pretas e brancas respectivamente.

As probabilidades de dar um passo para direita e um passo para esquerda serdo

F, n+1 F, n+1

F,
P(preta) = = P(b = 14
(preta) Fot Fors Foua e P(branca) Foa (14)

Com essas probabilidades a populacdo P; ganha um pedaco de terra com probabilidade

32 Caso: Posigdo -2

-3 = -1 v} 1
Urna
Sortear Sortear
branco E preto
P=2 P=3
5 5

Figura 8: Urna na posi¢ao —2.
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Figura 9: Diagrama mostrando as probabilidades do ganho de terreno.

Fn+1

n

e perde um pedago de terra com probabilidade
n+2 n+2
podemos definir

. Conhecidas as probabilidades,

Fn Fn
P(T, =1)= 2 e P(T, = 1) = —*.

Note que as variaveis 7;, ndo sdo identicamente distribuidas. Como Y, se refere a um
passeio que depende de T, as probabilidades condicionais P(Y,,+; | Y,,) dependem de n, o que
torna sua andlise mais complicada, pois Y,, ndo € homogéneo no tempo. Notamos, porém, que

limite de P(7},, = 1) quando n tende ao infinito é —, onde « é o niimero de ouro.
«@
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Se S,, representar um passeio aleatério que € homogéneo no tempo e no espago, como
definido no Apéndice, subse¢do 5, no qual fazemos p = —, ent@o para n muito grande Y,, vai
mudar de posi¢do quase com a mesma probabilidade que S,,. Apesar de Y, ndo ser homogéneo

temporalmente, notamos que .S,, ¢ homogéneo, e por isso, de andlise mais simples.

Portanto, fazendo p = —, e utilizando a equacdo (20 ) temos
o

E[Sn}:n~<2-;—1>:n-(2;a).

Temos que o € uma das raizes da equacdo ( 7 ), assim podemos escrever

a®?—a—-1=0
a’—1=a«

(a+1)(a—1)=«

o
1=
“ a+1
como o = a + 1, substituindo
«
1
a—1=—. (15)
o

Temos na equagio o = o + 1 uma outra identidade; somando (1 — 2«) nos dois membros

dessa equagdo, conseguimos a igualdade

a?—20+1=2-«
(-1 =2-a

substituindo o que encontramos na equagéo ( 15 ), obtemos

e ()

2—a=—

2
com isso, podemos concluir
2 — 1
2= (16)
a @
Assim, voltando no célculo da esperanga do passeio .S,,, obtemos
9 _
E[Sn]:n~( O‘) S (17)
o) !
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A partir da equagdo ( 22 ), obtemos

1+(2-;—1>2-(n—1)]

1+(2_0‘>2-(n—1)], (18)

E[S2]=n-

=N -
(0%

aplicando em seguida a equacdo ( 16 ), obtemos

1+(;3>2.<n_1>]
—n.[1+n(;31}

E da equacido ( 23 ), calculamos

Var(S,) =n - (1 - <a13>2>

E[S2]=n-

pela equacio de Euclides sabemos que a? = o + 1, assim

Var(S,) =n

ab

-(a+1)31] {a3+3a2+3a+11}
———— | =n
a6

_a2+3a—|—3} [a2+3(a—|—1)]
e | T e

b
[a? + 3a? 402
T | T
4n
=3 (19)

Apesar de ndo podermos calcular E[Y,] e Var(Y;,) exatamente, os resultados obtidos para
E[S,] e Var[S,] (expressdes (17) e (19)) nos fornecem uma indicagdo do comportamente
assintético de Y,, quando n vai a infinito: em média o ganho de terra para a popula¢do P; tende a
infinito, enquanto a variancia segue uma tendéncia de crescimento linear para tempos cada vez

maiores.

4 Conclusao

Neste trabalho, desenvolvemos diversas propriedades da seqiiéncia de Fibonacci. Em

particular, destacamos que o limite da razdo entre um termo da seqiiéncia e seu antecessor tende
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ao numero de ouro. Mostramos também que os termos da seqiiéncia de Gibonacci podem ser
obtidos como uma combinagio linear de termos da seqiiéncia de Fibonacci.

Terminamos o trabalho construindo um passeio aleatério Y,, que utiliza os termos da
sequéncia de Fibonacci para determinar sua distribui¢cdo de probabilidades. Este modelo é
espacialmente homogéneo, mas ndo homogéneo temporalmente. Vimos que, para um valor de n

muito grande, o valor de E[Y,,] fica préximo de um passeio aleatério homogéneo no tempo e no

14++v5 . ,
espago, S, que depende da constante o = T\[ conhecido como nimero de ouro.

5 Apéndice: Passeio Aleatorio simples em uma dimenséo

Considere uma particula se movendo ao longo de uma reta. Se em determinado instante n
ela se encontra na posi¢ao x, no instante seguinte ela poderad pular para as posi¢des x + 1 ou
x — 1 com probabilidade p e 1 — p, respectivamente, como na Figura 10.

Definimos .S,, como sendo a posi¢do da particula ap6s n passos. Entdo, o processo S,

satisfaz as seguintes probabilidades condicionais
P(Spi1=z+1|S,=z)=pe P(Spp1=2—-1| S, =2)=1—0p.

O passeio S,, € homogéneo no tempo e no espaco, pois as probabilidades condicionais ndo

dependem de n e x, respectivamente. A seguir temos a definicdo formal.

(1-p) p

} } } >
X-1 X Xx+1

Figura 10: Probabilidade da troca de posicdes.

Definicao 5.1. Suponha que X1, Xo, ..., X,, sdo varidveis aleatérias independentes e identi-

camente distribuidas, assumindo os valores X; = 1, com probabilidade p ou X; = —1 caso
n

contrdrio. Seja S, = Z X;. A sequéncia {S;,i > 0} é um passeio aleatério simples, com
inicio na origem. =
Para qualquer passeio aleatério simples temos:
e A particula tem a probabilidade de ir para a direita (Pd) e a probabilidade de ir para esquerda

(Pe), e a soma dessas probabilidades é sempre igual a 1;
1
e Sea Pd = Pe = 5 o0 passeio € dito simétrico;

e A particula tem seus passos sempre do mesmo tamanho, independente do lado que ird

percorrer.
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e O passeio aleatério simples serd homogéneo no tempo e no espago, isto é

Vamos obter as expressdes da esperanca e da variancia de S,,, para cada n.

Calculando a esperanga, ou seja E[S,,], temos

=n(2p—1). (20)

Para calcular Var(S,,), note inicialmente que S2 pode ser escrito como

n 2
o ()
k=1

() ()

= ZXk X, 1)
k,r

Agora, calculando E[S?], temos

k,r
=Y E[X)-X,]
k,r
=> E[Xy-X,]+ ) E[X)- X,
k=r k#r

=n+(2p—1)?-(n* —n). (22)
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Assim podemos obter a varidncia do passeio aleatdrio simples calculando

Var(S,) = E[SZ] — (B Sn])2

=n-(1—-4p*—4p+1))
n - (4p — 4p?)
4pn(1 = p). (23)
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