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Resumo

O objetivo deste trabalho é oferecer a alunos e professores de matemadtica uma fonte de pesquisa
que possibilite um estudo aprofundado sobre as distribui¢des binomial e multinomial e suas
propriedades. A Distribui¢do Binomial costuma ser apresentada em alguns livros didaticos
de ensino médio no tépico de Probabilidade, por outro lado, verifica-se que, apesar de ser
extremamente interessante e estar intimamente ligada ao tema da Distribuicdo Binomial, a
Distribuicdo Multinomial € pouco explorada nos livros voltados para o ensino médio. Com o
presente texto, contata-se ser possivel tratar de tais distribui¢des sem prejuizo do formalismo
matemdtico, com o rigor necessdrio ao trabalho do professor de matemadtica, mas de forma clara
e acessivel a alunos com conhecimento equivalente ao do ensino médio.
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1 Introducao

A teoria de probabilidade é uma ferramenta matemadtica extremamente interessante para lidar
com problemas sujeitos a incertezas. Ela € de grande utilidade pois, estando presente em varios
ramos do conhecimento humano, da economia a biologia, da fisica a engenharia, permite avaliar,
por exemplo, as chances de sucesso ou o risco de fracasso nas apostas em jogos de azar, fornece
estimativas sobre o resultado de uma eleicao, e auxilia nas previsdes meteorologicas. Porém
nota-se que tal topico é raramente tratado no ensino bdsico e, quando € trabalhado, se faz de
forma superficial, limitando-se a probabilidade bésica, no¢do de espago amostral, evento, unido
de eventos e probabilidade condicional. Em especial, discussdes sobre a distribui¢cao binomial
aparecem em alguns livros didaticos de ensino médio, mas o conceito € pouco explorado e, em
alguns deles, hé a simples apresentacdo da férmula e aplicagdo em exercicios. J4 a distribuicdo
multinomial néo € tratada no ensino bédsico e, mesmo no ensino superior, € pouco explorada.

Este trabalho almeja explorar a ideia de distribui¢do binomial e multinomial e suas proprie-
dades, tratando dos assuntos com rigor, mas ainda de forma acessivel a alunos com conhecimento
equivalente ao do ensino médio. Para o professor de matemadtica, este texto pode servir de base

para uma melhor compreensao destas distribuicdes.
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Como a compreensdo da teoria de probabilidade sobre espagcos amostrais discretos envolve
conhecimentos de andlise combinatéria, a Secdo 2 trata brevemente deste tema. Nas Secdes 2.7 e
2.7.1, discorre-se sobre aspectos gerais do Bindmio de Newton e Poténcias de Polindmios que
serdo tteis no entendimento das distribui¢des Binomial e Multinomial. Os aspectos principais
sobre Teoria de Probabilidade aparecem na Se¢d@o 3. As Secdes 4 e 5 tratam do tema principal
deste trabalho, e a Sec¢do 6 introduz uma primeira nogdo sobre Processo Estocastico com o auxilio

de propriedades da Distribuicio Multinomial.

2 Breve Revisdo de Analise Combinatoria

E comum termos que contar objetos. Porém, na maioria das vezes, nos deparamos com
situacdes em que enumerar os objetos se torna invidvel. O uso da Andlise Combinatéria nos
auxilia na resolucgdo de tais situacdes. Com os artificios oferecidos pela teoria da Combinatdria,
célculos como a quantidade de placas de automéveis, de nimero de telefones possiveis, nimero
de comissdes e varios outros problemas se tornam triviais. Neste texto iremos nos limitar
aos conceitos basicos da Andlise Combinatdria, necessdrios ao entendimento das distribui¢des
Binomial e Multinomial. O leitor interessado em aprofundar-se no tema pode consultar as

referéncias [3, 6, 7].

2.1 Principios fundamentais de contagem

Suponha que uma pessoa queira ir de uma cidade A até uma cidade C, passando por uma
cidade B, sendo que hd trés caminhos distintos para ir de A até B, dois caminhos distintos
para ir de B até C' e um caminho direto de A até C'. Para cada maneira de ir de A até B temos
duas maneiras de ir de B até C' além de um caminho independente dos demais. Temos entdo
3:24 1= "7modos deirde A até C.

O Principio Aditivo diz que “se temos m possibilidades de escolha para um evento A e n
possibilidades de escolha para um evento B entdo o niimero total de possibilidades para escolher
AouBém+n”.

O Principio Multiplicativo diz que “se temos eventos com invaridncia de escolha de modo
que o niimero de possibilidades na 1° etapa é m e o niimero de possibilidades na 2° etapa é n

entdo o niimero total de possibilidades de o evento ocorrer é m - n” [3].

2.2 Fatorial

Em grande parte dos problemas da Andlise Combinatéria nos deparamos com um produto de
nimeros consecutivos que decrescem até o nimero um. Poderiamos calcular o produto obtendo
o resultado do mesmo, porém, além de se tornar um trabalho desgastante, na maioria das vezes é

desnecessario. Podemos representar tal produto utilizando a defini¢do de fatorial.

Definicéio 1 (Fatorial). Seja n € N. Definimos o fatorial de n como sendo o niimero n - (n —

1)-(n—2)...3-2-1, e escrevemos

nl=n-(n—-1)-(n—-2)...3-2-1.
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Devemos observar que ndo podemos operar com o fatorial como nimeros comuns. De fato:

nl+m! # (n+ m)!
nl —ml# (n —m)!
n!-m! # (n-m)!

n! n

(1

m! 7 m
2.3 Permutacio simples

Quando desejamos organizar n objetos em n posi¢cdes ordenadas temos uma permutagdo.

Permutar é sinbnimo de embaralhar, trocar objetos de posicdo [3].

Teorema 2.1. Seja C = {c1,¢a,...,cn} um conjunto com n elementos. O niimero de n-uplas

distintas que podemos formar sem repetir qualquer elemento de C' é dado por
P, =nl 1)

A demonstracdo segue do Principio Multiplicativo.

2.4 Permutacao com repeticio

Teorema 2.2. Sejam C' = {c1, ca, . .., Cn} um conjunto comn elementos e iy, i, . . . , i) nimeros

naturais tais que
k
E 15 ="N.
=1
O niimero de parti¢oes distintas de C' em subconjuntos disjuntos de tamanhos i, s, . . ., i) €

PRt — n! 2
it = @
1112 .o . U

A demonstracdo segue do Principio Multiplicativo.

2.5 Arranjo

Teorema 2.3. Sejam C = {cy,ca, ..., c,} um conjunto com n elementos e p um niimero natural
menor do que n. O niimero de p-uplas distintas que podemos formar com distintos elementos de
Cé

3)

Ver a demonstragdo em [6].

Observacao 1. Nos casos em que o niimero de objetos é igual ao niimero de posicdes a serem

ocupadas temos uma permutacdo, n! = A,, ,,. Percebemos entdo que permutacdo é um caso
n,n
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especial de arranjo e enseja a discussdo sobre o fato de que 0! = 1, pois

n! n!
nN=A,,=———=— = 0l =1.
' (n—n)l 0
2.6 Combinacao
Teorema 2.4. Sejam C = {cy,ca, ..., c,} um conjunto com n elementos e p um niimero natural

p < n. O niimero de subconjuntos distintos de p elementos que podemos fazer com os elementos

deC ¢
n!

Demonstrac¢io: Seja C), , o nimero de subconjuntos que podemos formar com p elementos.

Cn,p = (4)

Para cada subconjunto de p elementos temos p! permutagdes, logo C, ,, - p! fornece o nimero de

arranjos de n elementos tomados p a p:

An,p = Cn,p -p!
o que implica
A
Cn,p = ]’;l!,p
€ portanto
n!
Cor = (n—p)lp!

Observacdo 2. As combinagées C, , podem ser vistas como permutagdes com repeti¢do, onde,

den elementos, um se repete p vezes e o outro n — p vezes:

n!

Crr = G )il

— PR,

As combinagdes aparecem tao freqiientemente que elas t€ém uma representacdo especial: os

n
Crn=(1):

O fisico e fil6sofo Blaise Pascal dispds os niimeros da forma binomial numa tabela (Tabela

numeros binomiais

1) o que resultou em seguida na Tabela 2 denominada Tridngulo de Pascal. Pode-se observar
que os nimeros binomiais retornam niimeros naturais que estdo associados aos coeficientes do
Binomio de Newton a seguir.

Os nimeros binomiais satisfazem a Relacao de Stifel, dada na proposicao a seguir:

Proposicao 2.1 (Relagdo de Stifel). Dados os niimeros naturais k e n, com k < n, entdo é vdlida
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a igualdade

5

)

Demonstracao:
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Tabela 1: Numeros Binomiais.

linha
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 ) 10 10 ) 1

)+ (

n—1

Tabela 2: Triangulo de Pascal.

o)+ ()= ()

(n—1)!
Elln—1—k)!

B (n—1)!
k > ~ (k—1)(n—k)!

1 1
= (-1 ((kz—l)!(n—k)! TR 1—k)!>
k+(n—k
=(n- UI( k!(ri—k)!)>
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Diversos exemplos desta relacdo podem ser observados no Tridngulo de Pascal.

2.7 Binomio de Newton e Teorema Multinomial

As poténcias da forma (a + b)" sdo chamadas de Bindmios de Newton. Ao desenvolvé-
las podemos observar que os coeficientes de cada mondmio sio dados pela n-ésima linha do

Tridngulo de Pascal.

0=1

( )

( ) =z+y
(z+y)* =a® + 22y + ¢
( )

( )

3= 2%+ 32%y + 3wy + o
= a* + 42y + 62%y% + day® + .

A expansdo de um bindmio da forma (z + y)™ é o resultado do teorema a seguir, cuja

demonstragdo se encontra em [4].

Teorema 2.5 (Bindmio de Newton). Se z,y sdo dois niimeros reais e n um niimero natural, o

desenvolvimento do binémio (x + y)" fornece:

n __ n n, 0 n n—1 n n— n On_n n n—i,, i
(x+y) —<O>x Yy +(1>x y+-~-+<p>x py”+-~-+<n>xy —Z%(Z_)x Yy’

2.7.1 Poténcias de polindmios - Teorema Multinomial

Podemos nos perguntar: como seria o desenvolvimento de uma poténcia de um polinémio
da forma
(1 +ao4 -+ )" ?

Proposicao 2.2 (Teorema Multinomial). Se x1,zo,. ..,z sdo k nimeros reais e n é um niimero

natural, entdo

(w1 + @0 + -+ 4 )" (6)

n n—ip n—i1——ig_2 ol
_ . i1 io Tg—1 M—i1——lg_1
= E E E ziay . xy T ay .

iliol . g l(n —dp — - —dg_q)!
=620 iz 1102 k—1!( 1 k—1)

Demonstracio: Note que o caso k = 1 € trivial e o caso k = 2 corresponde ao Bindmio de
Newton. Vamos usar indugdo em k, para k > 3. Comecemos desenvolvendo o polindmio

(z1 + 2 + x3)™. Note que se reconhecermos os termos x; € (x2 + x3), podemos utilizar o
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bindmio de Newton para obter

(1'1 + T2 =+ .’Eg)n [.’El —+ (.’EQ =+ (Eg)]n

n

5 (et i
11

41=0

Agora na ultima expressao entre parénteses, utilizamos novamente a expansao do bindmio de

Newton, obtendo

" /n LGN
, N
(:cl+xz+xs)”—z<i>f’fz< ‘ )x?xg‘ Bz
1

7
i1=0 i=0 2
n n—il .
_ n n._ll 2 g2 i i
i i 1 T2 23
i1=0i5=0 ! 2
n n—i n'
_ ° ’il iz ’nfilfiz
o Z Z Zl"LQ'(n—Zl—’Lg)'xl T2 %3 '
i1=0 i2=0
Agora suponha que seja vilida a expansao
(1 + a2+ +ag)"
n n—i n—i1——ik_2 o
= : i1 .02 ig—1, n—t1—i2— - —tk_1
120 15=0 10 10 e f—1- 1 k—1)"
€ vamos provar que
n
(1 + @2+ + Tpp1)
n n—i n—ip—-—ig_1 n!
— : i1 .02 U M—t1— i
D D DT D e AR Ao
i1=0i2=0 =0

Note que (z1 +za+ -+ Tpy1)" = [1+ -+ 2p—1 + (T + Txr1)]" € podemos usar a
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hipétese de indugdo para obter:

(x1+ 22+ +ap41)"
=lz1+ o1+ (e +@pg)]”

n n—i1——ig_2 ol ) o .
-2 D TR T e e (e )RR
i1=0 i—1=0
n n—i1——ig_2 n! ‘ )
= > 7 TP L T
i1=0 10 1 ig—1!(n — i1 ik—1)
n—t]— " —lg—1 .
Z (n—u —."'—Zk—l) ik =i =it
= i k Tkt
de onde concluimos o resultado. O

Observacdo 3. Note que cada coeficiente de cada monémio em (6) pode ser escrito como

n!

— i = PRU»k
i1liol i1 lis! " ’
ondeiy =mn—11 — -+ —ix_1. E usual, também, a seguinte notacdo:
n! < n >
i1lig! . i1 lig! U1,09, vy Ik

3 Nocoes de Teoria de Probabilidade

Vamos apresentar algumas nogdes de teoria de probabilidade para que possamos prosseguir
no estudo das distribui¢des binomial e multinomial. Algumas referéncias para esta secdo sio
[1,5, 7]

O estudo das probabilidades surgiu da necessidade de quantificar os riscos dos seguros e
de avaliar as chances de ganhar em jogos de azar. Matematicos como Pierre de Fermat e Blaise

Pascal contribuiram com o desenvolvimento desta Teoria [2].

3.1 Espaco de probabilidade

Definicao 2. Um espaco amostral () é o conjunto de todos os resultados possiveis para um

experimento.

Observacao 4. Vale ressaltar que consideraremos aqui apenas experimentos cujos espagos

amostrais sdo finitos.

Definicao 3. Seja 2 um espaco amostral finito. Qualquer subconjunto do espaco amostral é

chamado de evento.
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Devemos notar que um conjunto finito {2 com n elementos tem 2™ subconjuntos. A classe
de subconjuntos de um conjunto 2 é conhecida como partes de §) e denotada por P(£2) ou ainda
28, Assim, no decorrer deste trabalho, os possiveis eventos relacionados com um experimento

serdo elementos de P(§2), e reciprocamente, cada elemento de P(£2) é um evento.

Definicao 4. Sejam A e B dois eventos de um espaco amostral . Os eventos A e B sdo
disjuntos se AN B = .

Definiciio 5. Seja Q um um espaco amostral finito e seja S = P()). Uma medida de probabi-

lidade é uma funcdo P sobre S tal que
P:S—[0,1]

satisfazendo os seguintes axiomas:
@OP€) =1
(7i) Se A e B sdo disjuntos entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Proposicio 3.1. Se A é um evento de <, entido P(A°) =1 — P(A).

Demonstra¢io: Sabemos que A U A° = , logo
P(AUA®) =P (Q).

Mas P (AU A°) =P (A) + P (A°), pois A e A° sdo disjuntos. Além disso temos que P (Q) = 1.
Portanto
P(A)+P(A°) =1,

donde segue o resultado. |

Proposiciio 3.2. Se A e B sdo eventos de ), com A C B, entdo P(A) < P(B).

Demonstragiao: Note que B é a unido dos eventos disjuntos, A e B — A, logo, pelo axioma (ii)
da Defini¢do 5, P(B) = P(A) + P(B — A), o que implica P(B) > P(A). |

Uma generalizagdo direta do axioma 5(ii) para uma unido finita de conjuntos ¢ a seguinte

Proposicao 3.3. Sejam A1, As, ..., Ay eventos sdo dois a dois disjuntos de um espago amostral

Q. Entdo
k

P(AJUAU...UAg) = > P(Ay).

=1

Proposicio 3.4. Sejam B, Ay, As,..., A eventos de um espaco amostral §), onde
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Ay, As, ..., Ak sdo dois a dois disjuntos e tais que

Entdo
P(BNA;)U(BNAs)...U(BNAg)) =P(B).

Demonstracao: Utilizando a propriedade distributiva da intersecdo em relacdo a unido de

conjuntos, temos

k
P((BﬂAl)u(BﬂA2)...U(BﬂAk)):IP’(BH <UAZ»>>

i=1

P(BNQ)
P(B).

Definicéio 6. Definimos espaco de probabilidade como a tripla (0, P(Q),P) onde 2 é espago

amostral, P(Q) é o espago de eventos e P é a medida de probabilidade.

Em algumas situagdes temos informagdes sobre o experimento que alteram a probabilidade

de ocorréncia de um evento. A esta situacdo damos o nome de probabilidade condicional.

Definicio 7. Seja (2, P(2),P) um espago de probabilidade. Dados dois eventos A e B com
P(A) > 0 definimos a probabilidade condicional de B dado A por

P(BNA
P(B|A) = (P(A)) (7)
Se P(A) = 0, é conveniente definir
P(B|A) = P(B).

Definicao 8. Sejam A e B eventos de §). Dizemos que B independe de A se
P(B|A) = P(B).
Note que se P(A) = 0, entdo B é independente de A.
Proposicao 3.5. Dados dois eventos A e B, se B independe de A entdo
P(AN B) =P(A)P(B).
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Demonstracao: Temos, pela definicdo de probabilidade condicional, que

P(BNA)
Como B independe de A, entdo
P(BNA)
P(B) = ————
donde segue o resultado. a

Proposicao 3.6. Dados dois eventos A e B, se B independe de A entdo A independe de B.

Demonstraciio: Suponha que B independa de A, entéo pela Proposi¢do 3.5, P(AN B) =
P(A)P(B). Caso P(B) > 0, temos que

_ P(ANB)
P(A|B) = 7@)(3)
_ P(A)P(B)
- P(B)
= P(A).
Caso P(B) = 0, entdo P(A|B) = P(A).
Em ambos os casos, concluimos que A independe de B. O

Assim, a relacdo de independéncia entre eventos é uma relagdo simétrica.

3.2 Variavel aleatoria

Definicdo 9. Seja (2, P(2),P) um espago de probabilidade. Uma variavel aleatéria X ¢é uma

fungado

X:0-—5R ®)

w — X (w)

que satisfaz
X'(a,b)) € P(Q) Va,b€R, a<b.

Observacio 5. Uma varidvel aleatoria é uma caracteristica numérica de um experimento.

Observagao 6. Utilizamos as notagoes

X =z ={weQ: X (w) =2}
[a<X<bh={weQ:a<X(w)<>b}.
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Assim temos, por exemplo,

X Y[a,b]) =[a < X <D
X

Observacio 7. Utilizamos a notagdo simplificada P(X = x;) para representar P([X = z;]).

Observacao 8. Sejam X e Y varidveis aleatorias sobre o mesmo espaco de probabilidade. A

Distribuicdo Conjunta das varidveis X e Y ¢é dada por
P(X =, Y = y;) = P([X = 2] N [Y = y)).

Observacao 9. Dadas duas varidveis aleatorias X e Y sobre o espago amostral Q, utilizamos a
notacdo
P(X = 2|V = i)

para representar a probabilidade de X assumir o valor x; dado que Y assume o valor y;, isto é

]P)(X = Z‘i,Y = yz)

P(X = 2;|Y = ;) = P([X = x]|[Y = wi]) = P(Y = y,)

©))

Definicao 10. Seja X uma varidvel aleatéria sobre um espago amostral ) finito. Definimos a

esperanca matematica (ou média) de X por

=) X(wP({w}). (10)

weN

Proposicao 3.7. Seja X uma varidvel aleatoria e suponha que a imagem de X seja um conjunto

Sfinito, Im(X) = {x1,2a,...,2,}. A esperanga matemdtica de X pode ser calculada por

sz = ;). (an

Demonstragio: Para cada x; € Im(X), somando os termos X (w)P({w}) tais que X (w) = a;

obtemos

> X (w)P({w}) = 2, P(X = ;).

{we:X (w)=z;}

Somando sobre os possiveis valores x; temos
> T XWReh = aR=s)
=1 {we: X (w)=xz;}
onde o primeiro membro € igual a E[X]. m|
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A esperanca matemadtica possui a propriedade de linearidade, como atesta a proposi¢do a

seguir.

Proposicao 3.8. Se X e Y sdo varidveis aleatdrias sobre §) e a € R, entdo
(i) E[aX] = a.E[X],

(ii) E[X + Y] = E[X] + E[Y].

Demonstracao: (i)

Z aX (w)P({w})

weN
=a Z X(w)P({w})
weN
=aE[X].
(ii)
EX +Y] =) [X(w)+Y()]P({w})
weN
=) XWP{wh) + > Y(w)P({w})
weN weN
= E[X]+ E[Y].

Definicdo 11. Dadas as varidveis aleatorias Xo e X1 sobre o espaco de probabilidade
(Q,P(Q),P) tais que:

XQZQ-)R Im(Xo)Z{Tl,...,TNO}
X :Q—-R Im(X1) ={s1,-..,8n,}

definimos esperanca condicional de X, dado X como a funcdo
E[Xl‘Xo] Q= R,

que satisfaz

N1
E[X1|Xo =ri] =) s;P(X1 = 55| X0 =1y). (12)
j=1
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Proposicao 3.9. Vale a igualdade
E[E[X1|Xo]] = E[X1].

Demonstracao: De fato, temos

No
E[E[X:1|Xo]l = > E[X1|Xo =ri] - P(Xo =r;) [pela Definigio 3.7]
i=1
N() N1
= Z Z s;P(X) = s;|Xo =17i) | -P(Xo =r;) [pela Definigdo 11]
i=1 \j=1

Ny No
= ZSJ ZP(XI = S]‘XO = ’I”i> P(XO = Ti)
j=1 1

N1 N()
= Z 5 Z P(X; =s;,Xo=r;) [pelaDefinigdo 7 e Observagio 9].
j=1 1

Note que [ Xy = r;] e [Xo = r;] sdo disjuntos para ¢ # j e além disso,

No

U[XO = ’I”i] = Q,

i=1

portanto
Ny
E[E[X1|Xo)] = > s;P(X1 = 5)
j=1
= E[X4].

A variancia nos fornece, apesar de estar em uma escala diferente, uma indicagdo do quéo

afastado da média a distribuicao dos valores esta.

Defini¢io 12. Dada uma varidvel aleatdria X sobre um espago de probabilidade (S, P(2),P),

definimos a variancia de X como
Var(X) = E[X — B(X))% (13)
Proposicao 3.10. A varidncia da varidvel aleatéria X pode ser calculada por

Var(X) = E[X?] - (E[X])*.
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Demonstracao: De fato

Var(X) = B (X - E[X])?]

X? - 2XE[X] + (E[X])?]
X?] - 2B [XE[X]|+ E [E[X)?]

A covariancia entre duas varidveis aleatérias nos mostra a interdependéncia entre essas

variaveis, ou seja, como elas se relacionam.

Definicao 13. Definimos a covariancia entre duas varidveis X e 'Y, definidas no mesmo espago
de probabilidade (2, P(2),P), como

Cov(X,Y) = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])]. (14)
Proposicao 3.11. A covaridncia entre X e Y pode ser calculada por
Cou(X,Y) = E[XY] - E[Y]|E[X].

Demonstracgiio: De fato, desenvolvendo a Equagdo (14) acima temos

— E[XY — XE[Y] - YE[X] + E[X]E[Y]]

—E + E[E[X]E]Y]]

= E[XY] - E[X]E[Y] - E[Y]E[X] + E[X]E[Y]
E

4 Distribuiciao Binomial

A Distribui¢do Binomial € um modelo probabilistico raramente tratado nos livros didéticos
de ensino médio. Quando o fazem sd@o muito sucintos, basicamente apresentando a férmula
e aplicando-a. Como exemplo podemos citar Matemdtica de Gelson lezzi [6], Matemdtica:

Conceitos & Aplicagdes de Luiz Roberto Dante [3] e Matemdtica: Novo Olhar de Joamir Roberto
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de Souza [8]. Aqui procuraremos apresentar algumas caracteristicas de varidveis aleatdrias
binomiais, indo além do tradicionalmente encontrado nos livros didaticos.
Segundo Barbetta [1] um experimento € binomial se:
(a) consiste de n ensaios;
(b) cada ensaio tem apenas dois resultados: sim ou ndo;
(c) os ensaios sdo independentes entre si, com probabilidade p de ocorrer sim, sendo p uma

constanteentre 0e 1 (0 <p < 1).

Podemos citar como exemplos: no langcamento de uma moeda sé ocorre cara ou coroa, numa
pesquisa onde se pergunta se as pessoas aprovam ou ndo um candidato as respostas possiveis
sdo sim ou ndo. Tais experimentos sdo chamados de Experimentos Binomiais pois sé ha duas

respostas possiveis para cada ensaio (efapa) do experimento.

Exemplo 1. Uma caixa contém bolas azuis na proporgdo p e bolas vermelhas na proporcdo
(1 = p). Retira-se uma bola da caixa, observa-se sua cor e a repde na caixa. Assim, sucessiva-
mente, retira-se n bolas da caixa. Qual a probabilidade de se obter i bolas azuis?

Observe que a cada retirada da caixa s6 temos duas possibilidades: bola azul ou bola

vermelha. O espaco amostral é
Q={aa...a,a...av, -+, av...v, -+, VU... U},

(letra a simboliza bola azul; letra v, bola vermelha). Estamos interessados no evento “sair i
bolas azuis”.

Entdo temos

° ( ) — formas distintas de escolher i bolas azuis;
i

e p —proporgdo das bolas azuis;

e (1 — p) —proporgdo de bolas vermelhas.

Logo, a probabilidade de obtermos i bolas azuis é:

4.1 Distribuicao binomial e variavel aleatéria binomial

Seja B = {by,b2} e fixe 0 < p < 1. Defina 2 = B".
A variavel aleatéria binomial conta a quantidade de vezes que um determinado evento

favoravel ocorre (nimero de sucessos).

Definiciio 14. A funcdo X : Q — R é uma variavel aleatéria binomial se X (w) for igual ao

niimero de by’s em w.
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Defini¢ao 15. Uma distribuicdo de probabilidade P segue uma distribui¢ao binomial se

n

Proposicao 4.1. A esperanca da varidvel binomial X é dada por

E[X] = np. (15)

Demonstra¢io: De acordo com a Proposi¢io 3.7 temos E [X] = Z 1.P(X = 4). Utilizando
i=0
propriedades de fatorial e somatério temos

= Z Z'(:Lriz')pl (1 —p)n_i

:Zi(i—l)![gl—izl+1]!p =7

R n(n—1)! D e
7;(2‘—1)![@_1)_(2’_1)]11” (1-p)

(TL — 1)' i n—i
"2 G -1 — G- P
- n—1 n—1i
S0 M I
i=1
n—1 n—1
=n . )pkﬂ(l )" Ft ) ondek =i —1
k=0
n—1
—1 k-
=np (nk )pk(l )n k—1
k=0
=nplp+(1-p)""
=np.
O
Proposicao 4.2. A varidncia da varidvel X é dada por
Var(X)=np(1—p). (16)
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Demonstracao: Utilizando a Proposi¢@o 3.10 vamos calcular a varidncia através da expressdo
Var(X) = E[X?] — (E[X]). (17)

Primeiramente, para calcular o valor de E[X?], aplicamos propriedades de fatorial e somatério,

obtendo,

E[X* =) & (?)p (1—p)""

i=0
" i2.q) o
o 3 1 _ n—
; m—om? 1P
- i2 -n! 7 n—i
- ; R
" i-n! ; i
~ 2 G- 477
n—1
k+1) -n! ek _
:Zka+l(1—p) F 1, ondek =i—1
k=0 e
« k-n! k+1 (1 n—k—1 - n! k+1(q n—k—1
= miﬁ (1-p) +Zmp (1-p)
k=0 k=0
n—1 n—1
k-(n=1! 4 (n—1)—k (n—10 (n—1)—k
= AR k(] — TR k()
SO DY ey ) oy ()
k=0 k=0
n—1
(n—1)(n—2)! K (n—1)—k n—1
e A I Ik (1-p) +nplp+(1-p)]
n—1
(n—2)! k—1 (n—2)—(k—1)
= —1 . 1-
np (n )k:1 2 o =P (1-p) +np
n—1 n—29
_ np2 (n—1) Z (k - 1)pk—1 (1 p)(n 2)—(k—1) +np
k=1
n—2 n—29 4
=n(n—1)p’ ( . >p7(1 p)" > +np, ondej=4k—1
J
7=0
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Aplicando este dltimo resultado e a Equagdo (15) na Expresséo (17), temos

Var(X) = [n(n—1)p* + np| — (np)*

n—1)p+ 1] —n?p?

[
S S
3
S
|
S
+
N
|
3
N
S
¥

Il
3

5 Distribuicao Multinomial

A distribui¢do multinomial ndo recebe tratamento na literatura do ensino basico. Porém este
¢ um tema interessante, relevante, e que nio requer conhecimentos matemdticos avangados para
seu entendimento. Uma referéncia para esta se¢@o é o livro de modelagem estocastica de Taylor
& Karlson [9].

Uma distribuic¢io é considerada multinomial se:

(a) consiste de n ensaios;
(b) cada ensaio tem um niimero discreto de resultados possiveis;
(¢) os ensaios sdo independentes entre si, com probabilidade constante de ocorrer um determinado

resultado.

Exemplo 2. Uma caixa contém 5 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas verdes. Retira-se uma
bola da caixa, observa-se sua cor e a repde na caixa. Assim, sucessivamente, retira-se 4 bolas
da caixa. Qual a probabilidade de se obter 2 bolas brancas e 1 bola preta?

Observe que a cada retirada da caixa temos trés possibilidades: bola branca, bola preta ou
bola verde.

A Tabela 7 nos mostra as configuragdes possiveis e a quantidade de modos de obter cada

uma delas. O espago amostral é
Q = {bbbb, bbbp, - - - , pppv, - - - ,vVVV} .

Desejamos obter uma configuracdo da forma bbpv. Podemos observar que se trata de uma

. 4!
permutacdo de quatro letras onde a letra b se repete, ou seja, PRi’l’1 =5 Devemos observar

5 3
ainda que a proporgdo de bolas brancas é 10 a proporgdo de bolas pretas é 0 e a de bolas

2
verdes é 10 Temos, entdo,

2t _ A (Y (3Y 2
4 21\ 10 10 10/
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n® de bolas | configura¢cdes | modos de organizar
brancas possiveis a configuracao

4 bbbb 1

3 bbbu 41/3!
bbbp 41/3!

2 bbpp 41/(2121)
bbpv 41/2!
bbvv 41/(212!)

1 bppp 41/3!
bppv 41/2!
bpvv 41/2!
bvvv 41/3!

0 pppp 4!
pppU 41/3!
PpUY 41/(212!)
PUVY 41/3!
VVVV 1

Tabela 3: Configuracdes possiveis no Exemplo 2.

Exemplo 3. De forma geral podemos considerar uma caixa que contém bolas brancas, bolas
pretas e bolas verdes nas proporcoes b, p e v respectivamente. Retira-se uma bola da caixa,
observa-se sua cor e a repde na caixa. Assim, sucessivamente, retira-se n bolas da caixa. Qual a
probabilidade de se obter i bolas brancas e j bolas pretas?

Quando escolhemos as i bolas bolas brancas e j bolas pretas jd estamos determinando que

haverd na configuracdo (n — i — j) bolas verdes. Analogamente ao Exemplo 2 temos

|
C n! . . i
o PREIMTIZ] — ﬁ — niimero de modos de organizar as n bolas sendo 1
iljl(n —i—j)!
bolas brancas, j bolas pretas e n — i — j bolas verdes;

e b — propor¢do de bolas brancas;

e p — proporgdo de bolas pretas;

e v — proporgdo de bolas verdes.
Temos entdo

n!
—algl(n —i — 4)!

P(27]7n_2_3) .bi.pj.v’”/—i—j.

5.1 Distribuicio multinomial e variaveis aleatérias multinomiais

Sejam M = {my,ma,...,ms}e0 < p1,pa...,p: <1, com

t
ij =1.
j=1

Defina Q = M™.
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Definicfio 16. Paracada j = 1,...,t, a varidvel aleatéria multinomial X ; conta a quantidade

de vezes que m; ocorre. Isto é

Xj N —-R

X;(w) = niimero de m; em w.

Definicao 17. Uma distribui¢do de probabilidade P segue uma distribuicado multinomial se

n! ,
]P)(Xl:nl,XQZTLQ,...,Xt:TLt):i' ' '~p71“p§2~~~p£”. (18)
1Mo« Ng:

Proposicao 5.1. Seja 0 < i < n. A probabilidade de se obter exatamente i elementos do tipo

2

m;e
(’Z)p;ﬁ(l —p)" (19)

Demonstragdo: Vamos fazer a prova para j = 1, os outros casos sdo analogos. Seja A C 2 o

evento em que todos os vetores w possuem exatamente ¢ elementos do tipo m;. Entdo

n—i n—i—is N—f—-—lp_3 N—l——lt_2 nl
— . i Qo n—i—-—14p_1
P(A)_Z Z Z Z ligl i (n—i— - —i )lpl'p2"'pt
ip=0 i3=0 it_o=0 ir—1=0 2001 t—1)!

;nn—1)...(n—i+1)
- il

n—i n—i—is Nn—i—-—i4_o

(n—1)! io n—i——ip_1
X
,Z Z Z ioligl . (n—i— - — g P2 P
i2=0 1i3=0 it—1=0
Ly R
(n—1)d!
) ,
) (1= n—i
pl(n—z)z' ( pl)

Note que esta proposi¢do mostra que a distribui¢do de probabilidade multinomial se reduz ao
caso da distribui¢ao binomial, quando se deseja observar se um elemento é de um tipo especifico
ou ndo é. Podemos dizer entdo que a distribui¢io binomial € um caso particular da distribuicao
multinomial.

Pela Proposi¢do 5.1, vemos que P(X,; = i) = (TZL) p§(1 — pj)”*i, logo a esperanga de X ;
é dada por

E[X;] = np,. (20)
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Decorre também que a variincia de X; deve ser dada por
Var(X;) = np;(1 - p;). 2D
Para referéncia futura, também destacamos que
E[X]] = n(n — 1)p] + np;. 22)

Proposicao 5.2. Dadas duas varidveis aleatérias multinomiais X, e X,, com u # v. A

covaridncia entre X, e X, é dada por
Cov(Xy, Xy) = —npupo. (23)
Demonstracao: Pela Proposicdo 3.11 a covarincia entre X, e X, pode ser calculada por
Cov(Xu, Xy) = E[XuXo] — E[X]E[X,].

Vamos calcular o caso em que u = 1,v = 2; 0s outros casos serdo anilogos.

Inicialmente calculamos E[X;X5]. Note que as amostras que contribuem de forma néo-
nula para esta média devem conter obrigatoriamente pelo menos uma coordenada m; e uma
coordenada ms. Também se houver ¢ coordenadas contendo m, para msy haverd no maximo
n — ¢ possiveis coordenadas. Além disso, havendo i coordenadas m, e 7 coordenadas ms,
teremos n — ¢ — j coordenadas para os outros elementos my, ou seja,

n!

B((X0 = 6. Xe = j) = s ——pima (1 =1 —p2)" .

Em suma, tudo isto se traduz em

n—1n—:

BIX1Xo] =Y Y ijP([X1 =i, X2 = j])
=1 j=1

n—1n—1

_ O
=y >i JZ,] j),plpg(l p1—p2) :

i=1 j=1
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n—1n—1
E[X1Xs] = ] P py(L—p1—pa)" "I
=7§4P’i§j (1~ py — po)
i H i)
n—1 i n—i nl )
=> = . ' (1—p1—pa)" "7
| (n —1 —
S = G-V —i—))
n—1 . n—i—1
=Y an > " ph (1= py = 25)" U
ottt Z n—i— G+ 1) 2
n_lzn(n 1)...(n—1) " m—i— ;
= i S ("7 g
i=1
n—1 . .
mn—1)...(n—1) , i
= ( )Z., =8 a1 — pyyict
i=1 ’
n—1 .
i(n—1 n—1 i
Y =L I BT
i=1
n—1 .
i(n—2 n—t) . 1
= nn 1)y Y R D gy
i=1
n—1 .
in—=2)! n—1—i
:"("_l)pzzﬂ(n—z—l)!“(1 n)"
i=1
n—2 .
(i+1)(n—2)! i+1 —1-(i+1
= —1 7 1— n i+1)
n—2
(n—2)! i n—2—1i
=n(n — 1)pip2 Z mlﬁ(l —p1) 2
=n(n—1 P1P2Z( , )P1 1—py) =7
=n(n = V)pip2(pr +1—p1)" 2
=n(n — 1)p1pa.
Como
Cov(X1X3) = E[X; X;] - E[X;]E[X]
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segue que

Cov(X1X2) = n(n — 1)p1p2 — npinp2

= —npip2.

Observe que este resultado nos indica que as varidveis aleatérias X, e X, variam em

sentidos opostos.

6 Seqiiéncias de variaveis aleatérias multinomiais

Nesta secdo vamos introduzir uma primeira nog¢éo de processo estocastico considerando um
experimento realizado em etapas; um experimento que pode, inclusive, ser repetido em sala de
aula. Suponhamos que tenhamos uma caixa C' com ¢ tipos de cores de bolas, nas propor¢des
D1, P2, - - -, D¢, € uma segunda caixa D vazia. Vamos imaginar também que temos um reservatorio
R onde podemos encontrar uma quantidade muito grande de todos os ¢ tipos de cores de bolas.

O experimento consiste nos seguintes passos:

1. Escolhemos uma bola da caixa C', observamos sua cor e retornamos a bola a caixa. Do reser-
vatdrio R de bolas, retiramos uma bola da mesma cor, colocando-a na caixa D. Repetimos

este processo n vezes.

2. Esvaziamos a caixa C' e derramamos o conteudo da caixa D dentro da caixa C'.

3. Retornamos ao passo 1.

Ap6s repetirmos este processo um nimero grande de vezes, qual serd o provdvel contetido
da caixa C ao final do processo?

Para tratar este experimento, defina X;(0) como sendo a quantidade de bolas da cor %
presentes na caixa C inicialmente, e seja X;(I") a quantidade de bolas da cor i presentes na
caixa C' ao final do passo 2 na I"-ésima retirada. Veja a Tabela 8. Note que, como as bolas sdo
escolhidas com reposi¢do da caixa C, as varidveis X;(I") sdo multinomiais. Acontece, porém,
que o possivel valor de X;(2) depende de X;(1), o valor de X;(3) depende de X;(2), de forma
geral, o valor de X;(T") depende de X;(T" — 1). Ou seja, estas varidveis possuem uma relagdo
condicional. Veja a Tabela 9, cujos resultados decorrem das Equagdes (20) e (21).

Podemos calcular em média o conteddo final da caixa C, se o conteddo inicial seguir as

proporgdes p1, ps, - . . , pt. Como

BLX(D)|X(T = 1)] = Xi(I' = 1),
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Retirada proporg¢do na caixa C no passo 1 propor¢ao na caixa C
no final do passo 2

1 P1,P2s- -, Dt 0 0 gy 0

2 X1(1) Xo(1) X (1) Xi(2) X5(2) X:(2)
n ) n PR 0 n ) n yeeey n

S YO % X N %E %G

n n n n n n

X, (I—1) Xz(F—: 1) X(T-1) [ Xi(T@) Xz(Ii) X (T)

r , yeeny , ey
n. n. n. i) n. i)
Tabela 4: Propor¢des na caixa C.
Retirada Esperanca Condicional Variancia Condicional
X;(0
1 E[X1(1)|XZ(O)} = HL = np; Var(Xi(1)|Xi(0)):nXiT(0) (lfx%fo)):npi(lfpi)
n
X;(1
2 E[X;(2)|X:(1)] = i) Var(Xi(2)|X;(1)=n X0 (1- 210
n.
X;(I'—-1
r EX;(D)X;(T -1)] = nQ Var(X; (D) X (P—1)=n X021 (1 Xell2D))
n.

Tabela 5: Esperanga e variancia condicionais das varidveis X;.

e como, pela Proposigdo (3.9),

entao

Indutivamente, € facil ver que
BIX;(T)] = EX;(T - 1)] = ... = E[Xi(1)] = Xi(0) = np;. (24)

Isto mostra que, em média, se realizarmos o experimento varias vezes, os resultados finais para o
tipo de cor de bola restante na caixa aparecerdo numa propor¢do que replica a propor¢ao inicial
das cores das bolas.

Contudo, hd mais conclusdes que podemos tirar. Vamos calcular a variancia de X;(T"), isto

Var(X;(1)) = E [X,(T)?] — (B[X,(I)))%.
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Temos que

S
=
=
N
!

E[E[X,(1)?|X,(T — 1)]]

n—1

— [T - P + X(T - 1)

n—1

n

[Xi(T = 1)%] + E[X;(T = 1)]
n—1

E
E

[X;(0 = 1)2] + np;,

onde usamos novamente a Proposi¢do 3.9 e as Equagdes (22) e (24).

1- ("n 1>F] X,(0).

Por inducdo matematica!, obtemos

n—1

E[X(T)%] = < )F [X:(0)]* +n

n

Daf a varidncia de X;(T") serd

Var(X;(T)) =

1- (”; 1)7 X,(0) — X,(0)?

I
——~ O™
3
[
| —
N~
-
>
=
T
_|_
3

Il
7N
3
3
——
—
|
—_

—_
>
=
+
3

Podemos observar que, se realizarmos o experimento diversas vezes, quanto mais retiradas
fizermos (I' — o0), cada varidvel aleatéria X;(I") terd uma varilncia cuja seqiiéncia serd

crescente, sem ultrapassar do limite
Xi(0) [n — X;(0)] .

Isto quer dizer que os possiveis valores da propor¢do da bola de cor ¢ se dispersam cada vez mais
em torno da média np;, mas ndo irdo se dispersar demais.

Em suma:
Ap6s realizarmos o experimento uma vez, é provdvel obtermos ao final apenas bolas de uma
s6 cor. Porém se fizermos o experimento vdrias e vdrias vezes, a cor de bola finalmente obtida
ird variar de experimento para experimento, mas os resultados, em certa medida, estardo numa

proporcao que replica a proporcdo inicial das cores das bolas.

"Ver Apéndice.
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7 Conclusao

A Distribui¢do Multinomial, que generaliza a Distribuicdo Binomial, € um tema que pode
ser abordado em sala de aula de ensino médio, sendo que os conceitos matemaéticos envolvidos
podem ser desenvolvidos com um nivel de rigor acessivel aos alunos do ensino médio. No que
tange o ensino superior, acreditamos que este trabalho possa se tornar uma fonte de referéncia
para um maior aprofundamento do tema supracitado, tanto para professores de matemadtica quanto

para alunos de graduac@o.
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9 Apéndice

Vamos definir

paracadal’ = 0,1,2,.... Entdo

Afirmamos que

De fato,

i) A afirmag@o € verdadeira para I' = 0, pois
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ii) Suponha que a afirmagao seja vélida para I' e vamos provar para I + 1. Temos que

yC+1) = "Ly 4 x

- i(0)
= D) xop 4

_nlnF
T oon n

1 (”; 1)7 XZ-(O)} + X;(0)

- (n; 1>F+1 [X;(0)]? + (n—1) [1 - (n; 1ﬂ Xi(0) + X;(0)
_ <";1>FH X0 + [n - (“L‘nlr)mﬂ X,(0) + X (0)
_ (”; 1>F+1 (X (0))2 +n |1 - (”; 1)”11 X;(0)
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