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Resumo

No presente trabalho pretende-se fazer uma introducdo ao Calculo Fraciondrio, que € o Célculo
com ordens de integracdo e derivagdo generalizadas. Para isto, € realizada uma abordagem
histérica e conceitual, tendo como objetivo agugar o interesse pelo assunto, além de melhor situar
os leitores leigos na area. Uma apreciacido adequada do contetido do presente trabalho, bem
como do sentido essencial do Calculo Fraciondrio faz uso de conceitos ndo muito avangados que
um graduando de Matematica, Fisica ou Engenharia em geral detém, como um conhecimento
prévio elementar sobre Equagdes Diferenciais Ordindrias e Parciais, além das regras basicas do
Ciélculo Diferencial e Integral tradicional. Para estudo inicial se faz necessério o entendimento
de algumas fungdes especiais, sendo elas: a Gama, a Beta e a de Mittag-Leffler, e que serdo
apresentadas com a devida profundidade requerida para o compreendimento geral do texto.
Dentro do Célculo Fraciondrio existem diversas formulacdes, neste texto serdo estudadas as de
Caputo, Griinwald-Letnikov e Riemann-Liouville, sendo essas as mais conhecidas e utilizadas.
Dentro dessas formulagdes serd feita a diferenciagdo entre integral e derivada fraciondria para
facilitar o estudo. E por ultimo serdo analizadas algumas aplicacdes cldssicas interessantes, ja
generalizadas com o Célculo Fraciondrio; um problema de uma varidvel, o movimento harmdnico
simples, e um problema de vdrias varidveis, o fendmeno de difusdo.
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1 Introducao

O Cilculo Fraciondrio pretende ser o cdlculo da modernidade, onde a limitagdo das
ordens de integracdo e derivacdo aos nimeros inteiros € superada e se passa a trabalhar com
as ordens desses operadores em valores arbitrarios, reais ou complexos. Tamanha extensao de
significado € compardvel a que ocorreu na antiguidade quando surgiu a necessidade do conceito
de ndmeros racionais, e na sequéncia e em momentos posteriores, dos irracionais, dos reais,
etc [4]. Essa mesma necessidade de extensdo dos corpos numéricos que surgiu ainda no Egito
Antigo, apareceu na modernidade em relacdo as ordens da derivacdo e integracdo, na qual a
modelagem de certos fendmenos parecem compelir a um estudo de modelos que envolvam

operadores de ordens fraciondrias [3].
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O Calculo Fracionario vem se tornando alvo de estudos em todo o mundo, ndo sendo
considerado atualmente um assunto “quente” por acaso, o nimero de artigos publicados na
drea vem crescendo a cada década. Considera-se que seu nascimento se deu no ano de 1695,
numa troca de correspondéncias entre o marqués de I’Hopital e Leibniz, ainda durante o
desenvolvimento do Célculo Diferencial e Integral cldssico. Nestas correspondéncias Leibniz
incitou a possivel generalizacio da derivada de ordem inteira para uma ordem arbitraria, 1’ Hopital
entdo questionou-o sobre o caso especial em que a ordem da derivada fosse um meio. A carta
resposta, datada de 30 de setembro de 1695, apresentava uma reflexdo acertada de Leibniz, na

qual afirmava que consequéncias importantissimas adviriam desses desenvolvimentos [6].

Com o intuito de compreender melhor essa nova ferramenta, a partir do século XVIII,
iniciam-se os estudos do Calculo Fraciondrio, como os apresentados por Euler e Lagrange, sendo
o dltimo responsavel por uma das propriedades mais Uuteis e elementares dentro do calculo,
fraciondrio ou ndo, conhecida como lei dos expoentes:

am Jdr dm+n
Y= T Y- ey
dz™ dx™ dzmtn

Mas somente no século seguinte o estimulo ao estudo desses objetos se deu de forma mais

sistemadtica, como principais contribuintes desse periodo t&ém-se matematicos como Laplace,

Lacroix e Joseph Fourier [2].

Até o ano de 1823 o Calculo Fraciondrio ndo havia sido aplicado a nenhum problema
especifico de matemadtica ou qualquer outra drea do conhecimento, mas foi neste ano
que Niels Abel, matemdtico noruegués, conseguiu solucionar a equacdo integral fraciond-

ria do famoso problema da tautécrona com o ' CF, no qual aparece uma integral de ordem meia [2].

Estimulados por essa nova perspectiva da aplicacio do Célculo Fraciondrio, varios
autores desenvolveram defini¢des para derivadas e integrais de ordem fraciondria nas décadas
subsequentes, porém algumas dessas defini¢cdes entraram em contradi¢do aparentes entre si. Uma
dessas defini¢des, surgida ainda no século XIX; é a proposta por Liouville, que posteriormente
foi reformulada por Riemann, promovendo a importantissima definicdo denominada Derivada (e

Integral) de Riemann-Liouville [3], que serd apresentada na se¢do 3.1.

O final do século XIX e o século XX trouxeram nomes importantes no desenvolvimento
matemadtico da drea, como Griinwald, Letnikov, Caputo, Riesz, Weyl e outros, sendo que o maior
desenvolvimento das aplica¢des do Calculo Fraciondrio se deu a partir da década de 70, quando
avolumou-se o emprego do CF nos mais diversos ramos da Ciéncia. Nestes anos o CF ja havia
sido aplicado em vdrias 4reas, como: Biologia, Eletroquimica, Estatistica, Reologia e Fendmenos

'A abreviac@o CF neste trabalho se refere ao Célculo Fraciondrio. Atente-se também ao fato de que “Fraciondrio” é
um termo infeliz para ordem arbitrdria, que pode ser uma fragdo, um real qualquer, ou mesmo um nimero complexo.
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de Difusao [3].

Em junho de 1974, ocorreu na Universidade de New Haven, nos Estados Unidos, a
primeira conferéncia internacional sobre o CF. Posteriormente outra conferéncia sobre o
assunto foi realizada na Universidade de Stratchclyde, em Glasgow, Escécia, no ano de 1984.
A terceira aconteceu em 1989 na Universidade de Nihon, em Téquio, Japdo, dentre outras.
Essas conferéncias surtiram grande efeito no estudo do CF, pois incentivaram varios novos
pesquisadores, ao passo que motivara os ja estudiosos. Pode-se perceber tamanho crescimento
nesse campo tendo em vista que entre os anos 1975 até o ano 2000, mais ou menos 600 artigos
sobre o assunto foram publicados. Desde entdo o aumento do interesse sobre o desenvolvimento
e aplicacdo do cdlculo de ordem arbitraria cresce exponencialmente no mundo, inclusive no
Brasil [3].

Um grande desafio no Calculo Fraciondrio é conseguir uma representacdo geométrica deste,
e isso vem sendo trabalhado por diversos autores renomados da drea na atualidade, entre eles:
Igor Podlubny, Tenreiro Machado, Lorenzo e Harttley. Estes dois ultimos em 1998 consegui-

ram algo do tipo através de uma andlise numérica utilizando a derivada de Griinwald-Letnikov [3].

No Brasil, o primeiro a estudar o Calculo Fraciondrio foi o fisico Aguinaldo Ricieri, que em
1993 mencionou algo sobre o CF em seus estudos. Existem ainda grupos de estudos no Parana
que surgiram no final do século XX, estes sdo formados por fisicos liderados por Abilio Lenzi
[3]. Vérios outros grupos existem no Brasil, como na Unicamp, Unesp, UFMG, CBPF, UFRRJ,
UFS]J.

A Universidade de Campinas passa a ser o grande centro de estudos relacionados ao Célculo
Fraciondrio, onde no ano de 2008, Danilo de Castro Rosendo publica sua dissertacdo de mestrado,
na qual faz um estudo sobre a funcio de Mittag-Leffler e Equacdes Diferencias Fraciondrias.
No ano de 2009, Rubens de Figueiredo Camargo publica sua tese de doutorado, fazendo um
estudo sobre Célculo Fraciondrio Local e Fun¢des Continuas ndo-diferencidveis. Em 2012, Felix
Silva Costa apresenta sua tese de doutorado sobre a fun¢do H de Fox e Aplica¢gdes no Calculo
Fraciondrio. E para finalizar, no ano de 2015 foi lancado o primeiro livro em lingua portuguesa
sobre o Calculo Fraciondrio, com autoria de Rubens de Figueiredo Camargo e Edmundo Capelas

de Oliveira, mostrando o grande potencial deste assunto avancar no Brasil.

2 Conceitos Basicos

Antes de apresentar como pode-se realizar operagdes de derivacdo e/ou integragdo de
ordem ndo inteira, faz-se necessario a apresentagdo das ferramentas bdsicas utilizadas nesse
procedimento, na sequéncia, trés dessas ferramentas indispensaveis do CF - a Funcdo Gama, a

Fung¢do Beta e a Fun¢ao de Mittag-Leffler.
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2.1 Func¢do Gama

A Fung¢do Gama ou funcio de Euler de segunda espécie foi desenvolvida com o intuito
de se generalizar o conceito de fatorial de um niimero natural. Dessa forma, definindo-se
adequadamente, € possivel computar o fatorial até de nimeros complexos. Entretanto, a Funcao
Gama possui pélos no 0 e em todos os inteiros negativos - e portanto nao pode ser usada para se
calcular o valor do fatorial desses nimeros (a func¢do diverge para eles). A defini¢do mais comum

da funcdo Gama € sua forma integral, que estd representada a seguir:

o0
I'(z) :/ et ldt, 2 £ 0, -1, —2... )
0

Porém também podemos defini-la como um limite, ou pela representacdo de Weierstrass,

respectivamente descritas pelas equacdes (3) e (4).

P(:) = lim 7(‘2'7; , 3)
1 e AP
7 = kl:[l(Hk)e . 4)

A Func¢do Gama ¢é particularmente ttil na defini¢do de integral fraciondria e no Célculo
Fraciondrio de maneira geral, como sera evidente neste trabalho. Para um melhor visualizagido do
comportamento da Fun¢do Gama para valores reais de seu argumento, seu grafico pode ser visto

na figura abaixo:

Com base em uma andlise rdpida pode-se perceber um crescimento abrupto da Fungdo
Gama, como era de se esperar, ja que se trata de uma generalizagdo do fatorial.

Uma das principais propriedades dessa funcdo € a seguinte relagdo de recorréncia:
[(z+1) =2T'(2), (5

I'n+1) = nl, Yn € N. (6)

A equagdo (5) provavelmente é a mais importante de todas as propriedades, que pode ser
facilmente demonstrada através da integracdo por partes da integral em (2). Essa propriedade
nos dé a possibilidade de conhecer a Gama de valores que diferem de z por algum inteiro, assim
"escapando” de integrais impréprias. Lembrando que essa propriedade ndo pode ser utilizada

para inteiros negativos e para o zero.
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Figura 1: Fun¢do Gama. [7]

Existem outras propriedades que sd@o menos utilizadas e necessitam de uma demonstracio

mais elaborada. A equacdo (8) é conhecida como férmula da duplicacdo de Legendre:

T(2)(1 - z) = #(m) )

er(z)r <z + ;) | ®)

Um resultado bem interessante e facilmente demonstravel € referente ao valor da F(%), com

I(2z) =

base nesse se pode calcular o fatorial de outros nimeros que diferem por algum inteiro deste. O

seu resultado estd expresso a seguir:

r(1/2) = /Ooo e dt = /7. 9)

Uma forma de demonstracéo deste resultado € utilizando a propriedade expressa na equagdo

. R 1
(7), substituindo o parametro z por ok tem-se:

[F @r = @ =" (10)

F(l):ﬁ ()

logo:

2
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2.2 Funcao Beta

A Funcgdo Beta ou funcao de Euler de primeira espécie também apresenta significativa

relevancia no Calculo Fraciondrio. A defini¢do na forma integral é:

1
B(p.q) = /0 =11 = )9 dt, R(p) > 0,R(q) > 0. (12)

Para se obter a forma trigonométrica, se substitui a varidvel de integracio ¢ por cos?# na

equacdo (12), que também € uma representacdo muito ttil da Funcao Beta.

™

B(p,q) = 2/2 cos’P"10sen?1710d0,
0

R(p) > 0,R(q) > 0. (13)

Também se consegue a forma racional quando se substitui a varidvel de integragdo t por

T+ na equagdo (12):

] p—1
800 = [ i R) > 0.%) >0 (14

Outra forma importante € a generalizacdo da Fun¢@o Beta, em que o limite superior passa a

ser um nuimero arbitrario a, pode-se obté-la a partir da subtitui¢do da varidvel de integracdo t por
Y.

a
1 a
- - p=lc, _ ,\a—1
800) = gy | 97 @ =9y Rp) > 0.R(g) > 0. (1s)
A Funcao Beta possui determinada relagdo com a Fun¢do Gama, que é expressa pela férmula
a seguir:

I'(p)I'(q)

B(p,q) = ToTq)

(16)

2.3 Funcao de Mittag-Leffler

Juntamente com as fun¢des anteriores definidas por Euler, a Funcdo de Mittag-Leffler
(na verdade, toda uma classe de funcgdes), € de presenca ubiqua no CF. A Func¢do de Mittag-
Leffler trata-se de uma generalizag@o da exponencial, e tem um papel equivalente na resolucdo de
Equacdes Diferenciais Fraciondrias lineares ao que a funcao exponencial tem para as Equagdes
Diferenciais lineares de ordens inteiras. A Fun¢do de Mittag-Leffler foi introduzida primeiramente
em 1903 pelo matematico sueco Magnus Gosta Mittag-Leffler [5], e posteriormente generalizada
contendo mais pardmetros. Essa funcdo € dependente de um pardmetro complexo o, como se

mostra na série a seguir:
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T x? x3 "

(o +1) + T(2a +1) + TGat1) + ot CTESY +.. a7

E,(x)=1+

Para o caso particular onde o = 1, a fungdo de Mittag-Leffler se reduz a prépria exponencial.

Ei(z) = ZOF(T‘TM — (18)

No ano de 1905, a fun¢do de Mittag-Leffler passou por uma alteragdo, que foi a adi¢do de
um segundo parametro, sendo essa generalizacdo que serd utilizada no presente trabalho [5]. A

forma final da funcdo de Mittag-Leffler com dois pardmetros estd expressa a seguir:

o0 Jjn
Eop(z) = HZ:% Fna T 7] (19)

A titulo de curiosidade, € facil mostrar que existem alguns casos particulares da funcdo de

Mittag-Leffler com dois pardmetros que se relacionam com fungdes ja conhecidas:

By 1(2?) = cosh(z), (20)
Epa(a?) = SGTL;L(:U). 2D

3 Formulacoes do Calculo Fracionario

O Cilculo Fraciondrio possui diversas formulagdes, entretanto, com o tempo,
aparentemente muitas delas entravam em contradicdo, dando resultados diferentes para uma
mesma aplicacdo, o que gerava uma certa controvérsia. Existe hoje toda uma verdadeira profusao
de defini¢des diferentes e com propriedades distintas. Serdo apresentadas aqui as caracteristicas
das trés defini¢des principais: Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov. Porém, no
presente trabalho se utilizard, nas aplicacdes, apenas a definicao de Caputo, em sua grande parte
devido a presenca de valores iniciais com interpretacao fisica, pois, as derivadas destes sdo de

ordem inteira, conforme sera visto.

Neste trabalho, as derivadas e integrais de ordem arbitrdria terdo uma nota¢do muito
simples; para a derivada de ordem « de uma fungéo f(x), a representagio serd D f(x), e para

integrais de ordem arbitrdria utilizar-se-4 J f ().

Uma curiosidade que muitas vezes passa despercebida no Célculo de ordem inteira, mas
que porém fica em maior evidéncia no Céalculo Fracionério é que derivar uma fungéo e depois

integrar, assim como integrar e depois derivar a mesma fun¢do, nem sempre devolvem o mesmo
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resultado, como fica explicito a seguir (Teorema Fundamental do Célculo):

[ = g, @)

“d
| fdu= 1) - f(@. 3)
o du
A observacdo desse fato € importante para a distingdo de algumas defini¢des.

3.1 A integral de ordem fracionaria de Riemann-Liouville

Para definir a integral de ordem fraciondria deve-se generalizar a ideia de integral iterada,
de modo que se consiga fazer cdlculos desta através de uma udnica integral. Primeiramente,

considera-se a integral de ordem 1 de uma fungao f(x):

fﬂ@::AZHMt 24

De forma anéloga se define a integral dupla:

x t1
Jf(x) = /0 /O f(t)dtdt; . (25)

Neste caso, estd se fazendo uma integral de tipo 1 com a seguinte drea de integracio:

=
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
|
|
[
|

X

Figura 2: Area de integracio de tipo 1.
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Mudando o modo de integracéo para o tipo 2, tem-se que:

T2 f(2) :/Oz /tmf(t)dtldt. 26)

Figura 3: Area de integracio de tipo 2.

Logo, a integracdo em (26) pode ser feita com uma tnica integral simples:

2iw) = [ @-oso @)
0
Por inducio, € facil mostrar que:
1 x
) = = [ (28)
- Jo

Fazendo o uso de J% como a notagéo da integral de uma ordem positiva real arbitrdria, e ja

que com a Fun¢do Gama pode-se “calcular” o fatorial de «, define-se entdo que:

T f(x) = F(la)/or(:z:—t)alf(t)dt, a> 0. (29)

3.2 Formulagio da derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov

A formulacdo da derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov parte da defini¢do de

derivada do Célculo Diferencial cldssico, onde a definicao da derivada é:

f'(x) = lim

flz+h) - f(z)
h—0 h ' (30)
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E da derivada segunda:

, . : Fat2h)—f@th) F@+h)—f(2)
(@) = lim LEFN = F@ s 0 h lims -0 h .G
h—0 h h—0 h
Logo:
. fl@+2n)=2f(x+h)+ f(z)
f(x) = }lLlirB 2 . (32)

Generalizando esse resultado para derivadas de ordem n-ésimas, chega-se ao seguinte

somatorio:
n

£ ) = Jim LS (1) (;”;) fw — mh). 33)

Onde f(™ (z) representa a n-ésima derivada. Conhecendo as propriedades dos coeficientes

binominais, sabe-se que:

<n> n! n(n—1)(n—2)..(n—r—-1) 34

r

rl(n —r)! d

Generalizando o resultado obtido em (33), onde o € um ndmero arbitrario, com o € R e
o coeficiente binominal expresso em termos da funcdo Gama, se obt€m a formulacio geral de

Griinwald-Letnikov:

z—a
h

dCK

1 L I'(a+1)
i — oy’ @) = lim s

J
(_1)mm!F(a —m+1)

m=0

f(z —mh). (335)

3.3 Formulacio da derivada fracionaria de Riemann-Liouville

Definida a integral de ordem arbitraria, fica simples obter a derivagao fraciondria. Na
formulacdo de Riemann-Liouville para derivada, primeiramente se faz uma integragdo de ordem

arbitrdria e posteriormente uma derivacdo de ordem inteira, como na equacao a seguir:
Df(x) = D™[Jf(z)], m = [a], v=m — a. (36)

O grande problema dessa formulacdo € que ao utilizd-la para resolu¢do de equacdes
diferenciais fraciondrias por transformada de Laplace, ndo se obtém valores iniciais com derivada

inteira, o que ndo € fisicamente interpretdvel.

Um detalhe bem interessante que deve ser ressaltado € que a derivada de uma constante, na

formula¢@o de Riemann-Liouville, nem sempre é nula.
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3.4 Formulacio da derivada fracionaria de Caputo

A derivada fraciondria de Caputo é, de certa forma, muito similar a de Riemann-
Liouville, somente diferindo pela ordem das operagdes, o que pode parecer a primeira vista um
simples detalhe, porém possui consequéncias relevantes, levando a utilizar preferencialmente

uma no lugar da outra.

Na formulagdo de Caputo se faz em primeiro lugar uma derivagdo de ordem inteira e

posteriormente uma integracdo de ordem fraciondria, como fica explicito na equagdo a seguir:
D.f(x) =J[D"f(x)], m = [a], v=m — a. 37

Na equacdo (37) € possivel notar a presenca do asterisco no subindice da notacio de
derivada, essa € a notacdo usual para diferenciar a derivada fracionario de Caputo para a de

Riemann-Liouville.

Na formulacdo de Caputo hd uma vantagem quando utilizada em aplica¢des que envolvam
Equacdes Diferenciais Fraciondrias, que € a presenca de valores iniciais fisicamente interpretaveis,
e por isso sua preferéncia no presente trabalho. Outro fator é que nessa formulacio, a derivada
qualquer de uma constante é sempre nula, o que faz com que ganhe crédito em relagdo a
formulacdo de Riemann-Liouville - isso é relevante quando se procura interpretar as derivadas

como taxas de variacdo e se quer calcular a taxa de uma constante, de modo que seja nula.

3.5 Exemplo de calculos em CF:

Nesta secdo serdo realizados os cdlculos das derivadas de ordem % da fungdo 22 de

acordo com as duas tltimas defini¢des.

Utilizando primeiramente a defini¢do de Riemann-Liouville, realiza-se a integracdo de

ordem % e em seguida a derivag@o de ordem 1 da funcéo:
Dza2® = D[J24?). (38)
Fazendo o uso da equacdo (29), calcula-se a operagdo dentro dos colchetes:

1 1 T2
Jig? = 7/ —dt. 39
T ) Vot (39)

Fazendo a substitui¢do de x — ¢ por u e sabendo que que F(%) =/
Jia? = — [ (40)
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Este calculo pode ser realizado através de uma associa¢do com a Funcdo Beta, utilizando a

T —u) 1 s 1
z? \f/ du—ﬁx26(2,3>. 41)

Aplicando a relag@o entre a fungdo beta e a fungdo gama, dada pela equagdo (16), encontra-

equacdo (15):

m\)—l

se que:

2 230 (3)T3) _ 16 4

AL v

Derivando uma vez o resultado obtido, tem-se a resposta pela formulacdo de Riemann-

[N
ot

J

(42)

Liouville: 9
Diz® = D[J3z?] = 43
2z [J2 ] : ﬁ:r (43)
Utilizando agora a formulagdo de Caputo, que € dada por
D,?2% = J2[Da?. (44)
Sabendo que:
Dz* = 2z. (45)
Tem-se que:
D*%xQ =2Jzg. (46)
Utilizando a equagdo (29):
1 2 [Tt
D.2a? = — / dt. 47
\/E 0 T —t ( )

Substituindo x — ¢ por u:

D.ba? = f/ Ty 48)

Realizando novamente as associa¢des com a fungdo beta, equagdo (15), além de utilizar a

propriedade dada pela equagdo (16), tem-se que:

sr:—u 2 3 1
D.ta? f/ ﬁ“ﬁ(ﬁ)

2T 8 3
VA3 3vT

Esse resultado mostra que as formulagdes que Caputo e Riemann-Liouville sdo equivalentes

(49)

para este exemplo.
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4 Aplicacoes do CF

4.1 O Oscilador Harmonico

O Oscilador Harménico Fraciondrio se trata de uma formulacdo mais geral do
problema cléssico do sistema massa-mola, com auxilio das poderosas ferramentas desenvolvidas
no CF. Este € modelado por uma equacio diferencial que envolve a massa da mola (m), o fator
de atrito (b) e a constante de elasticidade da mola (k), onde a solugdo deste sistema é a equacgio
que representa a posi¢do da massa, aqui representada por z(t), com o passar do tempo. Para
este sistema é importante que seja mencionada a posicao inicial da massa (z(0)) e a velocidade

inicial (z’(0)), assim se obtem uma solug¢o tnica.

A equacdo geral pode ser escrita da seguinte forma:

d*x(t) dx(t)
dt? o dt

+ ka(t) = 0. (50)

Em um caso simplificado, considera-se que a resisténcia do meio € nula (b = 0). Assim a

equacdo (50) se torna:

d*x(t)
m 2 + kx(t) = 0. 51
A versio fracionaria desse sistema é:
d%x(t
x()+km(t):07 l<a<?2, (52)

dte

d>x(t)
dte

em uma formulacdo qualquer. Conforme j4 adiantado, aqui os cdlculos serdo efetudados com a

recuperando a equagdo (51) quando a@ = 2. O simbolo representa a alfa-ésima derivada

defini¢do de Caputo.
Dividindo os dois membros da equagido (52) por m, tem-se:

d*xz(t) k _
=+ a(t) =0, (53)

S |-

Se define agora a grandeza w, que representa a frequéncia da mola, definindo-se w® =

Um cuidado especial deve ser tomado em relacdo a dimensdo da frequéncia, onde esta possui

c

dimensao dependente de o da seguinte forma:

k
W] =22, (54)
S
Logo:
d"2t) | o) = 0. (55)

dt

Para resolucdo da equacdo (55) se utiliza a transformada de Laplace. Aplicando a transfor-
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mada nos dois membros (vide apéndice):
X (s) — s*12(0) — 5722/ (0) + w* X (s) = 0. (56)

X (s) nessa equagdo representa a transformada de Laplace da funcéo x(t). Isolando X (s):

0 a—1 /O a—2

X =
(8) SO 4w s 4 o ’

(57)

Sem perda de generalidades por questdo de modelagem do sistema, serd escolhido que a
mola estd na posi¢do inicial zg e possui velocidade inicial nula (z'(0) = 0). Assim a equagdo
(57) se torna:

a—1

X(s) = (58)

s+ we’
Para encontrar a transformada de Laplace inversa dessa fung¢do, utiliza-se da equagéo a

seguir, que é demonstrada no apéndice 6.2:

s@=P

L{tPT B, 5(—bt™)} = o

(59)

Com o auxilio desta equacdo, se obtém a solucio para o problema do oscilador harmoénico
fraciondrio proposto:
x(t) = 2(0) By, 1 (—w™t®). (60)

Gréficos com a variagdo da posi¢do ao longo do tempo para diferentes valores de alpha
podem ser visto na figura a seguir. Percebe-se que, para valores menores de alpha, o sistema
tem um comportamento muito similar ao sistema amortecido, com a perda de energia mecanica
devido ao amortecimento, embora a equacdo do Oscilador Fracionario nao contenha o termo
de fric¢lo - o que sugere uma nova maneira de se modelar essas forgas!

Para construgdo do plano de fase do oscliador harmdnico (grafico velocidade versus posicéo),
se faz necessdrio desenvolver uma equag@o que represente a velocidade do sistema com o passar
do tempo. Para isso serd ultil a equagdo da posi¢do na sua forma de série de poténcias, que por
sua vez é obtida a partir da equagdo anterior e aplicando a definicdo da funcdo de Mittag-Leffler:

(_l)nwantna

Pela defini¢do, velocidade € a derivada da posi¢do em relagdo ao tempo, assim:

, - > (_1)nwanto¢n—lna
x'(t) = xo nzl Tlan 1) . (62)
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Osci harménico fracionario

Deslocamento (x)

7§ | valores de da derivada e
suas respectivas cores
Ammareln =>1.20 _
Azl escuro => 1.50
Wermelho =» 1.75
Azul Clato => 1.85
Werde => 1.98

Preto => 2.00

1
18 0

Figura 4: Variacdo da posi¢do da mola para diversos valores de alpha.

Fazendon =n + 1:

n+1 a(n+1)ta(n+1) 1(n_|_1)

_%Z T(a(n+1)+1) ' (63)

Pelas propriedades da fungdo Gama, sabe-se que a seguinte igualdade é verdadeira:

(n+1a _ 1 (64)
M((n+1)a+1) T(a+a)
Substituindo este resultado na equacéo (63):
2 (t) = —zwt® ! Z Jlwemen (65)
F'na + «a)
Escrevendo em termos da fungdo de Mittag-Leffler:
/(1) = fxowo‘taflEma(—wo‘to‘). (66)

A soma da energia potencial com a energia cinética, resulta na energia total do sistema
massa-mola, que é conservada no oscilador simples, formando uma curva eliptica no plano de
fase. No movimento amortecido ndo hd conservagdo dessa energia total, esta vai sendo perdida
pelo atrito, com o tempo (transformacdo em energia térmica), formando uma espiral no plano de
fase.

O plano de fase do Oscilador Harmonico Fraciondrio pode ser representado pelo seguinte
par ordenado:

(z,2') = (20 Ea(—wt?), —2ow™t* 1 Eq o (—w™t*)). 67)
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Se av = 2:
(x,2") = (zocos(wt), —xosen(wt)). (68)

O plano de fase do Oscilador Harmonico Fraciondrio estd representado na figura a seguir. Nota-se

também as curvas espirais:

Alfafcor:
1.25/Vermelho

1.50/Amarelo —|
1.75/Azul
1.85/Preto

Velocidade

Posicao

Figura 5: Plano de fase para alpha variando de 1 a 2.

4.2 A Equacio de Difusao

A equacio diferencial do processo de difus@o implica que as particulas obedecem a
derivada de ordem um em relag@o ao tempo. Os processos que fogem dessa relag@o serdo aqui
denominados como andmalos, esse conjunto de processos difusivos andmalos serd dividido em
dois: processos subdifusivos e superdifusivos [1]. Quando o expoente da derivada em relag@o ao
tempo € menor do que 1, se tem um processo subdifusivo, para expoentes maiores do que 1, se

tem um processo superdifusivo.

Adolph Fick foi um dos pioneiros no estudo da difusdo, sendo este processo muito
importante na sua drea de atuacao, que era o transporte em membranas plasmadticas. Ele propos
que quando se tem uma diferenca de concentragdo de certo soluto entre dois lados de uma
membrana, existe uma tendéncia natural (como o calor) de ocorrer a transferéncia de soluto do
lado mais concentrado para o menos concentrado. Sendo que o fluxo é proporcional ao gradiente
de concentracdo, como pode-se ver na equacio a seguir, na qual Jg representa o fluxo, "D"

. e 0 . ~ ~
se trata do coeficiente de difusdo e — representa o gradiente de concentrag¢do em relagdo a

ox

posi¢ao.

aC
Js(w,t) = —Do. (69)
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O coeficiente de difusdo "D" varia com as condi¢des do meio e de uma substancia para
outra. O sinal negativo da lei de Fick mostra que o fluxo se d4 da regido mais concentrada para a

menos concentrada.

A partir da primeira lei de Fick, nota-se que esta é linear, assim o fluxo permanece
proporcional ao gradiente, independente de quédo grande seja a diferenca (nfo ha saturacdo). A

lei também considera que em uma mistura de solutos, o fluxo de um néo afeta o outro.

Utilizando o principio de conservagdo da matéria, se chega a uma outra equacdo que
relaciona fluxo e a concentracdo, que € a equacdo da continuidade.

dJs(z,t) _ 0C(x,1)

ox ot

: (70)

Agora que se tem duas equagdes diferenciais parciais relacionando fluxo e concentracao,
pode-se simplificar o estudo unindo as duas e obtendo a equacdo de difusdo. A equacdo de
difusdo se trata de uma equag@o diferencial parcial da concentracdo e que possui o coeficiente de
difusdo implicito nesta relacdo.

0C(w,t) _  PCla,t)

ot Ox?

(71)

Agora sim pode-se resolver a equagdo de difusdo para se obter uma solu¢cdo que mostre

como a concentragﬁo varia com o tempo durante o processo.

4.2.1 Difusio unidimensional em um meio finito

A difusdo convencional € representada pela equagao (71), no caso da difusdo fracioné-
ria:
0°C(x,t) D62C(x, t)
ot or?

onde C(z,t) representa a concentra¢do de soluto no ponto z e no tempo ¢.

(72)

Pelos estudos das equagdes diferenciais parciais unidimensionais, se sabe que, em geral,
para a resolug@o destas sdo necessarias duas condi¢des de contorno e uma inicial. O problema
tratado aqui sera referente a difusdo em um meio unidimensional, assim a fun¢ao desejada ird
variar apenas com relagdo ao eixo x e com o tempo. O objeto de estudo terd comprimento total
igual a L, onde sua matéria estd totalmente distribuida de acordo com uma funcao genérica c(x)

no instante inicial.
Como condi¢des de contorno tem-se:
9(C(x,t))

=0. (73)
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Essas condi¢des de contorno mostram que o meio € fechado, portanto ndo hé fluxo nas

extremidades.

Se faz a hipétese tipica do método de separagdo de varidveis, na qual a fungdo desejada
pode ser representada como um produto de duas fungdes, na qual uma depende apenas de x e a
outra depende apenas de ¢:

Clx,t) = X(x)T(t). (74)

Substituindo a hipétese na equacdo diferencial de difusdo fraciondria, tem-se:

X (z)T () = DX"(x)T(t). (75)

Pelo resultado acima, pode-se perceber que o método de separagdo de varidveis funcionou,
onde se consegue isolar o que depende da varidvel x de um lado e o que depende de t do outro,
assim tudo isso se torna igual a uma constante, pois € a inica solug@o possivel para uma igualdade
entre dois membros com varidveis independentes de modo que possa ser verdade para qualquer
alteracdo entre estas, como se pode ver abaixo:

T(t) _ X"(2)

DT = () = —\ (constante). (76)

Agora sim, o problema que era a resolu¢cdo de uma EDP se torna a resolucdo de duas EDO’s.
Nesse momento tem-se trés hipéteses para a constante — ), esta pode ser negativa, positiva ou

nula. Estudando o caso em que A € igual a zero, tem-se:
X"(x) = 0. an
A solug@o mais geral para a X(X) nesse caso sera:
X(x) = Bz + C, sendo B e C constantes quaisquer. (78)
Utilizando a primeira condi¢@o de contorno, equagdo (73):
X'(0)T(t) = 0. (79)

Para isso ser verdade e ser considerado solugdo, X’(0) tem que ser igual a 0, pois, caso
T(t) seja 0, a equagdo da concentracdo serd sempre nula, como pode ser facilmente verificado
substituindo essa condi¢@o na equacdo (74), o que s6 seria solucdo do problema para o caso
particular e trivial onde c(x) = 0, o que nfo interessa, pois, se procura uma solucio geral.

Aplicando X’(0)=0 em X(x), tem-se que:
X'(0)=B =0, (80)
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logo:

X(z) =C. 81
Utilizando a segunda condi¢@o de contorno:
X'(L)T(t) = 0. (82)
Como explicado anteriormente s6 seria solucdo se X’(L) for 0, o que leva a:

X(L)=C. (83)

Assim se chega ao resultado de que a concentragdo ndo varia com a posi¢do, o que nao é
interessante.

Estudando os outros casos, —A > 0 e — A < 0, tem-se as seguintes EDO’s:
T@(t) = —ADT(t), (84)

X"(z) = —AX (). (85)

Para os dois casos tem-se que a equagdo relacionada a x pode ser resolvido a partir de um
palpite inicial (ansatz), este palpite serd uma exponencial em razdo do aparecimento constante
desta funcdo na resolugdo de equacdes diferenciais ordindrias, assim supde-se que X(x) serd
do tipo de™, sendo d e r constantes. Para encontrar os valores de r, substitui-se o palpite na
equagdo (85), obtendo:

r2de™ = —\de"™, comd € R — (0). (86)

Dividindo toda equacd@o por de"™, que pode-se ter certeza que ndo serd um termo nulo,
tem-se:
r? =\, (87)

logo:
r=+v-\ (88)

Considerando que —\ > 0, tem-se que:
X(z) = creV N 4 gy VAT, (89)

Substituindo a primeira condi¢io de contorno, X’(0) = 0 utilizada anteriormente, percebe-se

que s6 é verdade caso d; = ds. Assim:

X(z) = dy[eV™ + eV (90)
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Com a segunda condi¢@o de contorno, X’ (L) = 0, obtém-se que ha solucdo apenas se d; for

0, que nio interessa, pois leva novamente ao caso trivial.

Agora resta o dltimo caso, no qual —\ < 0. Para este pode-se partir da equagao (94), na

qual, fazendo o uso de nimeros complexos:
X(z) = die™V™ 4 dye VA7, 1)
Assim, como se pode perceber, essa equacdo € uma soma de um seno e um cosseno.
X(z) = dicos(VAx) + dasen(Vx). 92)

Utilizando a primeira condi¢do de contorno X’(0) = 0, encontra-se que ds € igual a zero.
Logo:
X(z) = dicos(VAx). (93)

Utilizando a segunda condicdo de contorno X’(L) = 0, encontra-se que VAL deve ser

multiplo inteiro de 7:

n?n?

)\:?, comn € N. 94)

Como n pode ser qualquer inteiro, esse problema possui infinitas solugdes, sendo que a cada
uma delas se associa uma nova constante. Substituindo o A da equagdo (94) e considerando que
n pode ser um ndmero natural qualquer, tem-se que a funcio X(x) € igual a um somatdrio de

cossenos na sua forma mais geral, pois, uma combinag@o linear de solu¢des também € solugdo.
s nmw
X(z) = ;dncos(L) 95)

Agora que foi encontrada a fung¢ao relacionada a x, serdo feitos os cdlculos para ¢ a partir
da equacdo (84). Para a resolu¢do da EDO relacionada ao tempo, aplica-se a transformada de

Laplace nos dois membros, em razdo de A e D serem constantes, estes nao sofrem transformagao.
L{T(t)} = —ADL{T(t)}. 96)

Para um estudo bem genérico, serd necessdrio neste momento a distingdo entre dois
processos andmalos, os subdifusivos e os superdifusivos. Os processos subdifusivos sao
aqueles em que a ordem da derivada varia de 0 até 1, ja os superdifusivos sdo aqueles em que

a ordem da derivada varia de 1 até 2, essa diferenca promove mudancas no momento da resolugao.

Quando se aplica a transformada de Laplace na parte esquerda da equagdo (84) de um
processo subdifusivo, faz se necessario o uso de um resultado que estd demonstrado no apéndice

6.1 do presente texto, que seria uma forma genérica da regra da transformada de Laplace da
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derivada pela formula¢do de Caputo. Para o caso particular, tem-se que:
L{Tt)} = s“L{T(t)} — s*~'T(0). 97)

Substituindo na equacdo (96) e isolando a transformada de Laplace de T(t), obtém-se:

s*~17(0)

LI} = Dy 98)

Agora aplica-se a transformada de Laplace inversa na equago anterior, mas para encontrar
um resultado que pode passar por uma melhor andlise serd utilizado um segundo resultado
expresso no apéndice deste trabalho, referente a transformada de Laplace de um caso geral da

funcdo de Mittag-Leffler. Fazendo uso deste, obtém-se que:
T(t) = T(0)Eq,1(—DAt%). (99)

Substituindo o valor de A e considerando n qualquer nimero natural, pode-se escrever a

solugdo anterior como uma combinacao linear de solucdes:

_D22a
””). (100)

() = JnEan <L2

Assim se obtém a solugdo geral do problema fazendo a unido da solucio X(x) e T(t):

s nmwT —Dn2r?t>
C(x,t) = ZgnCOS(T)Ea,l (IP) ) (101)
n=0

Quando se aplica a transformada de Laplace na parte esquerda da equagdo (96) de um
processo superdifusivo, o resultado serd o seguinte:

L{T(t)} = s“L{T(t)} — s**T(0) — s*2T"(0). (102)

Substituindo na equagdo (96) e isolando a transformada de Laplace de T'(¢), obtém-se:

s27277(0) T(0)s>~!
5%+ D) s+ D)’

L{T>(t)} = (103)

Com o auxilio da transformada inversa e dos resultados do apéndice, se consegue a seguinte

solugdo:
—Dn?n%te

—Dn2r?t>
% — )

T(t) = fuT(0) Eas Iz

) + fnT’(O)tEa}Q( (104)
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Agora que ja se tem os resultados desejados, se consegue a solugdo geral para a concentragao:

o)
nwx Dn27r2to‘ —Dn?n?te
= Zg’,LCOS(T)Ea’l ( ) Zg,LCOS( )tEa 2 <_L2)
n=0
(105)

Utilizando agora a condi¢ao inicial, C(x,0) = c¢(x), pode-se encontrar os g,,’s a partir dos
conhecimentos das séries de Fourier?.

> nwx
c(z) = C(z,0) = Zgncos(T). (106)
Desse modo:
1 [t nwx 2 [k nwx
n L[Lc(x)cos( T )dx L/o c(x)cos( 7 Ydx, n=0,1,2,3 (107)

Essa sim é uma resposta bem geral para este problema, sendo que a funcéo da condi¢éo

inicial ird sofrer uma extensio par em razdo de ser composta apenas por cossenos.

Para uma melhor anélise do processo de difusdo andmala, foi realizada a implementacao
de diferentes gréficos variando os valores da ordem da derivada (valores de alfa), sendo estes
aqui considerados apenas no intervalo (0,2]. Para isso precisa-se de duas equagdes para descrever

o problema, uma delas com alfa variando de (0,1] e a outra variando de (1,2]. A constante
2

D7
K que é aqui empregada é uma constante real igual a Tz a varidvel t inicia-se em 0, a
constante C se refere a concentracdo inicial (T(0)) e a constante D se refere a variacdo da
concentragdo inicialmente (T’(0)). Para a subdifusio, nossa concentragio serd analisada em x=0,

aqui representada por y:

Cztm DIl 0<a<l (108)
= Flna+1) ’ -
Para a superdifusao:
na nKQn tnaJrl nKQn

CZF

DZW, l<a<?2 (109)

O gréfico a seguir representa o comportamento das fungdes concentracdo ao longo do
tempo, para diferentes valores de alfa no processo, onde K € fixado em 1.

Desses graficos pode-se perceber que quando alfa se aproxima de 2, o grafico se aproxima

2Uma fungiio qualquer pode de ser escrita como uma série de Fourier, somatério de senos e cossenos e mais uma
constante, desde que esta seja periddica, seccionalmente continua e derivdvel exceto nos pontos de descontinuidade.
Fungoes desse tipo podem ser utilizadas como condigao inicial deste tipo de problema.
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Relaan de alfa com as cores
Preto=>0.75
Amarelo => 1.00
Azul clato => 1.25
Vermelho => 1.50
Verde => 175

Qs =200

Figura 6: Plotagem para alpha variandode 0 a2 e K= 1.

de um cosseno, isto € observado em razdo da EDP se aproximar da equa¢do da onda, que possui

uma solu¢do senoidal em um dado ponto.
Pela andlise visual dos graficos de alfa maior que 1 pode-se perceber que estes se parecem

com o do superamortecimento de uma mola, como pode ser visto na figura 7.

14 T T T

Legenda
Azul claro=>1.10
Amarelo =» 1.20

Vermelhio => 1.30 H
Verde => 1.40

Azul escurn =>1.50

Figura 7: Plotagem para alpha variandode 1 a 1.5e K= 1.

Na figura 8 pode-se ver como ocorre a variagdo da concentragdo em um cilindro de tamanho
igual a 5 durante as primeiras 5 unidades de tempo. Sabendo que inicialmente o cilindro possui

concentracdo igual a 1 na sua primeira metade e concentracdo nula na segunda parte. Nesse caso
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a difusdo € normal com K=1, porém nas figuras seguintes pode-se analisar 0 mesmo processo
porém variando o valor de K, lembrando que quanto menor este, mais lento tende a ser o processo

de difusdo.

¥
by
Ty,
L R
el
¥
B
et e
e

Concentragao
FE a2 B
Y S B |

&
oo
Y

15

Posicio (x) i 5 0 Tempo (1)

Figura 8: Gréfico tridimensional da difusdo com o =1 e K=0.8.
Nas figuras 9 e 10 esta representado um processo subdifusivo com alfa igual a 0.9 e um

superdifusivo com alfa iguala 1.2, respectivamente, no dltimo a distribui¢ao inicial da substancia

é uma sendide.
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Concentragdo

Posigdo(x) & 0 Termpi(E)

Figura 9: Gréfico tridimensional da difusdo com oo =0.9 e D=0.8.

0.4

o
S}

Concentragao
&
L8] =}

o
=

06 =
5

Tempo(t)

Posigao(x)

Figura 10: Gréfico tridimensional da difusdo com o = 1.2 e K=0.8.
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5 Conclusao

O Calculo Fraciondrio vem se mostrando uma ferramenta poderosissima, principal-
mente para uma revisdo, ou reformulacio da descri¢ao de fendmenos fisicos que ndo ocorrem
necessariamente da maneira prevista pelas equagdes diferenciais tradicionais. Para demonstrar
isso, neste trabalho foi proposto o estudo de dois processos fundamentais com aplicag¢do da
derivada fraciondria.

Primeiramente foi realizado um resumo sobre a historia do CF, onde e como ocorreu, além
de diversas curiosidades, incluindo a situacdo atual. Nada melhor do que um pouco de histéria
para aumentar o desejo pelo estudo de determinado assunto. Logo em seguida, foram introduzidas
as principais ferramentas para o estudo do Calculo Fraciondrio, sem as quais ndo seria possivel
realizar o estudo de uma forma mais avangada. Na@o € por acaso que os estudos mais interessantes
foram produzidos no século XX, ap6s o desenvolvimento da fungdo de Mittag-Leffler, essencial
para resolucdo das equagdes diferenciais fraciondrias.

Posteriormente foram estudadas as trés principais defini¢cdes do célculo fraciondrio: Caputo,
Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov, das quais foi utilizada preferencialmente a de Caputo,
por resultar em condi¢des iniciais fisicamente interpretdveis. Vale ressaltar mais uma vez que
existem diversas outras definigdes como a de Weyl e Riesz, que podem ser encontradas em outras
bibliografias °.

Para o estudo do processo fisico pretendido, se fez primeiramente uma breve introdugdo
sobre a histéria do processo de difusdo, como ele ocorre, defini¢cdes, além das equagdes mais
importantes, entre elas: a Primeira Lei de Fick e a EDP que seria analisada mais a frente.
Posteriormente foram feitos calculos para se solucionar a equagdo de difusao normal, além de
calculos relacionados a difusdo andmala, onde realmente entram as ferramentas do Calculo
estudado anteriormente.

Os gréficos de como varia a concentragdo com o tempo ficaram para o fim do texto, assim
terminando o estudo que havia sido proposto.

O trabalho como um todo mostra como fica interessante o estudo de certos processos a luz

do Calculo Fracionadrio.
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3Ver referéncia [3].
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7 Apéndices

7.1 Transformada de Laplace da derivada, formulacido de Caputo

Para a transformada de Laplace da derivada de ordem « de uma fungéo genérica f(t)

pela formulacdo de Caputo, obtém-se a igualdade:
LD f)} = L{T" (D™ f()]}- (110)

Aqui se faz necesério a introdugéo de uma fungéo auxiliar, designada por ®,,(t), que terd as

seguintes propriedades:

a—1
@a(t):m,86t>0, (111)
Bo(t) =0,set < 0. (112)

Escrevendo o termo referente a integral no segundo membro da equagdo (98) de uma forma

similar a equacdo (29), obtém-se:

JrTYD ()] = L ) /Ot(t — r)”*aflf(n)(r)dr,a > 0. (113)

l“(T
Nota-se que isso pode ser escrito como uma integral de convolugdo, portanto:
D2 f(t) = J" D" f(1)] = Pu—a(t) x F (). (114)
Aplicando a transformada de Laplace nos dois membros:
L{DLf(t)} = L{n—a(t) « F (1)} (115)

Pela propriedade do produto de convolucio, tem-se que:

L{®y_a(t) * f™M (1)} = L{Bn_a(®) L™ (1)} (116)
T+ : .
E como L{t"} = — ¢ pela regra da transformada de Laplace da derivada n-ésima
s
de uma funcio:
n—1
ez s =) - 3 oot a1
k=0
Simplificando:
n—1
LD f(1)} = s“F(s) = > f*(0)s*F . (118)
k=0
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7.2 Transformada de Laplace da funcio de Mittag-Leffler

Considerando a fungio t? 1 E,, 5(£bt®), serd ttil o conhecimento da transformada de
Laplace desta para que se obtenha um caso geral aplicado na resolu¢do das Equagdes Diferenciais

Fraciondrias. Utilizando a defini¢do por séries da funcdo de Mittag-Leffler:

St bntnaJrﬁfl
}. (119)

{0 Ba g (01%)) = ﬁ{ T(na + B)
n=0

Utilizando (de maneira ndo rigorosa) o resultado que a transformada da série € a série das

r 1
transformadas, e uma vez mais lembrando que L{t"} = %
Sl/
L{PYE, 5(btY)} = i bin,c{t"wﬁ*l} = i L (120)
“@ “— TI'(na+p) Lt gnocth

A série final obtida é geométrica, possuindo o intervalo de convergéncia |S%‘ < 1. Simboli-

zando por ag 0 primeiro termo e por 7 a razdo da série, tem-se que:

<y ag % s h
= = S = . 121
ana+ﬂ 1—17r 17& @ —p ( )
n=0 s
Logo:
s@=P
L{PT B, 5(0t*)} = pra—— (122)
De maneira andloga:
a—p
L{P By p(—bt*)} = . 123
{97 B p (b)) = 2 (123)
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