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Resumo

Nossa maior énfase neste trabalho dar-se-a no processo conhecido como equivaléncia
de areas e como ele era usado para o célculo de areas de figuras planas. Sendo assim,
construiremos, com base em proposigdes encontradas no livro Elementos de Euclides,
todo o processo para a quadratura de regides poligonais. Apresentaremos uma série de
exemplos a serem aplicados usando os recursos do GeoGebra que poderao contribuir
para dinamizar o processo de aprendizagem do contetido envolvendo equivaléncia de
areas de figuras planas.
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1 Introducdo

Esse trabalho é resultado da dissertacdo de mestrado [9]. Ele consiste
em apresentar, através de um conjunto de procedimentos para a construgao
de formas geométricas, resolugdo de problemas e demonstragées de
algumas das proposi¢des de Euclides com a utilizagdo de régua ndo-

graduada e compasso. Inicialmente, vamos voltar na histéria e destacar
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alguns fatos importantes que contribuiram para o desenvolvimentos da

geometria, extraidos de [1] e [6].

O Papiro de Rhind ou Ahmes (1650 a.C.), documento egipcio de papiro
com cerca de 5 m de comprimento por 0,30 m de largura que continha a
solucdo de problemas de diversas dreas da matemaética, principal fonte do
conhecimento matematico do Egito antigo, continha 85 problemas sobre
questdes variadas, nas quais apenas vinte e seis se referem a geometria,
a maioria provindo de mensuracdo para célculos de areas de terras e
volumes de celeiros. Nesse papiro, em alguns dos problemas, os Egipcios

calcularam &reas de tridngulos e retangulos.

Nesse momento da histéria, podemos fazer uma associagdo dos
métodos de transformar tridngulos e trapézios is6sceles em retangulos
para o célculo de suas areas, com o inicio da teoria de congruéncias e
das ideias de demonstra¢des em geometria, mas ndo hé evidéncias de
os egipcios terem ido além. Ao invés disso, em sua geometria faltava
uma distingdo clara entre as relagdes que sao exatas e as que sdo apenas

aproximagoes [1].

Entre 330 a.C. e 275a.C., viveu o gedmetra grego Euclides, autor de “Os
Elementos”, [5], obra que contém as principais descobertas geométricas de
seus precursores. Euclides atraiu um grande niimero de discipulos, o que
possibilitou a propagacao de suas ideias, entre elas, que a coincidéncia
de duas figuras planas por superposicdo era um passo para concluir que
elas apresentam a mesma area, ou seja, eram figuras equivalentes. Assim,
quando Euclides enunciou em suas proposi¢des que triangulos de mesmas
bases situadas entre as mesmas paralelas sdo iguais (equivalentes) e que
paralelogramos de mesmas bases situadas entre as mesmas paralelas
também sdo iguais (equivalentes), ele estaria se referindo que essas figuras

apresentam a mesma area.

Nessa fase da historia, os gregos transformaram a geometria empirica
dos egipcios, a que atendia a necessidade daquela época, em geometria

sistemética e demonstrativa. No século XVII, o conceito de 4rea reapareceu

Revista de Matemadtica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:2-22 2018 2



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

e com ele apareceram também os problemas de quadraturas, uma forma
de comparar, segundo suas areas, duas figuras planas sendo conhecida a

area de uma delas.

Utilizaremos como recurso tecnolégico nesse trabalho o software

GeoGebra, que simulard os tracados executados por esses instrumentos.

Neste trabalho, um ponto serd representado por uma letra maitiscula
e uma reta por uma letra mintiscula ou por dois pontos pertencentes a
ela, por exemplo a reta que passa pelos pontos A e B serd representada
por AB. Representaremos um segmento de reta pelos pontos de suas
extremidades, sendo assim, um segmento com extremidades nos pontos
A e B sera denotado por AB e sua medida representada por AB. Uma
semirreta que tem origem no ponto A e que passa pelo ponto B sera
representada por esses pontos, cuja primeira referéncia serd o ponto de
extremidade seguida do outro ponto, ou seja, AB. Para denotarmos que
uma reta r € paralela a uma reta s escreveremos r || s. Se duas retas r e s

sdo perpendiculares, entdo escreveremos r L s.

2 Construcdes geométricas

O desenvolvimento acelerado da matematica do mundo antigo aconte-
ceu devido aos grandes fil6sofos, pensadores, gregos extraordindrios que
colocaram a légica, o raciocinio e a razdo como ferramentas para descobrir
coisas novas e tentar explicar o mundo em que viviam. As construgdes
geométricas estavam no centro desse desenvolvimento e continuam até
hoje com grande importancia para a compreensdo da matematica elemen-
tar. Estudar problemas que envolvem desenho geométrico desafiam o
raciocinio e exigem um sélido conhecimento dos fundamentos teéricos

da geometria.

Nesse capitulo, mostraremos algumas construgdes geométricas ele-
mentares que servirdo de base para o desenvolvimento dos capitulos
posteriores, que serdo feitas com o uso do software GeoGebra, baseadas

no uso de régua ndo-graduada e compasso, instrumentos utilizados desde
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a época dos pitagoricos na antiga Grécia, no século V a.C. As principais

referéncias utilizadas nesse capitulo foram [4] e [8].

2.1 Construgdes elementares

Ha4 2000 anos, a palavra “ntimero” significava nimero natural. Ndo
existiam ndmeros negativos nem racionais, as fragdes eram interpretadas
apenas como razdes entre niimeros ou entre grandezas. Os gregos
representavam uma grandeza através de segmentos de reta e foi com essa
ideia que hoje nos deparamos com a relacdo de associar um niimero com

um lugar em uma reta graduada.

v

Figura 1: Reta graduada

Antigamente, a ideia tida como unidade de medida era a de um

comprimento qualquer para situagdes diversas.

Figura 2: Unidade de medida

Iniciaremos aqui algumas construgdes geométricas elementares que
podem ser realizadas apenas com o uso de régua ndo-graduada e com-

passo.

2.1.1 Adicao de dois segmentos

Sejam os segmentos AB e C'D como ilustrado na figura a seguir.

Figura 3: Segmentos AB e CD

Para determinar a representacdo geométrica do segmento cujo compri-

mento € igual a AB+CD, traceumaretar = ﬁ e transporte o segmento
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AD para r da seguinte maneira: coloque a ponta seca do compassoem Ae
a outra extremidade em B. Com essa mesma abertura, centre o compasso
em F e determine o ponto G através da interse¢do da semirreta ﬁ com
a circunferéncia de centro em E e raio AB. Transporte o segmento C'D
para reta r, a partir do ponto G, obtendo o ponto H, tal que GH = CD e
G € EH. Osegmento EFH étal que FH = AB + CD.

Figura 4: Segmento de medida AB + CD

2.1.2 Ponto médio de um segmento

Para determinarmos o ponto médio de um segmento AB dado, fixe
uma abertura r > AB/2 e trace duas circunferéncias de raio r com centros
em A e B; marque os pontos P e () de interse¢do das circunferéncias.
Trace a reta que passa por P e () e marque o ponto M de intersecdo com o

segmento AB. O ponto M é o ponto médio de tal segmento.

Figura 5: Ponto médio de um segmento

Justificativa: em relagdo aos tridngulos AAP(Q e ABPQ), temos as
igualdades das medidas dos lados AP = BP , AQ) = BQ e P() é lado
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comum aos tridngulos, logo pelo caso de congruéncia de triangulos
lado, lado, lado (L.L.L.), conclui-se que AAPQ = ABP(, com isso
vale a igualdade dos angulos APQ = BPQ. Em relacio aos AAPM e
ABPM, temos que AP = BP, APM = BPM e o lado PM é comum
aos mesmos, entdo pelo caso de congruéncia lado, &ngulo, lado (L.A.L.),
AAPM = ABPM, dai, AM = BM.

2.1.3 Reta perpendicular

Dados uma reta r e um ponto P, para construir uma reta perpendicular
a r e passando por P, precisamos considerar os casos em que P pertence
areque P ndo pertencear.

a) Se P ¢ r, com o compasso centrado em P, trace uma circunferéncia
de raio maior que a distancia do ponto P a reta r, que intersecte a
reta 7 em dois pontos distintos A e 5. Construa o ponto médio M
do segmento AB, seguindo os passos da secdo 2.1.2, e trace a reta

s = PM.

Figura 6: Reta perpendicular com P ¢ r

Justificativa: Em relagdo aos APAM e APBM, temos que PA = PB
e AM = BM; como PM é um lado comum dos tridsngulos, segue do
caso de congruéncia L.L.L. que APAM = APBM. Temos entdo que
PMA + PMB = 180°, mas PMA = PMB, logo, W/[J_r.

b) Se P € r, com o compasso centrado em P e abertura qualquer, trace
uma circunferéncia e marque os pontos A e B de intersecao com a

reta r. Com centroem A e B er > AB/2, trace duas circunferéncias,
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sendo o ponto C'um dos pontos de interse¢do das circunferéncias.
Temos que EPLr.

Figura 7: Reta perpendicular com P € r

Justificativa: pelo caso de congruéncia L.L.L., temos que ACAP =
ACBP, logo CPA+ CPB = 180°, mas CPA = CPB, logo, OPLr.

2.1.4 Retas paralelas

Para construgdo de retas paralelas vamos considerar dois casos.

a) E dada a distancia d entre as duas retas paralelas. Por dois pontos
distintos A e B de uma reta r dada, tracamos as semirretas ﬁ e
BY , ambas perpendiculares a reta r, sendo X e Y pertencentes ao
mesmo semiplano determinado pela reta r. Transporte a medida d
para as semirretas AX e BY com extremidades em Ae B e marque
as interse¢des C' e D respectivamente. Trace a reta s que passa por C
e D de acordo com a figura 8. A reta s é paralela a reta r.

Figura 8: Retas paralelas dada a distancia

Justificativa: considere os AABC e AABD na figura 9 a seguir,
temos que AC = BD, BAC = ABD e AB é um lado comum,
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entdo pelo caso L.A.L., os triangulos em questdo sdo congruentes,
logo BC' = AD. Como BC' e AD representam as diagonais de um
quadrilatero, podemos concluir que ABCD é um paralelogramo,
logo, a reta s que passa por C e D é paralela a reta r que passa pelos
pontos A e B.

De modo analogo, construimos a reta ¢, pertencente ao outro semi-
plano determinado pela reta » onde t é a paralela a r e esta a uma
distancia d de 7.

Figura 9: Retas paralelas dada a distancia

b) E dado um ponto P pertencente a reta s procurada. Com centro em
P e abertura suficiente para interceptar » no ponto A, tracamos a
circunferéncia  na figura 10. Com centro em A e mesmo raio que
a circunferéncia 0, tracamos a circunferéncia I' que encontrara r no
ponto B. Com abertura igual a BP, tragamos a circunferéncia ¥ de
centro em A e marcamos o ponto C' de interse¢do com a circunferéncia
I'. Areta Cﬁ é a reta procurada.

Justificativa: o quadrilatero ABPC tem lados opostos de mesmas
medidas, portanto representa um paralelogramo, logo CP//AB o
que nos faz concluir que CPé paralela a reta r que passa por A e B.

2.2 Média geométrica

Definimos a média geométrica ou média proporcional de dois segmentos
de medidas a e b como o segmento de medida = tal que x = Vab.

Apresentaremos, a seguir, um procedimento para a construgdo de um

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:8-22 2018 8



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

Figura 10: Retas paralelas dado um ponto

segmento cuja medida representa a média geométrica entre os segmentos
FG e HI dados, onde FG =ae HI = b.

Trace uma semirreta AY. Transporte o segmento F'G na semirreta AY
com extremidade em A marcando o ponto de interse¢do B. Transporte
o segmento /] na semirreta AY com extremidade B marcando o ponto
de intersecdo C de forma que B fique entre A e C. Determine o ponto
médio M de AC' e construa a circunferéncia I' de centro M e didmetro
AC. Trace por B a perpendicular a semirreta AY marcando os pontos D
e F de intersecdo com a circunferéncia I" e construa os AADC e AAEC
retingulos em D e I, respectivamente, e hipotenusa AC. Os segmentos
BD e BE representam a média geométrica entre F'G e H1.

Figura 11: Média geométrica

Justificativa: em todo tridngulo retdngulo, o quadrado da medida da

altura relativa a hipotenusa é igual ao produto das proje¢des das medidas
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de seus catetos, ou seja, pelas relagdes métricas no AACD retangulo em
D, temos que BD = AB-BC = a - b. De fato, analisando os AABD e
ADBC, ambos retangulos no vértice B, aplicando o teorema de Pitagoras
teremos que AD” = h2 +a2e CD" = h2 + V2.

Somando as equagdes acima, teremos:
AD’ +CD” = a2+ b? + 2k (1)
Mas o AAC'D é retangulo no vértice D, logo pelo teorema de Pitdgoras:

AD’ +CD° = (a+b) (2)

Fazendo a substituicdo de (2) em (1), segue-se: (a+b)* = a’+b*+2h7 <
a>+2-a-b+b*=a*+b*+2n1.

Logo: 2ab = 2h} < hi = a-b. Nessa tltima igualdade temos a
demonstracdo da relagdo dada acima. Analogamente, BE =a- b, com
a,beR.

3 Equivaléncia de dreas

Neste capitulo, estudaremos as véarias formas de representar uma
regido poligonal de modo que sua area seja mantida constante. Mostrare-
mos, através de propriedades geométricas e com o uso exclusivo de régua
ndo-graduada e compasso, a construgdo passo-a-passo de outra regido
poligonal, podendo esta ser com 0 mesmo niimero de lados ou ndo, com
area equivalente a drea poligonal inicial. E por fim, faremos a quadra-
tura de regides poligonais, que consiste em determinar um quadrado de
drea equivalente a drea da regido poligonal inicial dada. As principais

referéncias utilizadas neste capitulo foram [2], [3] e [5].
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3.1 Proposicdes de Euclides

Nesta secdo, serdo expostas algumas das proposi¢des de Euclides
baseadas em seu livro Os Elementos [5], que tratam sobre equivaléncia
de areas, problema principal que abordaremos nesse trabalho. Em seu
livro, Euclides falava de poligonos (ou regides poligonais) iguais entre si,
neste trabalho, falaremos de poligonos equivalentes, ou seja, poligonos
que possuem a mesma drea. A palavra equivaléncia deriva de: equi =

igual + valéncia = valor.

Proposicdo 1. Os paralelogramos que estdo sobre a mesma base e nas mesmas
paralelas sdo equivalentes entre si.

Demonstragido. Considerando que as retas r // R" na figura 12, vamos
mostrar que os paralelogramos ABCD e EBCF, ambos sobre a mesma
base BC, sdo equivalentes. Como ABC D é um paralelogramo, AD = BC,
e pela mesma situacdo, EF = BC, logo, AD = EF. Como DFE é comum,
entdo AE = DF. Analisando os AEAB e AFDC, temos que: AE = DF,
EAB = FDC e AB = CD, logo, pelo caso de congruéncia de tridngulos
L.A.L.,0s AEAB e AFDC sdo equivalentes. Como o ADEG é comum,
podemos afirmar que os trapézios ADGB e EFCG sdo equivalentes.
Portanto, os paralelogramos ABCD e EBCF sdo equivalentes, pois o

ABCG é comum aos dois paralelogramos. O

Figura 12: Exemplo de paralelogramos com a mesma base

As duas proposicdes a seguir se referem a equivaléncia de tridngulos.

Proposicdo 2. Os tridngulos que estio sobre bases iguais e nas mesmas paralelas

sdo equivalentes entre si.

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:11-22 2018 11



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

Demonstragido. Considerando as retas D // BE na figura 13, vamos mos-
trar que os AABC e ADEF sdo equivalentes,onde C, E € BFeBC = EF.
Trace a reta que contém AD e construa por B a reta s paralela a reta que
contém AC. Seja G = vile s, construa por F' a reta r paralela a reta
que contém DFE e seja H = DN Temos, portanto, dois paralelogra-
mos, ACBG e DEFH, equivalentes, pela Proposicdo 1, pois possuem
as mesmas bases e estdo sob as mesmas paralelas. Logo se verifica que
os segmentos AB e DF sdo as diagonais dos paralelogramos, que ficam
assim divididos em dois tridngulos equivalentes, ou seja, a &rea do AABC
é a metade da area do paralelogramo ACBG e a area do ADEF é a
metade da 4rea do paralelogramos DEF H. Logo os AABC e ADEF sdo

equivalentes. O

Figura 13: Exemplo de tridangulos com a mesma base

Proposicdo 3. Os tridngulos que estio sobre a mesma base e nas mesmas paralelas
sdo equivalentes entre si.

Demonstragdo. Sejam os AABC e ABC'D, ambos com a mesma base BC
e sobre as paralelas D e BC. Por B trace a reta r paralela a reta que
contém AC; seja E = DN r, e por C trace a reta s paralela a reta que
contém BD; seja I’ = N's. Vamos mostrar que tais tridngulos sdo

equivalentes.

Temos que AD C EF, temos também os paralelogramos AEBC' e
DFCB, que por sua vez, de acordo com a Proposicado 1 sdo equivalentes.
Mas, AB é uma diagonal do paralelogramo AEBC, logo ela o divide em
dois tridngulos congruentes pelo caso angulo, lado, angulo (A.L.A.), onde
ABE = BAC, AB é um lado comum e BAE = ABC, sendo um deles

o AABC. Temos também, que C'D é uma diagonal do paralelogramo
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DFCB, portanto, tal segmento o divide em dois tridngulos congruentes
pelo caso A.L.A., onde CDF = BC’D, CD é um lado comum e DCF =
BDC, sendo um deles o ABDC. Como os paralelogramos AEBC' e
BCFD sao equivalentes, significa que os tridngulos determinados por
suas diagonais também sdo equivalentes, logo conclui-se que AABC é
equivalente ABCD. O

Figura 14: Exemplo de tridngulos com bases congruentes

A préxima proposicdo relaciona um paralelogramo e um triangulo.

Proposicao 4. Caso um paralelogramo tenha tanto a mesma base que um
tridngulo quanto esteja nas mesmas paralelas, entdo a drea do paralelogramo
representa o dobro da drea do tridngulo.

Demonstragio. Seja ABC D um paralelogramo, entdo temos que AB//CD
e BC'//AD conforme figura 15: considere também o ABC'E com mesma
base BC' que o paralelogramo ABC'D e que estd nas mesmas paralelas.
Vamos mostrar que a drea do paralelogramo € igual ao dobro da drea do
ABCE.

Ligando os vértices A e C, dividimos o paralelogramo ABC'D em dois
tridngulos equivalentes. Considerando o AABC, verifica-se que ele esta
sobre a mesma base BC' e sob as mesmas paralelas que o ABCE, logo,
pela Proposigdo 3 os tridngulos sdo equivalentes. Portanto, a drea do
paralelogramo ABCD é o dobro da drea do ABCE. O
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Figura 15: Paralelogramo com area sendo o dobro da area de um tridngulo

3.2 Quadratura de um poligono

Os gregos antigos, desde a época de Arquimedes, calculavam areas de
regides poligonais por meio de comparag¢des com a area de um quadrado
conhecido. Utilizando essa nogédo, o foco desta secdo é mostrar, através de
construgdes geométricas com o uso de régua ndo-graduada e compasso, a
quadratura de poligonos.

3.2.1 Quadratura de um tridngulo

Dado um tridngulo de base b e altura h conforme figura 16, sua
quadratura serd dada pela relacdo entre a drea do tridangulo dada por A =
bh/2 e a drea do quadrado de lado I dada por A = [*. O objetivo é encontrar
a medida [ tal que I* = bh/2, ou seja, | = /bh/2. Assim concluimos que a
medida do lado [ do quadrado representa a média geométrica entre as
medidas b/2 e h. Para isso devemos seguir o procedimento apresentado a
seguir.

Sobre uma semirreta DX , transporte o segmento DE = b/2. Sobre a
semirreta DX transporte o segmento EF = h de tal forma que EFNDE =

{E}. Determine a média geométrica EI de DE e EF como visto na segdo
2.2. O quadrado FGH I representa a quadratura do AABC.

3.2.2 Quadratura do retingulo

Dado um retangulo ABCD de base BC = b e altura CD = h, vamos
fazer sua quadratura relacionando sua drea A = b- h com a drea A = (> do
quadrado. O lado do quadrado procurado representa a média geométrica

entre a base b e a altura i do retdngulo dado. Para encontrarmos o seu
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Ve Quindratura
Média
i geométrica |[RCORNES
; triangulo
b M E Fi o X
+ H H

— H b in

Figura 16: Quadratura de um tridngulo

valor seguiremos o procedimento a seguir.

Prolongue um dos lados do retangulo ABC'D, aqui vamos prolongar
o lado BC. Trace a circunferéncia © de centro C' e raio igual C' D e marque
o ponto de intersecdo F' entre a circunferéncia © e o prolongamento do
lado BC do retangulo, assim, CD = C'F. Marque o ponto médio M do
segmento BF' como feito na segdo 2.1.2. Trace a circunferéncia I' de centro
em M e raio M F e prolongue o lado C'D do retangulo, marcando o ponto
H de intersecdo com a circunferéncia I'. A medida de C'H representa a
média geométrica entre as medidas BC e C'F, que correspondem a b e h,
respectivamente, ou seja, representa a medida do lado do quadrado de

area equivalente ao retangulo dado.

uidratura

Figura 17: Quadratura do retangulo

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:15-22 2018 15



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

3.2.3 Quadratura de um poligono de n lados

Considere o poligono A;A;--- A, de n lados abaixo. Para fazer a
quadratura desse poligono de n lados (n > 4), procedemos de maneira a
encontrar um poligono de n — 1 lados equivalente ao poligono de n lados
dado seguindo os procedimentos abaixo.

Figura 18: Poligono de n lados

Escolha um vértice qualquer, vamos considerar em nossa construcao
o vértice A;. Trace por A; uma reta s paralela a reta r determinada pelos
vértices A, e A,, e construa o AA; A, A,,. Faca A, percorrer sobre a reta s

até coincidir com o prolongamento do lado A4, A4,,_;.

De acordo com a Proposic¢do 3, 0 AA; Ay A, é equivalente ao AA| Az A,,.
Logo, o poligono A} AsA;z- -+ A,—1, com n — 1 lados, é equivalente ao

poligono de n lados, como visto na figura 19.

Figura 19: Poligono de n — 1 lados A} A, - - - A,,_; equivalente ao poligono
de nlados A1A,... A,

Pelo principio de inducdo finita, repetiremos esse procedimento de

reduzir a quantidade de lados em 1 unidade sucessivamente, até obtermos
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um tridngulo equivalente ao poligono de n lados dado. Assim, seguindo
o0s passos descritos na segdo 3.2.1, obteremos a quadratura do tridngulo,

que é equivalente a quadratura desejada.
4 Proposta de atividades

Nesse capitulo, vamos apresentar alguns problemas como sugestdes
para aplicagdes em uma sala de aula do ensino médio, extraidas de [7],
cujo objetivo principal é expor aos alunos algumas maneiras de se aplicar
as proposicoes explicitadas em nosso trabalho através de construgoes

geométricas com o uso de régua nao-graduada e compasso.

Problema 1. Construa um pentigono AB'C'D'E’, semelhante ao pentigono
ABCDE dado, cuja drea seja o quintuplo da drea deste, sendo que os vértices B’
e E' devem estar nas semirretas @ e ﬁ, respectivamente.

Figura 20: Pentdgono dado

Solugdo: Pelas propriedades entre figuras semelhantes, sabemos que
a razdo entre os quadrados das medidas de dois lados correspondentes é
igual a razdo entre as medidas das 4reas dessas figuras na mesma ordem.
Entao, considerando AB’ olado do pentdgono AB'C'D'E’ correspondente
ao lado AB do pentdgono ABCDE, temos que:

_/ 2
(’%) :? A8 - 4B - V5, 3)

Inicialmente, vamos obter o segmento AB’, que representa um dos
lados do pentagono procurado. Considere AB = z. Trace a semirreta

|
BA e transporte AB com extremidade em A, obtendo o segmento de
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medida 27 = BF. Trace a reta r perpendicular a BA que passa por F'e
transporte AB com extremidade em F', obtendo o ponto G' no semiplano
determinado pela reta B que ndo contém o pentdgono ABCDE. Temos
entdo o ABFG retangulo em F. Aplicando o Teorema de Pitagoras,
obtemos BG = x - V5 .

Mas = = AB, entdo de acordo com a equagio (3), BG é o lado do
pentédgono cujo vértice B’ estd sobre a ﬁ Seguindo os passos a seguir,

vamos obter o pentdgono de drea igual ao quintuplo da drea do pentdgono
ABCDE dado.

Transporte BG em AB com extremidade em A marcando o ponto B’
de interse¢do com essa semirreta, onde B € AB’. Trace as semirretas @,
AD e AE. Por B’ trace a reta paralela ao lado BC' e marque o ponto C’ de
intersecao com a semirreta AC'. Por (' trace a reta paralela ao lado CD e
marque o ponto D’ de interse¢do com a semirreta 1@ E finalmente, por
D’ trace a reta paralela ao lado DE marcando o ponto E’ de intersegdo
com a semirreta AE. O pentdgono AB'C'D'E'’ é o pentagono procurado.

Figura 21: Pentdgono com o quintuplo da édrea

Problema 2. Construa um retdngulo M N P(), de semiperimetro p, equivalente
ao quadrado ABC' D dado de tal modo que os vértices () e N sejam opostos.

Solugao: Considere [ o lado do quadrado e a e b os lados do retangulo
procurado. Temos que o semiperimetro p do retangulo é representado
por p = a + b. Como os poligonos sdo equivalentes, temos que I* = a - b,

assim a medida / do lado do quadrado representa a média geométrica
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Figura 22: Dados do problema

entre as medidas a e b dos lados do retangulo.

Para fazer a construgdo, trace a semirreta B? e marque um ponto M
qualquer, de modo que M seja externo ao quadrado ABC'D. Transporte a
medida p na semirreta BC com extremidade em M e marque o ponto
de intersecdo com a mesma, de modo M € C'F. Trace a circunferéncia
de diametro M F. Passe a reta t pelo ponto D paralela a BCe marque
o ponto E (o ponto de interse¢do com a circunferéncia mais distante do
ponto D).

Por E trace a reta u perpendicular a semirreta BCe marque o ponto
() de interse¢do com a mesma. Entdo temos que EQ) = [. Como dito
anteriormente, [ representa a média geométrica entre as medidas dos

lados do retangulo, logo, M@ e QF representam os lados do retdngulo

procurado, assim temos a = M Q) e b = QF'. Trace a circunferéncia de raio
R = b e centro (), e marque um dos pontos de interse¢do com a reta u, em
nossa constru¢do marcamos o ponto P. Passe por P a reta s paralela a
reta ¢ e por M areta r paralela a reta u e marque o ponto N de intersecao
entre elas. O retangulo M N P() representa a solu¢do do nosso problema.

Figura 23: Retangulo M N P() procurado

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:19-22 2018 19



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

Problema 3. Construa um quadrado ABC' D equivalente a unido de dois qua-
drados dados. (Observagio: os vértices B e D deverdo estar nas linhas tracejadas
dadas, perpendiculares entre si.)

Figura 24: Dados do problema

Soluc¢do: Vamos considerar os dois quadrados dados como M NOP
e RSTU de lados, respectivamente, iguais a a e b. Sendo [ a medida do
lado do quadrado procurado, temos entdo que {*> = a* + b?, pois a drea do
quadrado procurado é dada pela soma das areas dos quadrados dados.
Sendo assim, o lado do quadrado procurado representa a medida da
hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos sdo iguais a a e b.
Vamos seguir os procedimentos abaixo para a construgdo do quadrado

procurado.

Trace uma circunferéncia de raio r = b e centro em M e marque o
ponto V' de intersecdo com o lado M N do quadrado M NOP. Trace o
segmento V' P criando o tridngulo retangulo PMV de catetos medindo a
e b e hipotenusa medindo I = Va2 + b2, que representa a medida do lado
do quadrado ABC'D procurado. Trace uma circunferéncia de raio igual
a l e centro em A e marque os pontos 5 e D de intersecdo com as linhas
tracejadas. Trace a reta r pelo ponto B paralela a AD e outra reta pelo
ponto D paralela a 1@, e marque o ponto C' de intersecdo dessas retas.
Desse modo, ABC'D é o quadrado procurado.

5 Conclusio

Temas importantes ensinados nas escolas de ensino bésico foram
explicitados nesse trabalho, o que nos deu a oportunidade de entender

a ideia primitiva de tais temas, como por exemplo "congruéncia”, que
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Figura 25: Quadrado procurado

tazendo sua expansdo, nos possibilitou a chegar no tema principal, a

equivaléncia de areas.

Devemos entender que o trabalho do professor atualmente deve ser
complementado com técnicas mais atrativas que as usadas na época de Eu-
clides. Era uma prética em "Os Elementos", o uso de régua ndo-graduada
e compasso nas demonstracdes de suas proposicdes e construgdes geomé-
tricas. Nesse trabalho, como uma forma de facilitar o entendimento, foi
usado o software GeoGebra como ferramenta tecnolégica que substitui os
instrumentos propriamente ditos, deixando as constru¢des mais dinami-
cas, visiveis e atrativas para que juntos com os nossos alunos possamos
construir o conhecimento e difundir o grau de importancia da Matematica

na vida de cada um de nés.

Esperamos que esse trabalho seja ttil, ndo somente para os professores
mas também para os alunos, incentivando-os de alguma forma a perceber
o quanto é importante resgatar um pouco da histéria da matemaética
para a introdugao de novos temas e o quanto é ttil a utilizacdo de novas

tecnologias.
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