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Seja
λq := inf

0 6≡u∈W 1,p
0 (Ω)

Rq(u),

em que: Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , 1 < p < N, 1 ≤ q ≤ p? := Np
N−p e

Rq(u) := ‖∇u‖pLp(Ω) / ‖u‖
p
Lq(Ω)

é o quociente de Rayleigh associado à imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω).

Teorema. A função q ∈ [1, p?] 7→ λq é:

1. Lipschitz cont́ınua em cada intervalo fechado contido em [1, p?);

2. Cont́ınua à esquerda em p?, isto é: limq→p? λq = λp? ;

3. Absolutamente cont́ınua em [1, p?].

O último resultado segue dos dois primeiros e, para demonstrar estes:

• deduzimos a seguinte fórmula, válida para 1 ≤ s1 < s2 ≤ p? :

|Ω|
p
s1 Rs1(u) = |Ω|

p
s2 Rs2(u) exp

(
p

∫ s2

s1

K(t, u)

t2
dt

)
(1)

em que K(t, u) :=

∫
Ω
|u|t ln |u|t dx
‖u‖tLt(Ω)

+ ln
(
|Ω| ‖u‖−tLt(Ω)

)
≥ 0, e

• utilizando técnicas de conjuntos de ńıvel, provamos a seguinte estimativa válida
para uma função extremal ωq ∈ W 1,p

0 (Ω) positiva em Ω e Lq-normalizada:

2
−N(p−1)+σp

p Cq ‖ωq‖
N(p−q)+σp

p

L∞(Ω) ≤ ‖ωq‖σLσ(Ω)

em que 1 ≤ q < p?, σ ≥ 1 e

Cq :=

(
p

p+N(p− 1)

)N+1(
λp?

λq

)N
p

.

Observações: Como consequência dos resultados acima a função q ∈ [1, p?] 7→ λq é
diferenciável em quase todo ponto q ∈ [1, p?]. Além disso, fórmula (1) leva à seguinte
desigualdade diferencial, válida para quase todo ponto q ∈ [1, p?] :

dλq
dq

+ λq

(
p

q

∫
Ω

(ωq)
q lnωqdx

)
≥ 0.

Em q = p (caso em que λp é o primeiro autovalor do p-Laplaciano) a função é
diferenciável e vale a igualdade em lugar da desigualdade.

31


