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UM ESTUDO DAS SINGULARIDADES DA APLICACAO DE
GAUSS

Isaque Viza de Souza!, Catarina Mendes de Jesus!

Resumo: Neste trabalho procuramos compreender a aplicagdo de Gauss para superficies e fazer
um estudo sobre suas singularidades nos concentrando no conjunto parabdlico e em sua imagem
pela Aplicagao de Gauss. Apresentamos um resultado de [2] para caracterizagdo das cispides
de Gauss, assim como exemplos de aplicacdes de Gauss estdaveis que possuem singularidades do
tipo dobra e cuspide. A caracterizacdo das cuspides € feita tomando como base em propriedades
locais das superficies no ponto em questdo.
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Introducao

Um subconjunto S C R? é uma superficie reqular se, para cada p € S, existe uma vizinhanca
V de p em R3 e uma aplicacdo X : U — V NS de um aberto U de R? sobre V NS C R3 tal que

1. X é diferenciavel;
2. X é um homeomorfismo;
3. (condic¢do de regularidade) Para todo ¢ € U, a diferencial DX, : R? — R3 ¢ injetiva.

Para uma paremetrizacao regular X (u,v), dizemos que um vetor w de R3 é um vetor tangente
a X em q = (up,vp) se w = (t) e a(t) = X(u(t),v(t)) é uma curva da superfice, tal que
(u(to),v(to)) = (up,vp). Definimos assim o plano tangente a X em q = (up,vp) como o conjunto
de todos os vetores tangentes a X em ¢, que denotamos por 7, X, além disso, T; X é o conjunto
de vetores obtidos como combinagao linear de X, (ug, vp) e X, (ug, vp).

Sabemos que a cada ponto de uma superficie existe, em cada direcdo uma curvatura k
associada a superficie, os valores maximo e minimo dessa curvatura sdo chamados de curvaturas
principais e serao denotados por ki e ka. Definimos a curvatura de Gauss K como sendo o
produto das curvaturas principais e a curvatura Média H como a média aritmética das curvaturas
principais.

Os pontos da superficie X podem ser classificados de acordo com os valores das curvaturas
gaussiana e média, diremos que X(z,y) é Planar se K(z,y) = 0 e H(z,y) = 0, Eliptico se
K(z,y) > 0, Hiperbdlico se K(z,y) < 0 e Parabdlico se K(z,y) =0 e H(x,y) # 0.

Para uma imersdo X : U — R3 onde U C R? (superficie parametrizada regular), a aplicacio
de Gauss N : U — S? leva cada ponto (z,y) de U no vetor unitdrio normal
N = (X, x Xy)/| Xz x Xy, e temos que a aplicacao de Gauss ¢ singular quando 0 = N, x Ny, =
K(z,y)(X, x Xy), isto é, no conjunto parabélico que é onde a curvatura Gaussiana K(x,y) = 0.
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Cuspides de Gauss e Caracterizacoes

Baseados no trabalho apresentado em [2], estudamos formas de caracterizar cispides da
aplicagao de Gauss, contudo aqui vamos nos limitar a apresentar e discutir quatro dessas carac-
terizagoes.

Utilizando a mesma termilogia que Whitney dizemos que a aplicagdo de Gauss é boa se o
gradiente de K nunca se anula no conjunto parabdlico. Se N é boa, entao o conjunto parabdlico é
formado por uma curva ‘suave’ (x(t),y(t)), essa curva é composta pelos pontos onde a aplicagao
de Gauss possui uma singularidade do tipo dobra. A imagem dessa curva pela aplicagao de
Gauss é singular precisamente quando N'(t) = 0, que sdo exatamente os pontos de cispide que
desejamos abordar.

Se N é boa, entdo N é excelente se N'(t) = 0 implicar N”(t) # 0. Essa defini¢ao nos garante
que as singularidades de uma aplicacao de Gauss excelente sdo apenas cuspides.

Além disso, se N é excelente, entdo N estd em posicdo geral se a imagem de N (t) nao possui
pontos triplos ou auto-tangéncias, e além disso nenhum ponto de cispide de N(t) coincide com
outro ponto da imagem de N (t).

Whitney provou que uma aplicagao entre superficies é excelente se, e somente se, suas sin-
gularidades sao todas equivalentes (por mudancas de coordenadas suaves) a dobras e cispides.
Além disso, uma aplicacdo entre superficies é estdvel se, e somente se é excelente e estd em
posicao geral. Uma discussao mais precisa sobre estabilidade e o teorema de Whitney pode ser
encontrada em [1] e [6].

Apresentamos agora quatro caracterizagoes para Cuspides de Gauss, que fazem parte do
principal resultado obtido em [2] para caracterizacao de Cuspides de Gauss.

Teorema: Sejam U um conjunto aberto no plano e X : U — R3 uma imersao diferenciavel.
Se P € U é uma Cuspide de Gauss da aplicagao X, entao as declaracgoes seguintes sao verdadeiras.
Reciprocamente, se a aplicacao de Gauss de X ¢é estavel, e alguma das condigoes seguintes é
valida, entao P é uma Cuspide da aplicacao de Gauss.

a) Uma direcdo de uma curvatura principal nula de X ¢ tangente a curva parabdlica de X
em P.

b) Para cada ¢ > 0 existe dois pontos distintos Q1, Q2 € U tais que |P — Q;| < e parai = 1,2
e o planos tangentes a X em ()1 e Q2 sao iguais.

¢) P éum ponto extremo de X, assim como um ponto parabdlico de X, e a curvatura principal
associada com este extremo é zero.

d) P é um ponto parabélico de X, e uma curva em R? tem ordem de contato maior que dois
com X em P.

Exemplos de Aplicacoes de Gauss

Para os primeiros trés exemplos vamos utilizar superficies dadas por graficos de fungoes, ou
seja, X(z,y) = (z,y, f(z,y)), assim a aplicagdo de Gauss é dada por

N(a.y) = (~for—F3 D/ 1+ (f2)? + ()2

Podemos estudar as singularidades de uma aplicacdo de Gauss com maior facilidade nesse
caso pela projecao central da origem para o plano z = 1 para obter (—f;,—fy,1). Af entao
projetamos no plano (x,y) para obter a aplicagdo composta N(:L‘, y) = (—fo, —fy)-

Desde que a imagem de N esteja contida no hemisfério superior, e a projecao central seja
um difeomorfismo do hemisfério superior no plano z = 1, a aplicacdo de Gauss modificada N
terd as mesmas singularidades de N. Em particular, N é singular precisamente quando a matriz

Jacobiana
( _fmc _fzy )
_fyr _fyy



tem posto menor que dois, ou seja, quando o discriminante A = ( fmy)2 — frafyy € zero.

Exemplo 1: A Superficie do Sapato

1 1
X(l’,y) = (CL',y, 51,3 - §y2)
A aplicacdo de Gauss modificada é N(z,y) = (—22,%), e a curva parabélica é dada por
(0,t). A aplicagdo de Gauss é boa, e além disso é excelente e estd em posicao geral. Portanto a
aplicagdo de Gauss é estavel, com uma simples dobra ao longa da curva parabdlica.

Figura 1: Superficie do Sapato e sua imagem pela aplicagdo de Gauss.

Exemplo 2: A Superficie de Menn

X(z,y) = (z,y,ex* + 2%y — y*)

A aplicacdo de Gauss modificada é N (z,1y) = (—4ex® — 22y, —22 + 2y) e a curva parabdlica
é dada por (t,—(6e + 1)t?). A aplicacio N ¢é boa para todo €, mas a aplicacio de Gauss é
estavel(excelente e em posicao geral) se € # —i, com uma cuspide na origem (¢ = 0). Para
€= —%, toda a curva parabdlica é levada em um tnico ponto pela aplicagao de Gauss (situacao
similar & que ocorre com os pontos no topo de um toro de revolugao).

Um exemplo relacionado de superficie com aplicacdo de Gauss nao estavel é X(z,y) =
(z,y, 32 — 3y?). A aplicacio de Gauss modificada é N(z,y) = (—2%,y) e a curva parabélica é
a linha z = 0, além disso a aplicacao de Gauss nao é boa.

-

-
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Figura 2: Superficie de Menn e sua imagem pela aplicacao de Gauss, obtida utilizando € =
—0,5, —0,25(caso nao estavel) e 0 respectivamente.

Exemplo 3: A sela do Macaco ‘Perturbada’

1
X(2,9) = (2,9, 50° — o9 + e(a® +47))
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A aplicacio de Gauss modificada é entdo N (z,y) = (—z2+y? — 2ex, 2xy — 2ey), e a aplicacio
N é boa se, e somente se, € # 0. Se ¢ = 0, entdo o conjunto parabdlico é apenas a origem.
Expressando a aplicagdo de Gauss em coordenadas polares vemos que existe um ponto de ra-
mificacio de duas dobras na origem. Se € # 0, o conjunto parabélico é o circulo 22 + 3% = €2 e

fazendo as contas vemos que a aplicacdo de Gauss é estavel para todo € # 0.

Figura 3: Cela do macaco e sua imagem pela aplicacao de Gauss, obtida utilizando ¢ = —0,7 e
0(caso nao estavel), respectivamente.

Exemplo 4: A Superficie Lencgo

1
X(:E:y) = (xaya §$3 + ny + e(mQ - y2))

A aplicacdo de Gauss modificada é N(z,y) = (—z% — y? — 2ex, —2zy + 2€y) e a aplicacio N
é boa se, e somente se, € # 0. Se € = 0, o conjunto parabdlico é a uniao de duas linhas y = z e
y = —x, e a aplicagdo de Gauss modificada é como um lengo dobrado quatro vezes. Além disso
a aplicagdo de Gauss da Superficie Lenco é estavel para todo € # 0.

Figura 4: Superficie lengo e sua imagem pela aplicacdo de Gauss obtida utilizando ¢ = 0,5 e
0(caso nao estavel), respectivamente.

Superficies de Revolugao
X(z,y) = (zcosy, zsiny, f(z))
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Obtemos entao X, x X, = (—zf'(z)cosy, —zf'(x)siny,z). Se x # 0 entdo X & regular,
e para > 0 o normal unitdrio é N(z,y) = (—f'(z)cosy, —f'(z)siny,1)/\/1+ (f'(2))?, e

novamente a aplicacao de Gauss modificada, equivalente a N, é dada por

N(z,y) = (=f'(z) cosy, - f'(x) siny),

e o conjunto parabdlico ocorre quando 0 = A = — f/(z) f”(x), isto é, nos extremos ou pontos de
inflexdo da curva modelo. Além disso, grad A = (—(f"(x))% — f'(z)f"(x),0), entdo N é boa se
f"(x) = 0 implica f'(x) # 0e f"(x) #0.

Se g é um valor para o qual f”(xg) = 0, entdo a curva parabdlica pode ser parametrizada
por z(t) = xo, y(t) =t, e entdo obtemos

N(t) = (—f(xo) cost, — f(x0) sint).

Se f'(zo) # 0 e f"(xg) # 0, entao a aplicacao de Gauss possui uma tnica dobra ao longo da
curva parabdlica. Por exemplo, estas condigoes sao satisfeitas pela Superficie do Sino, obtida
tomandof(z) = cosz), 0 < x < 7 com zg = 5.

Por outro lado, se zg é um valor para o qual f'(zg) = 0 e f”(xg) # 0, entdao a aplicagao
de Gauss é boa, mas nao é excelente, porque a curva parabdlica é parametrizada por x(t) =

xo, y(t) =t, e N(t) = (0,0) para todo t. Um exemplo é a parte superior do Toro de Revolugao.

Exemplo 5: A Superficie Canal de uma Curva Espacial
Seja o uma curva espacial regular com curvatura nao nula. Definimos a Superficie Canal
sobre « de raio r como

X(z,y) = a(z) + r(cosyP(z) + sinyB(x))

onde P e B sao o normal principal e o binormal a curva «. Fazendo os calculos vemo que X

serd regular se r for um numero suficientemente pequeno (|r| < m) Mais ainda,

N(z,y) = —cosyP(z) —sinyB(x),

entao o conjunto parabdlico ocorro quando os dos vetores N, e N, sao linearmente dependentes,
ou seja, quando x cosy = 0. Isto ocorre nas curvas z(t) = t, y(t) = £7, para as quais nés temos

N(t) = £B(t).

Um célculo direto nos dé a curvatura Gaussiana K = kcosy/r(rkcosy — 1) e 0K /0y # 0.
Portanto a aplicagdo de Gauss é boa. Agora tomando as derivadas com relagdo a t, nés obtemos
N’ =0 se, e somente se 7 = 0, e entdao N” = 7/s’P. Assim, a aplicacao de Gauss N é excelente
se 7/ # 0 sempre que 7 = 0, e entdo N(z,y) tem uma cispide em (¢,£7) se, e somente se,
7(t) = 0.

Como exemplo consideremos o toro empenado, uma superficie canal da curva espacial a(t) =
(cost,sint, esin(nt)), onde n é um inteiro, n > 2. A curvatura de « é sempre diferente de zero.
Além disso 7 = 0 se, e somente se t = 5-, %’ ey W, supondo que € # 0. Tomando de-
rivadas de x27(s")% e en(1 — n?) cos nt mostramos que 7 = 0 implica 7" # 0, desde que € # 0.
Portanto, a superficie canal de a possui uma aplicacado de Gauss excelente, com 4n cuspides.
Para € = 0 a superficie canal de o é um toro de revolucao, e cada componente da curva pa-
rabélica é colapsada em apenas um ponto pela aplicagao de Gauss.

Relacionando Exemplos e Caracterizagoes das Cuspides de Gauss

Agora, faremos uma abordagem das propriedades enunciadas no teorema de caracterizagao
das Ctuspides de Gauss através dos exemplos estudados anteriormente.
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Propriedade (a)

Se a aplicacao de Gauss é boa entao sua Jacobiana tem posto um em cada ponto parabdlico
P. O nucleo da aplicagao Jacobiana é a direcao da curvatura principal nula em P. Considere
uma curva (z(t),y(t)) no dominio de parametros U com imagem Gaussiana N(t). Seja P =
(2(0),y(0)) e V = (2/(0),4'(0)). A curvatura de X na dire¢ao V em P é nula se, e somente
se N'(0) = 0. Se (z(t),y(t) é a curva parabdlica de X, e N é excelente, entao N'(0) = 0 se, e
somente se P é uma cuspide de N. Isso implica o teorema (a).

A aplicagao de Gauss modificada da Superficie do Sapato (exemplo da Superficie do Sapato)
possui matriz Jacobiana

)

entdo a diregdo com curvatura principal nula ao longo da curva parabdlica (0,t) é gerada
pelo vetor constante (1,0), e (a) é verficada por nenhum ponto parabdlico.
A matriz Jacobiana modificada da superficie de Menn é

—12e2? —2y —2z

< —2x 2 >

entao a direcdo com curvatura principal nula ao longo da curva parabdlica (¢, —(1 + 6¢)t?) é
gerada pelo vetor (1,%). Se € # —%, este vetor é tangente a curva parabdlica se, e somente se
t = 0, onde a aplicacao de Gauss possui uma cuspide. Se € = —%, o vetor (1,t) é tangente ao
longo de toda a curva parabdlica, e a aplicacao de Gauss nao é excelente.

Propriedade (b)

Um plano £ é tangente & superficie X : U — R3 em Q € U se, e somente se ) é um ponto
critico da composicao de X com a projecao ortogonal a linha ¢ que passa pela origem e é normal
a &. Entao a linha £ contém a imagem Gaussiana esférica N (Q).

Para um vetor unitédrio V € R3, seja Iy : U — R a composicio de X com a projecdo
ortogonal sobre a linha gerada por V:

Iy (P)-V

Uma reafirmagcao de (b) é que a fungao altura II N(p POssul um ponto critico degenerado em P,
que se divide em trés pontos criticos distintos @1, @2, Q3 perto de P para certa funcao altura Ily
com V arbitrdriamente préximo de N(P). Os trés pontos criticos acima sao nao degenerados se
P é uma cuspide da aplicagao de Gauss N. Entao (b) é equivalente a afirmagao de que o ponto
critico P da fungao altura Il (py possui nimero de Milnor igual a trés.

Considere o gréafico de uma fungao X (z,y) = (z,y, f(z,y)), com P = (0,0) e N(P) = (0,0, 1).
Entao Iy (py(z,y) = f(z,y). A familia de fungdes altura Iy : U — R, Iy (z,y) = X(z,y) - V,
com V = (a,b,c), a®> +b>+c®> =1, ¢ > 0, é equivalente & familia IT;; com a e b arbitrarios e
c=1. Seja (43 = I, 1). Entao

H(a,b) ($,y) = f(xv y) + az + by,

uma pertubagao linear de f(z,y). E Q é um ponto critico de I, se, e somente se, (a,b) =
N (Q), onde N é a aplicacdo de Gauss modificada que definimos anteriomente. A matriz Hessiana
das segundas derivadas parciais de I, ) € igual a matriz Hessiana de f (z,y), a qual é a negativa

da matriz Jacobiana de N. Portanto Q é um ponto critico degenerado de (4 se, e somente
se () é um ponto parabdlico de X.
Para a superficie do Sapato temos a pertubagao

1 1
gy (z,y) = gx?’ — §y2 +ax + by

com gradiente (z% 4+ a,—y +b). Se a > 0, II(4,5) ndo possui pontos criticos. Se a < 0, I,y
possui os pontos criticos (v/—a,b) e (—/( — a),b) com matrizes Hessianas
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() ()

respectivamente, entao (v/—a,b) é uma sela e (—/—a,b) é um ponto de maximo.( Se a =
0, II(qp possui um ponto critico degenerado em (0,b).) Portanto f(z,y) possui nimero de
Milnor 2 em P = (0,0).

Para a superficie de Menn nés temos

Wy (z,y) = ext + 2%y —y? + ax + by

com gradiente (4ex® + 2zy + a,2? — 2y + b). Entdo (z,y) é um ponto critico de e se, e
somente se ambos

(i) y = —(4ex® + a)/2z, e
(ii) (4e+ 1)z +bx +a =0,

desde que z # 0. (Se z =0 entdo a = 0 e y = £b.) Agora se € # 1 entdo (ii) possui trés rafzes
reais e distintas se, e somente se seu discriminante é negativo:

(s) * (say) <o

(Note que a localizacao dos zeros do discriminante é precisamente a imagem da curva parabdlica
de X pela aplicacio de Gauss modificada N )

Propriedade (c)

Em termos de funcoes alturas, esta condicao nos diz que existe um vetor unitario V préximo
a N(P) tal que IIy possui dois pontos criticos distintos Q1 e Q2 préximos a P com Iy (Q1) =
[Ty (Q2). Para o grafico de uma funcao X(z,y) = (z,vy, f(x,y)), esta condicao traduz-se para

N(Ql) = (a7 b) = N(QQ) e H(a7b) (Ql) - H(a,b) (Q2)7 ou seja
fo(z1,91) = a = fa(22,92),

fy(ﬁlayl) =b= fy(J;QayZ)v

f(x1,y1) + ax1 + byr = f(z2,y2) + axa + bys.

Para a superficie do sapato temos 23 = 23, y1 = o, %:J::f - %y% +ad+yl = %x% — %y% +23+y3,

entdo (z1,y1) = (x2,y2), e (b) nado é vilida.

Para a superficie de Menn, se x1 = —x9 e y1 = ya, entdao f(x1,y1) = f(z2,y2), fo(x1,91) =
—fa(z2,92), e fy(zr,y1) = fy(@2,y2). Assim se fy(z,y) — 0, © # 0, entdo Q1 = (z,y) e
Q2 = (—x,y) serao um par de pontos distintos com o mesmo plano tangente. Agora 0 =
fo(z,y) = dex® + 2zy = 22(2ex? + y) se, e somente se z = 0 ou y = —2ex>. Visto que a tltima
curva contém P = (0,0), entao (b) é valido para a superficie de Menn. (Note que se € = %, esta
curva coincide com a curva parabdlica, uma vez que sua imagem pela aplicagao de Gauss é um
unico ponto. O mesmo ocorre no topo do toro de revolugao.)

Propriedade (d)

Dizemos que a curva espacial «(t) possui ordem de contato N com a superficie G(z,y, z) = 0
no ponto «a(ty) se, e somente se, a fungao G(t) = G(a(t)) se anula até ordem n em to:

G(to) = G'(to) = -+ = G (tg) =0, G (k) # 0.

Assim, uma curva é tangente a uma superficie se, e somente se, possui ordem de contato pelo
menos um com a superficie.
Para a superficie do sapato, temos
L,

1
G(x,y,z) = gm?) - §y - Zz.
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A origem (0,0,0) é um ponto parabdlico, e o plano tangente & origem é horizontal. Para a curva
tangente o(t) = (tcosf,tsin®,0), 0 < 0 <, G (0) = —sin?4, G®(0) = 2cos®h, G (0) =
0, entao a possui ordem de contato igual a um se 6 # 0 e dois se 6 = 0.

Agora, considere a superficie de Menn

G(z,y,2) = ex* + 2%y —9? — 2.

Novamente, (0,0,0) é um ponto parabdlico com plano tangente horizontal, e para a curva «
acima temos G?(0) = —2sin?0, G®)(0) = 6cos?fsinh, GH(0) = 24ecos*h, GO)(0) = 0.
Portanto o possui ordem de contato igual a 1 com a superficie de Menn se § # 0. Se € # 0 e
0 = 0 entdao a possui ordem de contato igual a trés com a superficie. Se e = 0 e § = 0 entao «
possui ordem de contato infinita com a superficie - na verdade, a curva y = z = 0 esta contida
na superficie.

_c 6\/§é3)
2 2 3 ’

A sela de macaco perturbada contém trés curvas (e, 0, 3¢3), ( €

/3 4.3

€
2

(—< _eV/3 4.3
2

, =557, 3€ ), respectivamente. Esses trés pontos sao cuspides da aplicagao de Gauss.

Conclusoes

Este trabalho permitiu ao estudante uma compreensao das singularidades da aplicacao de
Gauss que é um tema de pesquisa atual, levando a ampliacao de seu ‘vocabulédrio’ matematico e
despertando seu interesse para pesquisa na area, pois posteriormente foi possivel estudar questoes
sobre as transigoes do conjunto parabdlico da aplicacao de Gauss apresentadas em [3].

Além disso, como a questao: ‘B possivel obter uma superficie com género positivo que
possua curvatura sempre positiva retirando-se um disco?’, possui resposta positiva, obtivemos
uma parametrizacao explicita para uma superficie que satisfaz esta condigdo com género igual
a um.
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, — %%, 3€°), as quais sao tangentes a curvas parabélicas em trés pontos (e, 0, §e3), (-5, #, %63),



