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ESTABILIDADE DE EQUACOES DIFERENCIAIS COM
ARGUMENTO CONSTANTE VIA EQUACOES DISCRETAS

Anténio Marcos da Silva!, Erica Resende Malaspina!

Resumo: O presente trabalho visa estudar a estabilidade no sentido de Liapunov para a classe
de equagoes diferenciais com argumento constante em intervalos da forma h(t) = [t], onde [t]
representa a parte inteira de t. O problema € colocado no contexto das equagdes diferenciais
com retardamento continuo em intervalos. A idéia € explorar a estabilidade de uma equacgao
discreta associada usando as chamadas funcgoes de Liapunov. Sob condi¢des apropriadas essas
propriedades de estabilidade implicam nas propriedades da estabilidade das solucdes da equacdo
principal.

Palavras-chave:

Introducao

As equacoes diferenciais correspondem a um tema matemadtico bastante estudado por pes-
quisadores. E muito dificil e, s vezes, até impossivel, encontrar uma solucao de uma dada
equacao diferencial numa forma explicita. Isso acontece muito com as equacoes diferenciais nao
lineares. Dessa maneira, é importante considerar informacoes sobre as solucoes de equagoes
diferenciais sem realmente resolvé-las. Um ponto importante que se deve ressaltar é se pequenas
alteracoes nas condigoes iniciais de um problema de valor inicial (também conhecido como Pro-
blema de Cauchy) levam a pequenas alteragdes e assim manteriamos estabilidade ou a grandes
alteragoes o que nos levaria a uma instabilidade nas solugoes. A teoria de Liapunov fornece-nos
resultados nesse sentido.

Objetivos

O objetivo principal desta pesquisa é o estudo da estabilidade no sentido de Liapunov de
equacgao do tipo

2(t) = f(t, (1), z([t]) (1)

em que [t] denota a parte inteira de t. A equacdo é um caso particular da equacao com
argumento continuo em intervalos, que é do tipo

a'(t) = f(t, z(t),2(h(1)))
em que o argumento h(t) tem intervalos de constancia. No caso, h(t) = [t] é descontinuo nos
inteiros. Aplicagoes dessas equagodes aparecem na estabilizagdo de sistemas de controle hibrido
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com reacao retardada, na semi-discretizacdo de uma equacao diferencial ordindria e como caso
especial de uma equacdo diferencial com retardamento em que 7(t) = [t] é descontinuo nos
inteiros.

Como as solugoes de sao continuas nos pontos ¢ = n, para n um inteiro, o uso de relagoes
recursivas nos intervalos entre inteiros nos levara a definicao de uma equacao discreta associada
do tipo ¢p41 = h(n, c,). Entao, sob determinadas condi¢oes, mostraremos que a estabilidade do
equilibrio nulo da equacao discreta associada implica na estabilidade da solugao nula da equagao

Como [t] é sempre menor ou igual a ¢, a equagdo pode ser analisada no contexto das equagoes
diferenciais funcionais com retardamento

'(t) = g(t, 1) (2)

em que g : Rx D — RN é uma fungdo continua, D ¢ C = C([—1,0],RY) é um abertoe C é o

espago de Banach das aplicacdes continuas ¢ de [—1,0] no RY com a norma ||¢|| = sup |p(0)].
—1<6<0

Dado uma condicdo inicial para a equacéo , a existéncia e unicidade de solugio para o problema
de valor inicial saira a partir do conceito das condigoes de Carathéodory. Exploraremos ainda
os conceitos de estabilidade no sentido de Liapunov para obter resultados para as solugoes da
equacao principal via equacao discreta.

Justificativa

O estudo das equagoes diferenciais e dos métodos matematicos a elas relacionados é uma
grande fonte de pesquisas cientifica da Andlise Matemdtica atual. Do ponto de vista das
aplicacgOes, o interesse nas equagoes diferenciais com retardamento estd em modelos da eco-
nomia e em muitos fenémenos naturais, notadamente os biolégicos e de dinamica de populagoes,
a acao e a reagao nao sao concomitantes; em muitas circunstancias é necessario que se conside-
rem periodos de laténcia ou de gestagao. Assim, o principio de causalidade envolve um lapso de
tempo entre causa e efeito. Sao mais realistas, portanto, os modelos deterministicos descritos
por equagoes com retardamentos. No caso da equacao que se pretende estudar, sua maior apli-
cabilidade estd na estabilizacao de sistemas de controle hibrido com reagao retardada. Desta
forma, os modelos deterministicos mais realistas sao freqiientemente descritos por estas equagoes.

Metodologia

A metodologia utilizada consisti-se de pesquisas bibliograficas em obras indicadas no item 6
bem como de exposigdes (semanais) do aluno & orientadora de acordo com as teorias e técnicas
utilizadas na abordagem dos problemas.

Alguns Resultados

Como modo de aplicar a teoria estudada para a estabilidade de equacdes consideremos a
equacao

y'(s) = ay(s) + aoy([s],),

onde [s], =n,nr < s < (n+1)r,n € N,a e ag sdo constantes reais, a # 0 e r > 0.
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Uma regiao de estabilidade assintética da solucao nula desta equacao foi primeiramente
obtida por Sanderfur em [11] impondo que a < —6 < 0 e |ag| < kd, § > 0 e algum k € (0,1).
Em seguida, Cooke e Wiener em [4], utilizando a expressao da solugdo, determinaram uma
regiao mais ampla quando permitiram valores positivos para o parametro a. Nesta aplicacao
mostraremos a regiao encontrada por Cooke e Wiener, usando o método de Liapunov.

Inicialmente, escrevendo s = tr, e y(s) = x(t), obtemos que [s], = [tr], = [t]; = [t] e

2'(t) = rax(t) + raox([t]) (3)

Logo, temos que f(x,y) = raz(t) + rapy é continua e lipschitziana em relacao a (z,y). Por
outro lado, temos que a equacao discreta associada a equacao ¢é dada por:

Cry1=|(1+ ailao) e’ — ailagJ cn,n €N (4)

Logo, verificamos que a regiao de estabilidade assintética no plano (a,agp) é dada pela desi-

gualdade —a — — 1 < ag < —a. Tomando a fungao:
e —
2a 2
ga) = —a— " sea#£0eg(0) = =

vemos que g é continua em R. Assim, é importante observar que os pontos que estao sobre
a reta ag = a, para a < (, sao pontos de estabilidade da equagao discreta, para qualquer r.

Além disso, quando r — 07 a regiao de estabilidade se expande cobrindo todo o semi-
plano ag + a < 0. Por outro lado, quando r — +00, a regiao de estabilidade diminui para
a<ayg < —a, para a < 0.

Portanto, para (a,ap) na regiao g(a) < ap < —a, a solugdo nula da equacao discreta
assintoticamente estavel e como f é continua e lipschitziana, a solucao nula da equacao
também assintoticamente estével.

Por fim, vemos que para ag = 0 e a > 0, a solu¢ao nula da equagao y'(s) = ay(s) é instavel.
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