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ESTUDO DA EQUIVALENCIA ENTRE SISTEMAS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Marcos Pavani de Carvalho!, Liliane Martinez Antonow!

Resumo: Neste trabalho estudamos a equivaléncia entre sistemas de equagdes diferenciais li-
neares. O ponto de partida € a equivaléncia entre uma equacdo diferencial ordindria linear de
ordem n e um sistema de n equacgoes diferenciais de primeira ordem.
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Introducao
Uma equacgao diferencial ordinéria linear nao homogénea de ordem n
v+ kg 4 Ry = (), (1)

com k; € R, ¢ =1,2,....n, ¢ equivalente, via definicao padrao, ao sistema de n equagoes
diferenciais de primeira ordem

2 = Pz + qu(t) (2)
onde z=1[y y ...y VT,
[0 1 0 0
0 0 1 0
P = (3)
0 0 0 1
L _kn _knfl _kn72 _kl
¢ T
g=[0 0 1] (4)
De fato,
2 =Pz +qu(t) &
Ty 1 [ O 1 0 077 ¥ ] [0]
y 0 0 1 0 Y
= o + u(t) &
. 0 0 0 e 1 .
L y(") h L _kn _k’nfl _kn72 e _kl 1 L y("*l) h L 1 h
y =y, ..., y D =y e ) = _fy =y 4 u(t), ou seja,
Yy 4 kD4 kg = u(t).
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Estamos interessados na reciproca: quando pode um sistema linear com coeficientes cons-
tantes

2 = Az + bu(t) (5)

onde Aénxn e bémnxl, serlevado para (2) por uma transformacao linear nao-singular
T:R"™ — R"”, tal que z — Tz = z onde T é uma matriz constante?

Se z = Tz, entdo 2 = Tz = T(Az + bu(t)) = TAx + Thu(t) = TATY(Tx) + (Th)u(t).
Logo, devemos ter P = TAT ! isto é, P~ Ae Tb = q.

Assim é facil ver que uma tal transformagao linear nem sempre é possivel. Considere o

sistema linear
xll . 1 0 T b1
Lo [n ]+ 0] ®

Temos que (6) é da forma z’ = Iz + bu(t), onde u(t) = 1.

Afirmamos que nao existe P na forma acima que seja semelhante a I.

De fato, se P ~ I entdo existe T" ndo-singular tal que P = TIT~! = TT-! = I, uma
contradicgao.

Portanto P nao é semelhante a I.

Um Exemplo

Vamos comecar de forma ingénua transformando um exemplo simples e entao considerar
uma defini¢ao precisa de equivaléncia de sistemas.

Exemplo 1 Considere o sistema,

{ )y = —2x1 +2z0+u(t) (a)
Ty =T1 — T2 (b)

-2 2 1
naforma(5),comA—[ 1 1 },b—[o}.

Diferenciando (b) e substituindo nesta a equagao (a), temos

Ty = ) — Ty = =221+ 2004 u(t) —y = —2(x1 —0)+u(t)—zy = =2z +u(t)—zy = —3zy+u(t)
& Ty + 3x9 = u(t), que é uma equagao da forma (1) com n = 2, que pode ser levada & forma
(2) com

(3 4] 2]

Uma solucio x2(t) da equacio acima determina uma funcao x;(t) (usando z; = x4 + x9),
assim o sistema (7) pode ser resolvido. Logo, o sistema (7) pode ser dito equivalente a equacao
de segunda ordem y" + 3y = u(t).

Existe outra equacao de segunda ordem da forma y// + kly/ + koy = u(t) que também é
equivalente a (7)?

Vamos tentar formar uma equagao de segunda ordem para x1, usando o mesmo método
acima.

Diferenciando (a) e substituindo nesta a equagao (b), temos
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r] = —2x] + 2z 4+ U/ (t) = =2z, 4 221 — 2m0 + U/ () = —22] — (—2x1 + 220) + U (t) =
—2z) — (z7 —u(t)) + u'(t) = =3z + u(t) + u'(t) se, e somente se, | + 3z, — u'(t) = u(t), que
nao tem a forma (1).

Essa questao é tratada usando uma precisa definicdo de equivaléncia. Note que a equacao
y +3y = u(t) tem a forma do sistema linear

z’z[g _13}24—[(1)]1(0. (8)

Nés esperamos que exista uma transformacido de R? em R?, que transforma nosso sistema
original (7) para a forma (8). Desde que as equagoes diferenciais sao lineares, esperamos que a
transformagao seja linear, digamos z = T'xz. Como vimos, a diferenciacao nos da 2 =TAT 2+
Tbou(t).

Definicao 1 O sistema ' = Az +bu(t) é linearmente equivalente ao sistema 2z = Pz + qu(t)
se existe uma matriz T nao-singular tal que

TAT ' =P, Tbh=yq. (9)

Obtemos do exemplo exemplo 1, a equagao de segunda ordem para x3, que foi (:1:,2/ = —3:1:,2 +
0z2 + u(t)).

/ ~ . A .
Se colocarmos 21 = 3 € 23 = Ty = X1 — T2, a transformagao demonstrando a equivaléncia

de (7)e(8)édadapor,xr—>T:L“:zondeT:[? _11 }

-2 2 1 0 1 0
Defato,temosA:[ 1 _1], b—[o].ColocandoP—[O _3}eq—[1 },

temos
0 1 -2 2 1 1 1 -1 1 1
-1 _ . . = . =
e e N R E e R

0 1 0 1 1 0
o S eV A1)
Surge a natural questao sobre existéncia, unicidade, e cdlculo de T. Antes de procedermos

para a resposta dessas questoes, é instrutivo tentar transformar o exemplo seguinte para a forma
(2). Antes, temos o seguinte

Lema 1 Sejam A, B € M,,. Se B é semelhante a A, entao o polinémio caracteristico de B é
o0 mesmo que o de A.

Demonstragao. Sejam pa, pp, polindmios caracteristico de A e B, onde A ~ B.

Logo existe P nao-singular tal que, B = P~1AP.

Assim,  pp(\) = det(B — X\) = det(P~'AP — \I) = det{P~Y(A — M\)P} = detP~" .
det(A — M) - detP = det(A — X)) = pa(A). |

-2
1
sistema ' = Ax + bu(t) ndo pode ser transformado para a forma (2).

1
Exemplo 2 Seja A = { 1 ] como no exemplo 77, mas seja b = [ 1 ] Mostre que o

0 1
—ky —k1
igual ao de P, isto é, A2+kiA+ks = pp(A) = pa(A) = A2+ 3\, Assim, k1 = 3 e ko = 0. Logo,

De fato, seja P = [ } . Se A ~ B, temos que o polinémio caracteristico de A é
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0 1

P = [ 01 ] e dai podemos deduzir que T = [ 1 1

0 -3

e[ ] L[]8

e o sistema nao pode ser transformado para (2).

] . Portanto,

Equivaléncia e a Matriz Companheira P

O sistema (2) é muito especial, chamado de sistema companheiro e P é a matriz companheira.
A matriz companheira é definida pela equacio caracteristica A" + kN4 ...+ kp_ 1A+ kp = 0.
Um fato conhecido é que o polinémio caracteristico de P é o que define a equacao caracteristica.

De fato,
- 1 0 0
0 —A 1 0
pp(A) =det(P—-X)=0<| ' ' ' =0.
0 0 0 e 1
_kn _knfl _k’an to (_kl - )\) (nxn)
Logo,

AN A 4k N+ ky, =0.

Vemos assim que a equagao pp(A\) = 0 coincide com a equagao caracteristica da equagao
diferencial de ordem n que deu origem a matriz P.

O exemplo 1, mostra que o sistema (5) pode ser equivalente ao sistema companheiro e vimos
dois exemplos de (5) que nao sao equivalentes a um sistema companheiro, o exemplo exemplo 2
e o sistema (6) bi-dimensional com diagonal, tendo dois autovalores repetidos.

Uma Semelhanca Invariante

E conveniente dar a definicao a seguir.

Definicao 2 Um vetor z € R™ é um vetor ciclico para uma matriz quadrada A de ordem n

se os n vetores x, Az, A%z, ... , A" 'z sdo linearmente independentes.
Exemplo 3 O vetor ¢ = [ 00 --- 1 ]T é ciclico para a matriz
[0 1 0 e 0
0 0 1 e 0
P =
0 0 0 1
L _kn _kn—l _kn—2 _kl _
De fato,
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[0 0 0 T
00 0

[¢ Pg Pq - P 'q]=| "~ "~
0
—1* -

que é nao-singular.
Portanto, ¢ é vetor ciclico para P.

A existéncia de um vetor ciclico para uma matriz é invariante por semelhanca, isto é, se
TAT~! = P e q é ciclico para P, entdo A tem um vetor ciclico dado por T~ 1q.
De fato:

{T~Yq, AT 1q, A2T1q,..., A""1T1¢q} é um conjunto linearmente independente pois, apli-
cando 1" a cada um deles, obtemos

TT 'q=q
TAT 'q = Pgq
TA?T g = P%q

TAn—lT—lq — Pn—lq

7

que é um conjunto linearmente independente, por hipdtese. Como T é nao-singular, segue, que
o conjunto {T1q, AT Yq,..., A" 1T¢q} é linearmente independente.

Portanto T~'q é vetor ciclico para a matriz A.

No que segue, utilizaremos os dois lemas abaixo. Lembramos que o polindmio minimo de
uma matriz A é o polindmio de menor grau que se anula em A, cujo coeficiente do termo de
maior grau é igual a 1.

Lema 2 Matrizes semelhantes tém o mesmo polinémio minimo.

Demonstracao. Sejam ¢4, gp, polindmios minimos de A e B, respectivamente, onde
A~ B.

Logo existe T’ nao-singular tal que, B = T~LAT.

Assim,  qa(B) = qa(T71AT) = T 1qa(A)T = 0.

Logo, gr(gr(A)) < gr(ga(X)), onde ”gr” significa ”grau”.

Por outro lado, ¢p(A) = qg(TBT ') = Tqp(B)T~! = 0.

Logo, gr(qa)(A) < gr(gs(N)).

Portanto esses dois polindmios tém o mesmo grau, se anulam em A e em B entao eles devem

ser idénticos por, [3,teo : 3.3.1]. [ |

Lema 3 Os polindmios caracteristico e minimo de uma matriz companheira P s&o idénticos.

Demonstracao.

Considere a matriz P e seja I a matriz identidade de ordem n.

Seja, pp(A) = A" + kA" P+ 4+ k, 1A+ k, polinomio caracteristico de P.
Observe que, se e representa o j-ésimo vetor da base canonica do R", j = 1,2,...,n, entao
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61]2(1,0,"' ,0)261 261[
€1P:(0,1,0,--' ,0)262:€1P
eaP = (0,0,1,0,---,0) = e3 = e; P?

en1P =(0,0,0,0,---,1) = e, = eg P!
enP = (=kn,—kn_1,-+,—k1) = —e1kn — e2kp_1 — - — ey k1 &
elP" = —e1 Ik, —e1Pky_q1 — - — e P 'k &
elP"+ ek PP 1+ etk 1 P+ekpl =0&
e (P + ki Pt 4ok P4 k) =0 &
eipp(P) =0

Além disso, expp(P) = e; P*~pp(P) = 0 para cada k = 1,2, --- ,n, desde que expp(P) = 0
para cada vetor e. Concluimos que pp(P) = 0, e portanto pp(\) é um polindémio de grau n que
se anula em P.

Se existe um polinémio g(t) = t™ + byt™ ! 4+ .- 4+ tby,_1 + by, com m < n que se anula em
P, entao

0=-eq(P)

=e1P" + et P - 4 e1by 1P+ ety

=em+1+b1€m+ -+ bn_1e2 + bper

& emy1 = —bieym — - —bp_1e2 — byen
= em+1 € linearmente dependente com os vetores base ej,es, -+ ,€em,, absurdo.
Portanto, pp(\) = A"+ kA" 14+ +k, 1A+ k, ¢étambém o polinémio minimo.

|

Proposicao 1 Uma matriz A é semelhante & matriz companheira P definida pelo seu po-
lindmio caracteristico se, e somente se, os polindmios minimo e caracteristico de A sao idénticos.

Demonstracao. Sabemos que matrizes semelhantes tém os mesmos polindmios minimo e
caracteristico.

Supondo A ~ P, entao pp(A) = pa(\) e ¢p(\) = ga()\) onde, p é o polindmio carac-
teristico e ¢ é o polindmio minimo. Pelolema 3, pp(\) = gp(\), e dai segue que os polinémios
caracteristico e minimo de A sao idénticos.

Por outro lado, se o polinémio minimo e o polinémio caracteristico de A sao idénticos, entao a
forma canonica de Jordan de A deve conter exatamente um bloco de Jordan para cada autovalor
distinto, e a ordem de cada bloco é igual & multiplicidade do autovalor correspondente como
zero do polindmio caracteristico (e minimo) de A.

Pelo lema 3, os polindmios caracteristico e minimo da matriz companheira P sao idénticos.
Assim, a matriz companheira P tem os mesmos blocos de Jordan de A. Logo por transitividade
segue que A é semelhante a P. [ ]

E facil construir um exemplo de matriz que tem (ou nao tem) vetores ciclicos. Os exem-
plos 1 e 2 possuem condicao de semelhanga onde o polindmio minimo e caracteristico de A é
p(A) = A\ + 3). Concluimos que existe alguma outra obstru¢ao no exemplo 2 para a equi-
valéncia com o sistema (2), e a obstrugao deve envolver o vetor b. Assim, o problema com a
transformagao no exemplo 2 estd relacionado a forma com que a funcao forcante u ingressa as
equacoes. Examinaremos essas questoes na préxima segao.
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Unicidade da Transformacao T’
Assuma que temos uma matriz T' ndo-singular tal que TAT ' =P e Tb=gq.
Entdo, TAT 'q = TAb, e TA*b = TAFT 1q = (TAT Y)*q = P¥q, para todo k > 0

inteiro.

A néao-singularidade de T implica que, se ¢ é ciclico para P,

n:fr’ank[q Pqg --- P"_IQ]
=rank [ Tb TAb --- TA"1b]
= rank [ b Ab --- A" 1p ]

Além disso, T é determinada univocamente por suas agoes na base definida pelos vetores
{ b, Ab, --- A"1p }

Assim, nés temos o resultado de unicidade a seguir e condigdo necessaria.

Proposicao 2 H4 no maximo uma transformagao linear nao-singular z = Tz, levando (5)
para a forma companheira (2). Tal T existe somente se

rank [ b Ab --- A"lb ] =n. (10)

O exemplo 2 é explicado por este resultado pois, [ b Ab ] = [ 1 8 }’
rank # 2.

Voltaremos mais adiante ao exemplo 2 para estudo adicional.

A Proposicao 2. também explica porque nés ndo podemos obter uma equacio de segunda
ordem da forma (1) para a varidvel x; no exemplo 1: a equacao de segunda ordem para y = z;
deve ser uma combinagao linear tinica das componentes de x.

Mostraremos em seguida que a condi¢ao (10) é também suficiente para garantir a existéncia
de uma transformacao nao-singular que leve (5) a (2). Mostraremos também como construir T
por um método direto e simples.

A Condicao do posto é Suficiente para Equivaléncia

Referindo-se anteriormente pelo exemplo 1, a chave em transformar (5) para (2) é identificar
a variavel z; que satisfaz uma equacdo de ordem n equivalente a (1).

Note que,

z1 =(primeira linha de T')-x. Vamos denotar a primeira linha de T" por 7.

Assim, desde que Tb = g = [ 00 --- 1 ]T e TA*Fb = P*q, devemos ter, 7b =0, 7Ab = 0,
o, TA2h =0, TA b =1.

Escrevemos isso como
r[b Ab - A ]=[0 0 - 0 1] =4". (11)

Agora, se assumirmos rank [ b Ab --- A 1p ] = n, hd uma uUnica solugao para 7 em
(11)

Novamente, a variavel z; deve ser uma combinagao linear tinica das coordenadas de x.

Seja agora zp =(segunda linha de T)-z = 2 = 72" = 7(Az + bu(t)) = TAz + Tbu(t) = T Az.

Portanto, z9 = 7 Ax.
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Continuando desse modo, as equacoes que definem 7 e a forma do sistema z implicam que,

T

TA

i rAr1

Combinamos esse argumento com a Proposicao 2, temos o seguinte resultado:

Teorema 1 O sistema z = Az + bu(t) com z € R™ pode ser transformado no sistema
companheiro 7 =Pz+ qu(t), por uma transformagao linear nao-singular z = Tx se, e somente
se, rank [ b Ab - A1 ] = n. Neste caso, T' é definida univocamente por (12) onde 7 é

a Unica solucao de (11).

O Teorema 1 responde nossa questao original. Se os fatos algébricos bésicos relativos a
existéncia de um vetor ciclico para a matriz companheira de A é entendida, entao a situacao
relativa a equivaléncia entre (5) e (2) se torna transparente. Nossa questao original nos levou
a esse ponto. Mas hd muito mais envolvido aqui. Pense em variar o termo nao homogéneo em
(5). E se aplicarmos diferentes funcoes de entrada u(t)? Até onde isso pode afetar as solugoes
do sistema?
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