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INVARIANTE GLOBAL DE APLICACOES ESTAVEIS DE
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RESUMO

Em 1955, H. Whitney publicou o artigo
“Mappings of the plane into the plane” que
se tornou o fundamento para uma nova te-
oria matematica, a Teoria de Singularidades
de aplicacoes diferencidaveis. Whitney mostrou
que, para uma classe especial de aplicagoes do
plano no plano (as estdveis) as singularidades
que podem aparecer sao apenas de dois tipos:
dobras ou cuspides. A partir do trabalho de
Whitney, diversos matematicos tém estudado
as singularidades de aplicagoes de R™ em R™,
como por exemplo, R. Thom [12] que classifi-
cou, no caso de R™ em R, as singularidades em
sete catastrofes elementares ou Boardman [2]
que realizou um estudo sobre as singulares de
ordem superiores.

Uma nocao de equivaléncia no espaco das
aplicagoes diferencidveis é a de mudancas
de coordenadas no dominio e na imagem
(A-equivaléncia). Sendo um dos problemas
classicos em Teoria de Singularidades a des-
cricao completa das classes de equivaléncia
dessa relagao. Tal problema tem se mostrado
dificil de ser resolvido. Os rumos da pesquisa
no sentido de resolvé-lo se resumem, em muitos
casos, na busca de invariantes que permitam
classificar boa parte das aplicagoes.

Em [13], Vassiliev desenvolveu uma teoria ge-
ral que conduz a obtencao de invariantes de
isotopia nos espacos de aplicagoes estaveis en-
tre variedades. Seu método pode ser aplicado
a varios tipos de aplicagoes e a definicao dos
invariantes correspondentes esta baseada, em
cada caso, no estudo da topologia de um sub-
conjunto discriminante determinado pelo su-
bespaco das aplicagoes nao estaveis.

Em [1], por exemplo, Arnold definiu trés
invariantes bésicos de primeira ordem para
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aplicacoes estdveis do circulo no plano. Por
outro lado, Goryunov [4], estudando aplicagoes
estaveis de superficies no R3, obteve todos in-
variantes locais de primeira ordem para tais
aplicacoes. Mais recentemente, T. Ohmoto [9],
determinou um conjunto completo de gerado-
res para o anel dos invariantes semi-locais de
primeira ordem do tipo Vassiliev.

No estudo de aplicagoes estaveis de superficie
fechadas no plano, T. Ohmoto e F. Aicardi [10],
usando a técnica de Vassiliev, apresentaram al-
guns invariantes numeéricos, do ponto de vista
local, para o conjunto de ramificacdo dessas
aplicagoes. No entanto (ver [8]), existem ca-
sos em que estes invariantes nao sao suficientes
para distinguir as aplicagoes, ou seja, existem
aplicagoes em classes de A-equivaléncia distin-
tas, mas, com mesmo valor para esses invari-
antes. Isto acontece quando as aplicagoes em
questao apresentam conjuntos de ramificacao
“parecidos”. Tal fato tem motivado a busca
de novos invariantes (globais) que dependam
da topologia do conjunto singular sobre a su-
perficie de dominio da aplicacao.

Um invariante com tal propriedade foi intro-
duzido por Hacon, Mendes e Romero [5] (no
caso de superficies orientadas), a saber, o grafo
associado a aplicacao estavel. Neste caso, o
grafo carrega consigo diversas informacoes so-
bre a aplicagdo. Além de caracterizar total-
mente a superficie de dominio, fornecendo o seu
género, o grafo associado nos informa o tipo to-
polégico do complemento do conjunto singular
da aplicacdo bem como o nimero de compo-
nentes conexa do conjunto singular.

Com relagao a técnica de associar grafos a
aplicacoes estaveis, uma pergunta pertinente
é: “Quais grafos podem ser vistos como gra-
fos de aplicagoes estaveis?”. Em [7], Hacon,
Mendes e Romero, deram uma resposta satis-
fatéria a esta pergunta (no caso de superficies
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orientadas), caracterizando completamente to-
dos os grafos realizaveis por tais aplicagoes. Em
[6], estes mesmos autores trataram da questao
de realizacao de grafos para uma classe de
aplicagoes estaveis da esfera, as aplicacoes do-
bra (aplicagoes sem cuspides), caracterizando
também os grafos dessas aplicacoes.

Em [1], Quine estabeleceu uma férmula que
relaciona o grau da aplicacao estavel entre su-
perficies compactas, com o ntimero de cispides
e a caracteristica de Euler das superficies. Uti-
lizando algumas das transicoes de codimensao
1, apresentadas por E. Chincaro [3] e T. Oh-
moto [9] vamos apresentar uma demonstragao
da férmula de Quine, no caso das aplicacoes
estaveis de superficies fechadas (e orientadas)
no plano. Com esta féormula, pode-se obter
uma relagdo entre os sinais das cuspides de
uma aplicacao e o grafo associado. Tal relagao,
como veremos, determina uma caracterizagao
dos grafos realizaveis por aplicagoes dobra.
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