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Resumo
Neste trabalho estudamos o Principio das Gavetas de Dirichlet, também conhecido
como Principio da Casa dos Pombos. Apresentamos trés versdes deste principio e
suas aplicagdes em problemas geométricos e aritméticos. Além disso, apresentamos
uma prova da infinitude dos ndmeros primos utilizando o Principio das Gavetas de
Dirichlet.
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1 Introducdo

Se todos os pontos do plano forem pintados, cada um com uma dentre 2 cores, seria
possivel encontrarmos dois pontos cuja distancia entre eles é de exatamente 10 cm? O
que acontece se distribuirmos 12 bombons para 9 criangas? E possivel afirmar que em
determinada sala de aula existem alunos que nasceram no mesmo dia da semana? E
no mesmo dia do ano?

Neste texto pretende-se abordar questdes desta natureza utilizando o Principio das
Gavetas de Dirichlet, também conhecido como Principio da Casa dos Pombos, que diz:

"Se distribuirmos n objetos em m gavetas com n > m, entdo pelo menos uma gaveta
terd mais que um objeto".

Acredita-se que o matematico alemao Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet tenha
utilizado este principio pela primeira vez em 1834, na forma de ocupacio de gavetas.
O enunciado é de facil entendimento. Contudo é uma ferramenta de grande utilidade
na solugdo desde problemas elementares a questdes mais elaboradas.

A técnica para aplicar o Principio das Gavetas é identificar "objetos"”, "gavetas" e a
"regra” utilizada para distribuir os objetos nessas gavetas. Ao longo do texto explicita-
mos, nos diversos exemplos, estas trés etapas. Também verificamos que o conjunto dos
nudmeros primos é infinito, Teorema 4.1, utilizando o Principio da Casa dos Pombos.

O texto estd organizado da seguinte maneira: Na segunda se¢do relembramos al-
guns conceitos que serdo utilizados nesta discussdo. A terceira segdo apresenta trés
versdes do Principio das Gavetas e exemplos de sua aplicagdo, sempre ressaltando a
importancia da escolha "ideal" dos objetos e das gavetas. As se¢des quatro e cinco fo-
ram dedicadas aos problemas relacionados a aritmética e geometria, respectivamente.

2 Conceitos Béasicos

Nesta segdo listamos os principais conceitos utilizados ao longo do texto. As principais
referécias desta se¢do sdo [1] e [3] onde o leitor encontrard as respectivas demostracdes.
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Dados dois numeros inteiros a e b, com a # 0, dizemos que a divide b (a | b) se
existir um inteiro c tal que b = ac. Se a ndo divide b, escrevemos a { b. E usual dizer que
a é um divisor de b, ou b é divisivel por a, ou ainda b é um maultiplo de a quando a | b.

Um ntmero inteiro n é chamado de primo se n > 1 e se possui apenas dois divi-
sores positivos n e 1. Se n > 1 ndo é primo dizemos que n é composto.
Vejamos algumas propriedades da divisdao dos inteiros:

Teorema 2.1. Sejam a, d, m e n niimeros inteiros. Entdo:
1. 1)aalaealO0;
2.d|n=ad|an;
3. ad|anea#0=d|n
4. din=d|nm;

5.albeb|lc =alc

Demonstragdo. Veja (1 e 5) no livro [3]: unidade 1 - pagina 3 e (2) no livro [1] - pagina
3. ]

Teorema 2.2 (Algoritmo da Divisdo). Sejam a e b niimeros inteiros com b > 0. Entdo existem
dois, 1inicos, niimeros inteiros q e r tais que:

a=b-g+r,com0<r<b

Demonstragido. Veja a demonstragdo do algoritmo no livro [1] pdgina 5. O

Dado dois inteiros a, b ndo simultaneamente nulos. Um inteiro d > 0 é dito o
maximo divisor comum de a e b se, e somente se

i) d|a e d|b,
ii) c inteiro tal que c|a e c|b implica que c|d.

O inteiro d é denotado por mdc(a, b).

Observe que o segundo item garante a unicidade do mdc(a, b). De fato: suponha
que d = mdc(a,b) e di = mdc(a,b). Segue do segundo item que d|d; e di|d e assim
d=d.

E usual dizer que a e b sdo coprimos, ou primos entre si, quando mdc(a, b) = 1. O
proximo resultado elenca algumas propriedades do maximo divisor comum.

Teorema 2.3. Sejam a e b miimeros inteiros. Entdo:

1. mdc(a,b) = mde(b, a) = mde(—a,b) = mde(a, —b) = mdc(—a, —b);
2. mde(l,a) =

3. mdc(0,a) = |a|;

4. mdc(a,a) = |al;
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Demonstragido. Veja a demonstragdo no livro [3]: unidade 5 - paginas 2 e 3. O

Para provar a existéncia do maximo divisor comum de dois inteiros ndo negati-
vos, Euclides utiliza, essencialmente, o resultado abaixo que é conhecido como Lema de
Euclides.

Lema 2.1 (Lema de Euclides). Sejam a, b, q e r niimeros inteiros. Se a = b - g + r entdo
mdc(a, b) = mdc(b, r).

Demonstragdo. Seja d = mdc(a, b) e di = mde(b, 7). Como d = mdc(a, b) temos que
d|a e d|b e entdo d|(a — bg), ou seja, d|r. Portanto d|d;, pois di = mdc(b, ). De maneira
andloga temos que d;|d. Portanto, d = d; e temos o resultado. O

Exemplo 2.1. Dados m e n inteiros positivos e distintos, temos que:
mde(22" +1,22" +1) = 1.

De fato, suponha que m > n e observe que

—1

22" _1=022""" + 12" T+ 1) 22+ DY - 1),

Assim 22" +1 = (2% 4+ 1) - ¢ + 2 e portanto pelo Lema de Euclides
mdc(2?” 4+1,2%" +1) = mdc(22” +1,2) = 1.
%

Teorema 2.4. Sejam a, b e c niimeros inteiros. Sea | b-c e mdc(a,b) = 1lentioa | c.
Demonstracido. Veja a demonstragdo do teorema no livro [3]: unidade 6 - padgina 4. O

Dado um numero real  vamos denotar por |z| o maior inteiro que é menor ou
igual a z, ou seja,
lz] =maz{n € Z|n <z}

A fungdo | | : R — Z é chamada de maior inteiro ou fungéo piso.
As principais propriedades da fungdo maior inteiro seguem abaixo.

Teorema 2.5. Sejam x, y niimeros reais e m um niimero inteiro. Entdo:
1 |z] <z <|z]+1;
2. sex < yentdo |z| < |y|;
S ety <le+yl <lz]+ [yl +1
4. se m > 0 entdo {MJ = {EJ
m m
Demonstragdo. Vamos verificar o item 3. Os demais deixamos a cargo do leitor. Sejam
r=n+aey=p+ Pondenepsiointeirose 0 < a, 5 < 1. Logo,
]+ lyl=n+p=In+p] < |n+ta+tp+p]
= |z +y]
= ntp+latp]
n+p+1
lz] + ly] +1

IA
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O

Dado um ndmero real  vamos denotar por [2] o menor inteiro que é maior ou
igual a z, ou seja,
[z] =min{n € Z|n > x}.

A fungdo [ ] : R — Z é chamada de fun¢do menor inteiro ou fungio teto.
Teorema 2.6. Sejam x, y niimeros reais e m um niimero inteiro. Entdo:
1 [z] —1<z< [z
2. sex < yentio [x] < [y];
3 [zl + [yl -1 <[e+yl <[z[+[yl;

x x
4. se m > 0 entdo [H—‘ = [——‘
m m
Demonstragdo. Vamos verificar o item 4. Os demais ficam a cargo do leitor. Seja
x =n—a,onden éinteiroe 0 < a < 1. Sabemos, do algoritmo da divisdo, que existem

g e r taisquen = m.g+r, 0 <r < m. Portanto,

2] - [enr=e] - 5] -

pois0 <r—a <m,umavezque0 <a<1le0 <r <m.Mas,

Rk e R

verificando o resultado. U

3 Principio de Dirichlet e Generaliza¢des

Nesta se¢do vamos apresentar trés versdes do Principio de Dirichlet, ou Principio da
casa dos Pombos, e varios exemplos de suas aplicagdes.

)
4
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o

Figura 1: Cémoda.

—_—

Principio das Gavetas 3.1. Se colocamos n+ 1 objetos em n gavetas, entdo haverd pelo menos
uma gaveta com dois ou mais objetos.
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Demonstragdo. Se ao distribuimos n + 1 objetos em n gavetas e cada uma delas
contiver, no maximo, um objeto, o niimero total de objetos assim distribuidos sera no
maximo n, o que é uma contradicao. O

Note que n + 1 é o nimero minimo de objetos que satisfaz o Principio das
Gavetas 3.1, e, claramente, o resultado é vélido para todo inteiro [ > n + 1. Veremos
que o Principio das Gavetas de Dirichlet nos auxiliard na resolugdo de exercicios de
Combinatdria, Teoria dos Ntmeros e Geometria, dentre outros.

Vejamos, nos exemplos abaixo, como aplicar o Principio das Gavetas 3.1.

Exemplo 3.1. Em um conjunto de 8 pessoas podemos afirmar que: pelo menos duas nasceram
no mesmo dia da semana.
Identificando as gavetas e os objetos.

o Objetos: As oito pessoas;
o Guavetas: Os sete dias da semana;
o Regra: Cada pessoa estd associada ao dia da semana que nasceu.

Temos 8 objetos (pessoas) para serem distribuidos em 7 gavetas (dias da semana). Pelo
Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma gaveta ird conter ao menos dois objetos,
ou seja, no minimo 2 pessoas nasceram no mesmo dia da semana. &

Exemplo 3.2. Marcam-se cinco pontos (A, B, C, D, E) sobre um quadrado de lado 2. Mostre
que, pelo menos, 2 destes pontos estdo a uma distdncia menor ou igual a V2.

Nosso desafio em cada exercicio é determinar quem sio as gavetas e quem sdo os objetos.
Se a escolha ndo for bem sucedida acarretard em complicagdes. Por exemplo, se escolhermos as
gavetas como sendo os quatro tridngulos da figura 2.

—_2—

Figura 2: Quadrado.

Aplicando o Principio das Gavetas 3.1 temos que ao menos uma gaveta conterd 2 pontos,
como mostra figura 3.

Nesse caso, podemos obter uma distancia entre os pontos A e B maior que /2. Logo, a
escolha das gavetas nio foi adequado para o nosso problema.

Mas, se dividirmos o quadrado original em 4 quadrados de lado 1, figura 4.

Vamos obter

e Objetos: Os cinco pontos (A, B,C, D, E);
o Gavetas: Os quatro quadrados de lado 1;
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Figura 3: Possiveis gavetas.
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Figura 4: Objetos nas gavetas.

o Regra: Cada ponto estd associado a um quadrado (Caso um ponto esteja na fronteira entre
dois ou mais quadrados, "ele pode escolher”a qual deles quer pertencer).

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao distribuirmos os 5 pontos (A, B, C, D, E) dentro dos 4
quadrados de lado 1, teremos pelo menos dois pontos dentro de um mesmo quadrado.

Sabemos que a maior distdncia entre dois pontos contidos no interior de um quadrado é
iqual a sua diagonal (I\/2). Portanto, como os quadrados possuem lado 1, temos que o maior
comprimento entre estes dois pontos serd \/2. &

Exemplo 3.3. Em um ano, ndo bissexto, em qualquer conjunto com 366 pessoas existem pelo
menos duas que nasceram no mesmo dia.

o Objetos: As pessoas;
o Guavetas: Os dias do ano (365 dias, nesse caso);
o Regra: Cada pessoa estd associada ao dia do seu nascimento.

Temos 366 objetos (pessoas) para serem distribuidos em 365 gavetas (dias do ano). Pelo
Principio das Gavetas 3.1, temos que, pelo menos uma das gavetas ird conter pelo menos dois
objetos, ou seja, pelo menos 2 pessoas vio nascer no mesmo dia do ano. &

O Principio das Gavetas 3.1 garante que em qualquer grupo de 366 pessoas, em um
ano ndo bissexto, pelo menos duas nasceram no mesmo dia do ano. Um fato curioso é
que em um grupo de apenas 23 pessoas existe a chance de pelo menos duas nascerem
no mesmo dia do ano, e esta, é maior que 50%. Ou seja, no referido grupo, é mais
provéavel ter duas pessoas com o mesmo aniversdrio do que todas aniversariarem em
dias diferentes. Indicamos a leitura do texto O paradoxo gémeo e o velho e bom logaritmo
na secdo 2.5 do livro [5] - pagina 36.
Exemplo 3.4. Vejamos que em um grupo de n pessoas hd sempre duas que conhecem exata-
mente o mesmo niimero de pessoas nesse grupo.(Conhecer é uma relaciio simétrica, ou seja, se
a conhece b, b conhece a.)
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Dentro desse grupo de n pessoas, qualquer uma delas pode conhecer no minimo 0 (quando
ndo se conhece ninguém - “penetra”) e no mdximo (n — 1) pessoas (quando se conhece todo
mundo).

o Objetos: As pessoas;
o Guavetas: Niimero de pessoas que cada individuo pode conhecer (de 0 a (n — 1), nesse caso);
e Regra: Cada pessoa estd associada ao niimero de pessoas que ela conhece.

Identifique cada gaveta pelo niimero de pessoas que cada individuo pode conhecer. Note
que uma das gavetas 0 e (n — 1) permanecerd desocupada, pois estas possibilidades nio podem
ocorrer simultaneamente. Portanto, temos n objetos para serem distribuidas em (n — 1) gavetas.
Segue do Principio das Gavetas 3.1 que pelo menos uma gaveta contém pelo menos dois objetos.
Ou seja, existem pelo menos duas pessoas que conhecem o mesmo niimero de pessoas. &

O préximo exemplo estava proposto na segdo de exercicios do livro [2] pagina 159.

Exemplo 3.5. Um certo livreiro vende pelo menos um livro por dia. Sabendo que o livreiro
vendeu 463 livros durante 305 dias consecutivos, mostre que em algum periodo de dias conse-
cutivos o livreiro vendeu exatamente 144 livros.

Seja Sk o total de livros vendidos até o K-ésimo dia inclusive. Sabemos que o livreiro vende pelo
menos um livro por dia e que durante 305 dias vendeu um total de 463 livros. Logo:

1 <851 <85 <83 <...< S305 =463

O miimero de livros vendidos do dia q ao dia p (inclusive) é S, — Sq_1. Nossa intengio é
mostrar que existem termos na sequéncia Sy, cuja diferenca é 144. Com esse intuito definimos a
sequinte sequéncia

Ty = Sk + 144, onde k = 1,...305
Note que
145 <T < Ty < T3 < ... < T35 = 607.

Agora estamos em condigdes de definirmos nossas gavetas e objetos:
o Objetos: Sy, 52,853, 5305, 11, T2, - - ., Ts0s;
o Gavetas: Os 607 niimeros inteiros de 1 a 607;
o Regra: Cada mimero Sy ou Ty, k =1, ..., 305, estd associada ao seu valor inteiro.

Temos 610 objetos (termos) para serem distribuidos em 607 gavetas. Pelo Principio das
Gavetas 3.1 pelo menos uma gaveta ird conter pelo menos dois objetos, ou seja, pelo menos 2
termos desse grupo sio iguais. Estes niimeros ndo podem pertencer a sequéncia Sy, pois esta é
estritamente crescente, o mesmo vale para a sequéncia Tj,. Portanto, existem Sy, e T, tais que
Sy = Tg, ou seja: S, = Sy + 144. Assim S, — S, = 144. Portanto, entre os diase q + 1 e p,
inclusive, foram vendidos 144 livros. &

Principio das Gavetas 3.2. Se colocamos n - k 4 1 objetos em n gavetas, entio haverd pelo
menos uma gaveta com k + 1 ou mais objetos.

Demonstragio. Se cada gaveta conter no maximo k objetos, entdo teremos n.k objetos
distribuidos. Como temos n - k£ + 1 objetos, entdo pelo menos uma gaveta contera pelo
menos k + 1 objetos. O

Abaixo, segue alguns exemplos e sua aplicagdo.
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Exemplo 3.6. Mostre que ao distribuirmos 49 presentes a um grupo de 12 criangas, pelo menos
uma delas ird receber ao menos 5 presentes.

o Objetos: Os presentes;
o Gavetas: As criangas;
o Regra: Cada crianga estd associada a seu presente.
Pelo Principio das Gavetas 3.2, que se n gavetas sio ocupadas por n - k + 1 objetos entdo

pelo menos uma gaveta deverd conter pelo menos k+1 objetos. Como temos 49 objetos (preentes)
e n = 12 gavetas, podemos escrever:

n-k+1=49
12-k+1=49
12k =48
k=4

Pelo menos uma gaveta, ou seja, pelo menos uma crianga receberd k + 1 presentes.
Portanto, como k = 4, temos que k + 1 = 5 presentes. &

Exemplo 3.7. Um estojo contém 5 canetas vermelhas, 8 canetas azuis, 7 canetas pretas e
4 canetas verdes. Qual o menor miimero de canetas que devemos retirar para que possamos
garantir que retiramos 4 de uma mesma cor?
o Objetos: As canetas;
e Guavetas: As cores (Vermelha, Azul, Preta e Verde);
o Regra: Cada caneta estd associada a sua cor.
Sabemos, pelo Principio das Gavetas 3.2, que se n gavetas sdo ocupadas por n-k+ 1 objetos

entdio pelo menos uma gaveta deverd conter pelo menos k + 1 objetos. Como queremos obter 4
objetos (canetas) de uma mesma cot, entdo:

k+1=4
k=3
Agora, como temos n = 4 gavetas (cores) e k = 3, pelo Principio das Gavetas, podemos
escrever:
n-k+1 = 4-3+1
= 13

Dessa forma, para termos certeza de que retiramos 4 canetas de uma mesma cot, € necessdrio
retirar do estojo no minino 13 canetas. &
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Principio das Gavetas 3.3. Suponha que distribuimos S = a1 + az + ... + a,, objetos em n
gavetas da sequinte maneira:

ay objetos na primeira gaveta,
as objetos na segunda gaveta,

ay, objetos na iltima gaveta

Entdo

oo . S| .
i) existe uma gaveta com no minimo { objetos.
n

I . S .
ii) existe uma gaveta com no mdximo [ objetos.
n

Demonstracao:

. . ) S
i) - Queremos mostrar que existe, pelo menos um a;, 1 <i < n, tal que: a; > { .
n

Suponha que todos os a;s sejam menores que {J , ou seja,
n
S
a; < {J -1, parai=1,...,n.
n

S
Logo a1 +az + -+ - + a, < n( - — 1) e temos que

S_amtat tan {SJ —1
n n n
. S| S .
Um absurdo visto que | —| < —, Teorema 2.5. Portanto, existe uma gaveta com no
n n

fni \; S J .
minimo | — | objetos.
n

ii) Queremos mostrar que existe, pelo menos um «a;, 1 < i < n, tal que: a; < [w
n

. . S .
Vamos supor que todos os as sejam maiores que {—‘ , ou seja,
n
S
{—‘ +1<a;parai=1,...,n.
n
~ S .
Entdon(|—|+1) <ai1+az+- -+ ay, eassim
n

’75—‘ T1< ay+ag+---+an _§.
n n

S S . S S .

Logo - < o 1. Um absurdo visto que - < 1 Teorema 2.6. Portanto, existe

uma gaveta com no maximo {—‘ objetos. O
n
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Uma consequéncia direta desta demostracio é que se M é a média aritmética dos
nameros ajp, dz, . . ., Gy, €Ntdo ao menos um dos nimeros é maior ou igual a M, e, ao
menos um dos ntimeros é menor ou igual a M.

Exemplo 3.8. Em um restaurante, hd 16 amigos sentados em torno de uma mesa circular para
uma confraternizagio. Um garcom serve a cada um deles, sem perguntar a sua preferéncia, um
suco. Alguns desses sucos sio de laranja e outros de abacaxi. Sabendo que 8 desses amigos
preferem suco de laranja e os outros 8 preferem suco de abacaxi, mostre que, sem mexer nos
amigos e fazendo apenas rotacdes na mesa (por exemplo sentido hordrio), é possivel fazer com
que pelo menos 8 amigos tenham suas preferéncias respeitadas.

A mesa pode assumir 16 posicdes diferentes. Seja a;,i = 1,...,16, o niimero de amigos
cuja preferéncia é atendida com a mesa na posigdo i. Portanto, temos:

e Objetos: O mumero total de preferéncias atendidas pela mesa em cada posigdo i,
(a1+a2+...+a16);

o Gavetas: As 16 posicdes distintas que a mesa pode assumir;

o Regra: Cada niimero de amigos cuja preferéncia é atendida estd associado com a mesa na
posi¢io i.

Mas cada suco é colocado, sucessivamente, em frente a cada um dos amigos e sabemos que
existem exatamente 8 amigos que preferem cada sabor, ou seja, cada suco atende a exatamente
8 amigos. Visto que o garcom serviu 16 sucos, podemos concluir que o total de preferéncias
atendidas serd 128. Assim, temos:

a1+a2+...+a16

a1 +as+...+ag=128 = 16 =8
Logo, pelo Principio das Gavetas 3.3, podemos concluir que pelo menos um a;,
i =1,...,16, serd igual a 8, no minimo. Ou seja, hd uma determinada posicio da mesa em
que pelo menos 8 dos amigos terdo suas preferéncias atendidas. &

Exemplo 3.9. A média de idade do elenco dos 23 jogadores da Selecdo Brasileira de futebol
camped da Copa das Confederagoes, realizada no Brasil, no ano 2013, era de 26 anos. O que se
pode dizer da idade do atleta mais velho do time?

Como temos 23 atletas, podemos ter no mdximo n = 23 idades diferentes (Gavetas). Sabe-
mos que a média de idade da sele¢do é 26 anos. Portanto:

o Objetos: Cada um dos 23 atletas;
o Gavetas: As 23 possiveis idades;

o Regra: Cada atleta estd associado a sua idade.

a1 +ag+ ...+ as3

=26
23
Assim, pela consequéncia do Principio das Gavetas 3.3, existe pelo menos um atleta,
a; comi=1,...,23, que possui idade de pelo menos 26 anos. &

Exemplo 3.10. Suponhamos que os niimeros de 1 até 12 sejam distribuidos aleatoriamente nas
posigdes em torno do circulo da figura abaixo. Mostre que a soma dos elementos de pelo menos
um conjunto de 3 elementos consecutivos tem que ser maior ou igual a 20.
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Figura 5: Circulo.

Sabemos que os nmiimeros de 1 até 12 serido distribuidos, aleatoriamente, nas 12 posicdes
(a1, ..., a12) do circulo. Feito a distribuicdo, nos resta fazer os conjuntos de 3 elementos conse-
cutivos. Comegando, por exemplo da 1* posigdo e no sentido hordrio, vamos obter 12 conjuntos:

G1 = {al,ag,a3}, GQ = {ag,ag,a4}, G3 = {ag,a4,a5},
G4 = {a4,a5,a6}, G5 = {a5,a6,a7}, GG = {a6,a7,a8},
Gr7 = {ar,as,a9}, Gs = {as, a9, a10}, Go = {ag,aio, a11},
Gio = {a10,a11, 012}, G11 = {a11, 012,01}, G12 = {a12, a1, a2}

Note que cada posicio aparece em 3 conjuntos, ou seja, podemos afirmar que todos os nii-
meros vdo repetir exatamente 3 vezes, independente da posigdo que este niimero ocupar.

o Objetos: A soma dos trés niimeros consecutivos de cada um dos 12 grupos;
o Guavetas: Os 12 possiveis grupos;
o Regra: Cada soma dos trés niimeros estd associada a um determinado grupo.

Agora, basta calcular a média da soma dos niimeros dos 12 conjuntos:

12

> 16

i=1 _|G1\+|G2\+...+|Glz|_3a1+3a2+...+3a12
12 12 B 12
~3(artax+...+az)  3(78) 234 195
12 12 12
Pelo Principio das Gavetas 3.3, existe pelo menos um G, onde iy € {1,...,12}, tal que
G, > 20. Ou seja, a soma de pelo menos um conjunto de 3 elementos consecutivos tem que ser
maior ou igual a 20. &

4 Aritmética

Nesta sec¢do resolvemos algumas questdes relativas a Aritmética utilizando o Principio
das Gavetas de Dirichlet. Em particular, apresentamos uma prova da infinitude dos
ndmeros primos.
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Exemplo 4.1. Mostre que em um conjunto de sete inteiros, nio necessariamente consecutivos,
existem pelo menos dois que possuem o mesmo resto quando divididos por seis.
Sabemos que

b=a-q+r,com0<r<a.
Sejam os sete niimeros: {x1,x2, 3, x4, Ts, Te, T7 }, NA0 necessariamente consecutivos. Ao
dividi-los por seis, os posstveis restos sdo da forma {0,1,2,3,4,5}.
o Objetos: Os sete niimeros;
o Guavetas: Os seis possiveis restos;

o Regra: Cada mimero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao dividirmos os sete niimeros por seis, teremos pelo menos
dois niimeros com o mesmo resto. &

Exemplo 4.2. Dados 5 ou mais niimeros inteiros existirdo, pelo menos dois inteiros cuja dife-
renga é divisivel por quatro.
Considere os quatro conjuntos:

Ko=1{...,—-8,-4,0,4,8,12...}

Ki={..,-7,-3,1,5913..}
Ky={...,—6,-2,2,6,10,16...}
Ky={..,-5-1,3,711,15..}

Observe que cada conjunto K;, com 0 < i < 3, é formado pelos niimeros que deixam restos:
0, 1,2 e 3, respectivamente, na divisdo por 4.
Sejam os cinco niimeros inteiros: {x1,x2, T3, T4, x5}, Ndo necessariamente consecutivos. Cada
um desses niimeros, estard associado a exatamente uma classe de K;’s, com 0 < ¢ < 3. Portanto,
0s posstveis restos serdo da forma {0, 1,2, 3}.

o Objetos: Os cinco niimeros;
o Gavetas: Os quatro posstveis restos (da divisdo por 4);
o Regra: Cada mimero estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, dois desses niimeros vio possuir o mesmo resto
e, portanto, a diferenga entre eles serd um muiltiplo de 4. &

Note que, o que acabamos de fazer com o ntimero 4, pode ser feito com qualquer
ndmero n. Basta considerarmos os n conjuntos: Ky, K1, Ko, ..., K,,_1, onde em cada K,
com 0 < i < (n— 1), colocamos todos os inteiros que deixam restos i quando divididos
por n. Sabemos que cada inteiro estara associado a exatamente uma classe de K;’s.
Agora, basta tomarmos um conjunto de nlimeros com m elementos, m > n+1, de onde
podemos concluir que, pelo menos, 2 deles estardo na mesma classe K; e portanto, a
diferenca entre eles serd divisivel por n.

Exemplo 4.3. Vejamos que 11 divide infinitos niimeros da forma 919191 ...91. Pela Divisdo
Euclidiana, os possiveis restos de uma divisdo por 11 sdo: r={0,1, 2,3, 45,6,7,8, 9, 10}.
Considere
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o Objetos: O doze niimeros 91, 9191,. .., 919191919191919191919191;
o Gavetas: 0,1, ..., 11 (os onze possiveis restos da divisdo por 11);
o Regra: Cada mimero estd associado a seu resto da sua divisdo por 11.

Segue do Principio das Gavetas 3.1 que pelo menos dois destes niimeros possuem o mesmo
resto. Logo, a diferenca entre eles serd divisivel por 11.Note que esta diferenca é da forma

919191...91...0000 = 919191...91-10%* .
—_— <~
c b
Seque do Teorema 2.4 que 11 | (919191...91), visto que 11 ndo divide 10°*. E claro que
considerando infintas sequéncias distintas com 12 niimeros, 91...91, garantimos a infinitude da

afirmagao. &
O exemplo abaixo foi retirado do livro [2], pagina 151, e mostra que podemos
escrever o mdc(a, b) = d como uma combinagéio linear de a e b.

Exemplo 4.4. Sejam os niimeros naturais a e be o mde(a, b) = 1. Mostre que existem niimeros
inteiros m e n tais que:

am+bn = 1.
Se mdc(a,b) = 1, considere a sequéncia A = {a, 2a, 3a, . .., ba}. Afirmamos que existe algum
niimero do conjunto A que deixa resto 1 quando dividido por b. Se isso ndo ocorresse, teriamos:

e Objetos: Os b miimeros do conjunto A;
o Gavetas: Os b — 1 restos diferentes quando divididos por b (0,2, ...,b—1);
o Regra: Cada niimero da sequéncia estd associado a seu resto.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos dois deles, digamos ia e ja, com1 <1i < j <,
deixardo o mesmo resto quando divididos por b. Logo a diferenca entre eles, (j—1)a serd divistvel
por b.

Mas o mdc(a,b) = 1, entdo b | (j — i), pelo Teorema 2.4, com j — i > 0. Como
b > j — i, temos um absurdo. Assim, algum dos niimeros em A deixa resto 1 quando divididos
por b. Digamos que esse niimero seja am. Logo, am — 1 é miiltiplo de b, ou seja, existe n tal que
am — 1 = bn. Verificando o resultado desejado. &

A infinitude dos niimeros primos é um resultado cldssico da teoria dos nimeros.
No préximo teorema noés exibimos uma prova desta afirmacéo, utilizando o Principio
das Gavetas.

Teorema 4.1. Existem infinitos niimeros primos.

Demonstrac¢do. Suponha que o conjunto dos ntimeros primos € finito. Seja

p1r <p2<---<ppn

a ordenagdo de todos os numeros primos. Agora considere os subconjuntos

G1, Go,..., G, dos ntiimeros inteiros, onde G; é o conjunto dos multiplos do primo
pi, parat = 1,...,n. Afirmamos que ndo existe nenhum conjunto de ntimeros inteiros
{a17a27 ey Qp, an+1}

com n + 1 elementos primos entre si dois a dois. De fato, sendo
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e Objetos: a1, az,...,an, Gnt1;
e Gavetas: G1, Go, ..., Gp;
e Regra: a; € G; se p; é o maior divisor primo de a;.

Portanto, temos pelo Principio das Gavetas 3.1, que para algum 1 < j < n existem
ar,as € Gj. Ou seja, p; divide a, e as, e entdo mdc(a,,as) > p;, verificando nossa
afirmagdo. Mas isto é um absurdo! Visto que existem subconjuntos infinitos com ele-
mentos primos entre si, como no Exemplo 2.1. O

5 Geometria

Apresentamos agora alguns exemplos de como podemos utilizar a aplicagdo do Princi-
pio das Gavetas de Dirichlet na Geometria.

Exemplo 5.1. Todos os pontos de um plano sio pintados nas cores de azul ou vermelha. Veja
que podemos encontrar dois pontos da mesma cor que distam exatamente 10 cm. Como queremos
distdncias de exatamente 10 cm, basta imaginarmos um tridngulo equildtero de lado igual a 10
cm.

o Objetos: trés pontos (Vértices do Tridngulo Equildtero);
e Gavetas: duas cores;
e Regra: Cada ponto estd associado a sua cor.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, ao pintarmos os 3 pontos com uma das 2 cores (Azul
ou Vermelha), teremos dois pontos da mesma cor que distam exatamente 10 cm pelo fato do
tridngulo ser Equildtero.

Exemplo 5.2. Na praga de uma cidade, seis criangas se divertem no brinquedo gira-gira, figura
abaixo. Mostre que, necessariamente, existem trés delas que se conhecem mutuamente ou trés
delas que ndo se conhecem mutuamente. Vamos considerar as criangas A, B, C, D, E e F

Figura 6: gira-gira.

como sendo os vértices de um hexdgono reqular. Agora, vamos associar as criangas duas a duas,

A B

E D
Figura 7: Hexdgono regular.
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E D

Figura 8: Criancas associadas duas a duas.

através de segmentos de retas. Sao ($) = 15 possibilidades. Identificando as relagdes por cores:
conhecer por Azul e nio conhecer por Vermelha. Observe que conhecer ou ndo conhecer é uma
relagio simétrica (Se A conhece B entdo B conhece A). Note que cada crianga estd relacionada as
outras cinco através de cinco segmentos de retas.

Observemos, por exemplo, a crianga A (O mesmo raciocinio vale para todas as criangas).

o Objetos: Os cinco segmentos de retas;
o Gavetas: As cores disponiveis (Azul ou Vermelha);
o Regra: Cada segmento estd associado a uma das cores.

Pelo Principio das Gavetas 3.2, n.k + 1, como 5 = 2.2 + 1, temos pelo menos 3 dos 5
segmentos da mesma cor. Vamos supor que estes 3 segmentos (AB, AD, AF) sejam Azuis
(caso contrdrio o argumento serd andlogo), ver figura.

Figura 9: Crianca A conhece trés criangas.

Agora, se algum dos segmentos BE, BD ou DE (lado do tridngulo BDE) for Azul, entdo
este segmento junto aos que se ligam com A, formam um tridngulo Azul, ver figura.

Figura 10:

Do contrdrio, se nenhum deles for Azul, entdo eles formam um tridngulo de lados na cor
Vermelha, o que completa a demonstragio.

Revista de Matematica de Ouro Preto  Volume 1 15



Figura 11: Trés criancas que ndo se conhecem mutuamente.

Triangulo na cor Azul indica que as criangas se conhecem e tridngulo na cor Vermelha
indica que as criangas ndo se conhecem.

&

Exemplo 5.3. Considere cinco pontos reticulados®, distintos, no plano R?. Mostre que ao
menos um dos segmentos definidos por esses pontos possui um ponto reticulado como seu ponto
médio (veja proposicio 24.2 do livro [4] pdgina 237). Lembre que as coordenadas do ponto médio
de um segmento XY é a média aritmética das coordenadas dos pontos X e Y. Sejam

A(z1,y1), B(z2,y2), C(w3,y3), D(x4,y4) e E(x5,Ys5)

0s pontos reticulados e distintos. Podemos formar (3) = 10 segmentos de retas distintos com
extremos nesses pontos, ver figura.

Figura 12: Pontos reticulados ligados dois a dois.

As coordenadas de um ponto reticulado somente assumi valores pares ou impares. Assim
temos quatro possibilidades:

(par, par), (par, impar), (impar, par) ou (fmpar, impar)
e Objetos: Os cinco pontos reticulados;
o Guavetas: Os quatro tipos de paridade;
o Regra: Cada ponto reticulado estd associado a sua paridade.

IPonto Reticulado ¢ todo ponto cujas coordenadas sdo ambas niimeros inteiros. Por exemplo: (0,0), (2,5)
e (-1,3) sdo pontos reticulados, mas (v/2, 1) ndo é.
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Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos dois desses pontos vdo ter a mesma paridade.
Suponhamos que estes pontos tenham coordenadas (x;,y;) e (z;,y;), com 1 <i#j< 5. O ponto
Tit+x; yi +y;
2 72
. N , S TH o
paridade, entdo x; + x; € par e, assim —5 é inteiro. Analogamente,

médio desse segmento tem coordenadas do tipo: ( ). Como x; e xj tem a mesma

Yi —; Yi ¢é inteiro. Na

figura 17, temos que o ponto médio M de BD é reticulado.
¢

Exemplo 5.4. Suponha que todos os pontos do plano R? sejam pintados, cada um com uma
dentre 2 cores, Vermelha (V) ou Azul (A). Mostre que existem 4 pontos de mesma cor que
formam os vértices de algum retdngulo.

Lembre que um retdngulo é um paralelogramo que possui ao menos um dngulo reto. Que-
remos que os quatro vértices do retdngulo tenham a mesma cor. Como temos disponiveis apenas
duas cores, vamos imaginar, inicialmente, trés pontos distintos Py, P» e Py alinhados sobre uma
reta ry - vertical, ver figura:

r

P2

Py

Figura 13: Trés pontos alinhados.

o Objetos: Trés pontos alinhados na reta vertical;
o Gavetas: Duas cores (Vermelha ou Azul);
e Regra: Cada ponto estd associado a sua cor.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, 2 destes 3 pontos, necessariamente, terdo que
assumir a mesma cor. Por exemplo:

(V,V.V), (V,V,A), (VA V), (A V,V), (VA A), (A, V,A), (A, A, V)ou (A A A)

Encontramos 8 configuragdes de cores. Tome trés retas t1,to e t3 perpendiculares a r1,
passando cada uma, por cada um dos trés pontos alinhados Py, P; e Ps.

Agora, para obtermos retdngulos, vamos tracar um feixe de 7 retas, rq, . .., rs paralelas e
distintas a r1. A intersecgio de cada uma dessas 7 retas: rs, ..., rs, com as 3 retas: t1,ts e ts,
nos fornece 3 pontos distintos e alinhados que pode assumir uma das 8 configuragdes de cores
encontradas.

Revista de Matematica de Ouro Preto  Volume 1 17



T

t1

t2

ts

Figura 14: Retas paralelas e perpendiculares a r;.

ri| rz| r3| ref rs| ref r7f s

t1

tz

Figura 15: Feixes de retas paralelas e perpendiculares.

Podemos visualizar retdngulos com vértices de mesma cor, mas ainda ndo é garantido que
conseguimos sempre. Para finalizar, basta tomarmos uma reta ry, paralela as retas 1, ... ,rs, e
aplicar, novamente, o Principio das Gavetas 3.1 da sequinte maneira:

o Objetos: As nove retas paralelas (r1,...,79);
o Gavetas: As oito configuragdes de pontos;
o Regra: Cada uma das nove retas estd relacionada a uma das configuracoes.

Pelo Principio das Gavetas 3.1, pelo menos, 2 destas 9 retas, necessariamente, terdo que
assumir a mesma configuracio e sabemos que em cada configuracio, pelo menos, dois pontos
possuem uma mesma cor, o que nos garante que sempre teremos algum retdngulo com vértices
de mesma cor. Para melhor visualizagdo, vamos supor que a configuragdo de ry seja a mesma de
rs.

Vale ressaltar que, por conveniéncia, iniciamos o exercicio supondo 1 sendo uma reta
vertical, e isto ndo precisa ser obrigatorio. Basta termos trés pontos alinhados, em qualquer
posigdo, que define a nossa reta ry e a partir daqui imaginarmos um feixe de nove retas paralelas.
Agora tome um outro feixe de trés retas paralelas e perpendiculares as outras nove. A conclusio
é idéntica! O
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ri{| rz| r3| r4| rs| re| r'7| rs| re

t2

t3

Figura 16: Retangulo com vértices de mesma cor - retas 5 e 9.

6 Conclusio

Este trabalho ressalta a importancia do Principio das Gavetas de Dirichlet e a sua utili-
zagdo em diversos problemas aritméticos e geométricos. Em virtude do seu enunciado
tdo simples e de facil entendimento, acreditamos que este assunto deveria ser abordado
no Ensino Bésico, principalmente, dentro dos descritores: fungdes, analise combinaté-
ria, geometria e como técnica para questdes sobre existéncia. Contribuindo, dessa ma-
neira, para o desenvolvimento l6gico dos alunos e despertando-os para novas questdes
na matematica.
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