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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a estabilidade de equagdes de diferengas
autonomas de primeira ordem. Apresentamos a teoria geral de equagdes de diferencas
lineares de primeira e segunda ordem e alguns exemplos aplicados na area de
Economia.
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1 Introdugio

Dizemos que um sistema é dinamico quando as propriedades deste
sistema variam com o tempo, podendo variar, também, espacialmente.
Sendo assim, a drea de Sistemas Dinamicos estuda processos cuja evolugao
é dada por uma lei matematica, como as que encontramos em diversos
ramos do conhecimento tais como na Biologia e na Economia. A lei de
evolugdo pode ser uma fun¢do ou uma equacgao diferencial. O objetivo
é construir uma teoria matemadtica destes processos que permita com-
preender e prever sua evolucdo. Consequentemente, diversos modelos
podem ser usados para se estudar essa evolugdo temporal e é preciso

compreender as regras que regem as mudangas que ocorrerao.
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Nesse sentido, o principal objetivo desse trabalho é estudar a estabi-
lidade de equagdes de diferengas autonomas de primeira ordem. Esse
artigo é fruto do trabalho de conclusao de curso [7]. A principal refe-

réncia utilizada nesse trabalho foi [4], e 0s exemplos apresentados foram
retirados de [1], [3] e [5].

2 Teoria geral de equagdes de diferencas

Seja t o tempo continuo para a grandeza xz(t); sua variacdo é medida

pela derivada %x(t) Sendo assim, o estudo matematico de mudangas nas
propriedades do sistema dindmico corresponde ao estudo das equagdes
diferenciais. No entanto, ao tomarmos a evolugdo do tempo de forma
discreta, ou seja, ao assumirmos que o sistema sofre alteracdo somente em
determinados instantes, estudaremos equagdes de diferencas (equagdes
discretas). Podemos classificar um sistema dindmico como discreto ou

continuo, de acordo com as defini¢des apresentadas abaixo.

Um sistema dindmico discreto é quando a varidvel ¢ € um ntimero
inteiro (neste caso, tomaremos ¢ por n). Geralmente, assume-se que n é
um nimero inteiro ndo negativo (n € Z,). A evolugdo de um sistema de
tempo discreto é governada por uma ou mais equagdes, que relacionam o
valor da variavel x no instante n € Z, a valores de = em outros instantes,

taiscomo: n+ 1,n+ 2,n 4+ 3.

Quando a variavel ¢ é um ntmero real (¢ € R), o sistema dindmico
é dito continuo. Geralmente, assume-se que ¢ é um ntimero real ndo-
negativo (t € R;). A evolugdo de um sistema de tempo continuo é
governada por uma ou mais equagdes diferenciais que relacionam a

variavel x com suas respectivas derivadas.

Neste trabalho, vamos estudar as equagdes discretas.

2.1 Equacgdes discretas

Nesta se¢do abordaremos o conceito de equagdes de diferengas.
Definicdo 1. Dada uma fungio f : Zy x R — R, uma equagdo discreta de
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primeira ordem é dada por:

z(n+1) = f(n,z(n)) 1)

em que n > nog(n € N), para algum ny € N.

O teorema a seguir aborda a existéncia e unicidade da solucdo da
equacao (1).
Teorema 1. Dada uma condigdo inicial x(ng) = xq, existe uma tinica solugio
x(n) = x(n,ng, ko) de (1), para n > ny, tal que x(n, ng, xg) = Xo.

Nao apresentaremos a demonstra¢do do teorema neste trabalho, mas
podemos construir a solu¢do por meio de iteragdes:

x(ng + 1) = x(ng + 1,n9,x0) = f(no, x(ng)).
x(ng + 2) = x(ng + 2, n9,x9) = f(no + 1, z(ng + 1)).
x(no + 3) = x(ng + 3, n0, x9) = f(no + 2, z(no + 2)).

Generalizando, temos

z(n) = x(n,ng,x9) = f(n—1,z(n—1)) = f(n — 1,2(n — 1,n0, z0)).

Se a funcdo f ndo depender explicitamente de n, isto é,se f : R — R,

a equacao passa a ser

z(n+1) = f(z(n)), (2)

que é chamada de equagio autdonoma. Partindo de um valor inicial x

obtemos através da relagdo (2), a sequéncia

o, f(wo), f(f(20)), fF(f(f(20))),- -

Para simplificar a escrita, serdo adotadas as notagdes:

F2(x0) = F(f(x0)), f2 (o) = FUF(f(20))), - ..

e
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x(n) = x,.
Assim,
v = f(xo),
zy = [*(xo) = f(f(20)),
wy = [(xo) = f(f(f(20))),
Tn = fn(xo)’

em que f"(zo) é chamada de n-ésima iteracio de x através de f. O conjunto
de todas as itera¢oes f"(x¢), para n > ny é chamado de dérbita de x, ou

solucdo da equacgao discreta e serd denotada por O(z).

As equagdes dadas por z,, 11 — =, = g(z,) sdo chamadas de equagdes de
diferencas e sdo equivalentes a (2) se f(z) = g(x) + =. Por isso, equagdes de
diferencas sdo, geralmente, consideradas sindnimos de equagdes discretas.
Em geral, uma equagio de diferengas linear ndo-homogeénea de ordem k é dada

por:
z(n+k) +pi(n)z(n+k —1) + -+ pr(n)z(n) = g(n) 3)

onde p;(n) e g(n) sdo fungdes reais definidas paran > ng,i = 1,...,k e
pr(n) # 0 para todo n > ny. Se g(n) for identicamente nula, entdo (3) serd

dita uma equagdo homogénea.

Na préxima secao, estudaremos casos especiais de equagdes de dife-
rencas, denominadas equagoes lineares. Restringiremos nossa discussdo

as equacgdes de diferengas lineares de primeira e segunda ordem.

2.2 Equacgdes de diferencas lineares de primeira ordem
Sejam a(n) e g(n) fungdes reais definidas para n > ny. Uma equagio
linear ndo homogénea de primeira ordem é dada por:

z(n+1) =a(n)x(n) + g(n),z(ng) = xo,n > ny, 4)
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e a equagdo homogénea associada é dada por:
z(n+1) =a(n)z(n),z(ng) = xg,n > ny. (5)

Em ambas as equagdes assumimos que a(n) # 0, para n > ny. Dado

x(ng) = o podemos mostrar por indugdo finita que a solugdo de (5) é

dada por z(n [H a(i

i=ng

zo. Verifiquemos que vale para ng + 1 e ng + 2:

x(ng + 1) = a(no)x(ng) = a(no)zo.
z(ng +2) = a(ng + 1)x(ng + 1) = a(ng + 1)a(ng)zo.
Suponhamos que vale para ny + k e vejamos que também vale para
no + (k+ 1):

x(no + k) = a(ng + (k — 1))a(no + (k — 2)) - - - a(ng) zo.

z(ng+ (k+1)) = alng+ k)x(ng+ k)
= a(no+ k)a(no + (kK —1))a(ne + (k —2)) - - - a(ng)zo-

Assim, podemos escrever:
z(n) =a(n —1)a(n —2)---a(ng)ry = [H a(t ]
i=ng
Também podemos encontrar a tnica solugdo da equacdo ndo homogénea

(4) utilizando inducéo finita:

z(no+1) = a(no)yo + g(no).
x(ng+2) = alng+ y(ng+ 1)+ g(ng+ 1)
= a(ng + 1)(al(no)yo + g(no)) + g(no +1).

Assim, por indugdo, para todo n € Z., segue que:

z(n) = [l:[ a(i) | zo + 2_: [ 1:[ a(@')] g(r). (6)

i=ng r=ng Li=r+1

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103):  v.02 pp:27-50 2018 27



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2018

De fato, assumindo que a igualdade (6) seja valida para n = k, e conside-

k k
rando H a(i)y=1e Z a(i) = 0, temos pela equagao(4) que

i=k+1 i=k+1

z(k+1) = a(k)y(k) + g(k)

[k i k-1 T T;no i k

= [T e@|w+ D | I] a®|a+{ ]] a(@)) g(k)
:l=kno J r:kno :1=Tl;+1 J 1=k+1

= [T e®]w+D_ | I] a®|glr)
Li=ngo a r=ng Li=r+1 |

Sendo assim, a férmula (6) é valida para todo n € Z,.

Exemplo 1. Determine a solugdo da equagio
Tn4+1 = <n + 1)xn - 3n<n + 1)!,370 =1.

De (6), temos que

T, = H(z’+1) xo+i 'H(H—l) (=3"(r+ 1)}
= n!—i(r+2)(r+3)---(n—1)n3r(r+1)!

n—1
= nl—nl ZST
I8

1o gn
= n![l— _ }

1-3
3-—3"
= nl.
2
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2.3 Casos especiais de equacdes lineares

Podemos evidenciar dois casos de (4) que sdo utilizados para descrever

diversas aplicagdes. O primeiro caso é dado por:
z(n+ 1) = ax(n) + g(n), z(0) = xg (7)

em que a funcdo a(n) de (4) é constante ndo nula e ny = 0. Para se

determinar sua solucédo, usa-se a férmula (6), e obtém-se:

z(n) = a"zo+ Y _a"*g(k). (8)

k=0

De fato, por (4) temos que a(n) = a é constante, ny = 0 e zy = x(0).
Usando (6) segue que:

z(n) = [H a(7) :&H—i 1:[ a(i)] g(k)

Como i varia de 0 a n — 1, temos que [ a(z’)] = a" (lembrando que a(7)
1=0

é constante).

Entao,
n—1 n—1
z(n) =a"zo+ Y | ][ a(z’)] g(k)
k=0 Li=k+1

n—1
mas [ 11 a(z’)] = a""""'. Sendo assim, obtemos
i=k+1

n—1
z(n) =a"xy + Z a" " tg(k).
k=0

O segundo caso é dado por:

x(n+1) = ax(n) + b,z(0) = xo,
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em que a fungdo g(n) de (4) também é constante. Para se determinar a
solucdo deste segundo caso, usamos a férmula (8) e obtemos z(n). De
fato, temos que g(n) = b e para n = k, também temos que g(k) = b. De
(8):

n—1

x(n) =a"xy + Zan—k’—lb = a"zo + (an—l + a2 + a3 4. +G0)b.
k=0

Ora, " ' +a"? +a"?+--- +a° é a soma de uma PG (progressdo
geomeétrica) finita de razdo r = a~'. Invertendo os termos da PG, temos
A+ +ad" P4+ a"%+a" ! comrazdo g = a. Logo, sendo Sn tal soma,
ela pode ser expressa da seguinte forma:

0 0 0

Sn=a"+---+a-a"32+a"-a"2+a" - a" L.

Multiplicando os dois termos da tltima equagao por a:
a-Sn=(@"+-+a"a"?+a"-a"?+a"a" ") a
a-Sn=a"+ --+a"-a"?+a"-a"?+a a" "t +a-a"
Efetuando a subtragdo entre as equagdes acima, obteremos:

Sn—9n-a=a"—da-a".

Colocando os termos semelhantes em evidéncia e isolando Sn, temos

que
Sn:ao(a”—l)
a—1
Como a° =1, X
a —
Sn=2 "1
" a—1"

portanto,

a” —1
— a"zo+ b
x(n) =a"xg+ {a—l}’
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e assim a # 1.
Quando a = 1, pela equagao (8) temos que:

n—1

x(n):$o+21b:yo+nb.

k=0
Podemos, entdo, definir a solugdo y(n) da seguinte forma:

a” —1

}, se a#1,a#0
a—1

o + bn, se a=1.

a"ro+0b [

y(n) = )

Vejamos um exemplo referente ao segundo caso:

Exemplo 2. (Amortizagdo de empréstimos) A amortizagdo é um processo pelo
qual um empréstimo bancdrio é pago através de uma sequéncia de pagamentos
periddicos. Nestes pagamentos, uma parte diz respeito aos juros e a outra parte
é para reduzir a divida. Se E, representa o total em divida apds o n-ésimo
pagamento g(n) que se supde constante, qual a expressio que traduz a prestagio,
sabendo que se aplica uma taxa de juros r por cada pagamento periodico?

O total em divida apés o (n + 1)-ésimo pagamento é igual ao total em divida
apos o n-ésimo pagamento mais o respectivo juro, menos o n-ésimo pagamento,
ou seja,

Eni1=(14nr)E, —g(n).

Como g(n) é constante, representa-se por P esse pagamento. Temos, por (9), que

P
onde E é o valor inicial emprestado.

Quando a divida ficar saldada, E,, = 0 e nesse caso temos:

0=(1+r" [Eo + ?((1 +r)7" - 1)} :
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ou seja,
p_ r(14r)"Ey B rE
(T4 —1 1—(147r)m

Para um empréstimo a 5 anos de R$12.000, 00 @ uma taxa de juros de 3, 5% ao

ano, tem-se que o pagamento mensal é

0935 % 12.000

1—(1+ %)75“2

isto é, a prestacio é de, aproximadamente, R$218, 30.

2.4 Equacgdes de diferencas lineares de segunda ordem com

coeficientes constantes

Uma equagdo de diferengas linear homogénea de segunda ordem com coefici-

entes constantes, pode ser escrita como:
x(n+2)+ prx(n+ 1)+ pax(n) = 0,2(ng) = xg,n > ng >0 (10)

em que os p;s sdo constantes e : = 1,2 com p, # 0. No préximo resultado,
teremos a prova de que a combinagao linear de duas solugdes de (10)

também é solucdo da mesma.
Teorema 2. Se ¢ (n) e pa(n) forem solugdes de (10) e se ¢, e co forem constantes,

entdo a fungio p(n) = c11(n) + capa(n) também serd solugdo de (10).

Assumiremos agora que as solugdes de (10) sdo da forma A", onde A

é um nimero complexo. Substituindo este valor em (10), temos:
/\TH_2 + pl)\n—i-l +p2)\n =0& An(/\2 + pl)\ —f—pg) = 0.

Assim, ou \" = 0 e teremos a solucéo trivial (solugdo nula), ou A? 4 p A +
P2 = 0.
Este polindmio é chamado de polinémio caracteristico de (10), e as raizes

de X sdo chamados de raizes caracteristicas que podem ser encontradas

desenvolvendo a equagdo da seguinte forma: pela conhecida "férmula de
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Bhaskara", A = p} — 4p,. Logo temos as raizes desejadas,

A = —p1+ /Pl — 4pe e = —p1 — /i —4ps
2 2 '

Assim como em qualquer outro polindmio de segundo grau, temos

trés casos a considerar:

(i) Quando temos A > 0, obtemos duas raizes reais e distintas, sendo
elas z1(n) = AT e z3(n) = A\}. Entdo, pelo Teorema 2, podemos obter

uma solugdo dada por
z(n) = a1 A} + ag\y,

onde a; e ay, sdo constantes.

(ii) Quando A = 0, obtemos duas raizes reais e iguais. Como p} = 4p,,
a0 substituirmos em \; e Ay teremos A\ = Ay = —Zﬂ. Temos que
z1(n) = Al é uma solucdo de (10) e para encontrar z3(n) vamos
supor que z2(n) = nA] e verificar se também é uma solugao de (10).

Vejamos:

(n+ 2)Xf+2 +pi(n + DA F pon At =
(A + i+ p2)ndl + (20 +p) AT = 0

isso porque )\f +p1Ai+p2 = 0, pois \; éraiz caracteristicae 2\ +p; = 0,
jaque A\ = —%. Entédo x5 (n) também é solucdo de (10) e uma solugéo
geral de (10) é dada por:

x(n) = a1z1(n) + agx(n) = a1 A} + aan ! = (a1 + nag) A7,

lembrando que a; e a; sdo constantes.

(iii) O tltimo caso a ser considerado, é quando as raizes caracteristicas
sdo complexas, ou seja, quando A < (0 temos as raizes \y = a+ i e

Ao =a—if,comae freaise [ # 0.
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Antes de encontrarmos a solugao para este caso, vejamos o teorema a
seguir:

Teorema 3. Seja x(n) = u(n) + tw(n) uma solugido complexa da equagio de
diferengas (10), onde u e v sdo fungdes reais. Entdo u e v sdo solugdes reais de
(10).

Demonstragdo. Como z(n) = u(n) + iv(n) é uma solugao de (10), entdo,

temos que:
u(n+2) +iv(n+2)+pilu(n+1) +iv(n + 1)] + po[u(n) +iv(n)] =0 =

u(n +2) + pru(n + 1) + ppu(n) +ifv(n +2) + pro(n + 1) + pyo(n)] = 0.

Logo,
u(n+2)+pru(n+1) +pou(n) =0
e
v(n+2) + prv(n+ 1) + pav(n) = 0.
Portanto, u e v sdo solugoes reais de (10). O

Retornando ao caso (iii), escrevendo )\; em coordenadas polares,

temos A\, = rcos(f) + irsen(d), onde a = rcos(f) e f = rsen(f), sendo

r=+va®+ 2 0=tg" (g),com@#o.

Temos:

z(n) = Al = (rcos(0) +irsen(d))" = r"(cos(nd) + isen(nd)).

Entdo, pelo teorema 3, z;(n) = r"cos(nf) e z2(n) = r"sen(nf) sdo

solugoes reais de (10) e uma solugéo geral de (10) é dada por:
z(n) = r"(cicos(nl) + cosen(nd)).

Observacao 1. Como temos as constantes c; e co, entio as solugoes considerando

A1 € Ay Serdo as mesmas.
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Com isso, concluimos o estudo da teoria geral de equagdes de dife-
rengas. No préximo capitulo, estudaremos a estabilidade de equacdes de

diferencgas autdbnomas de primeira ordem.

3 Estabilidade de equacdes de diferencas autonomas de primeira ordem em
caso real

Analisaremos o comportamento qualitativo das solucdes de uma
equacdo de diferencas autonoma de primeira ordem, que é representada

da seguinte forma:
z(n+1) = f(z(n)), (11)

emque f:R—=RenecZ,.

3.1 Ponto de equilibrio

Em muitas das aplicagdes, como na Biologia e Economia, faz-se
necessério que todos os estados de um dado sistema tendam ao estado de
equilibrio, o que nos leva a estudar o ponto de equilibrio.

Definicao 2. Um ponto =™ no dominio de f é dito ponto de equilibrio de (11) se
for um ponto fixo de f, isto é, se f(z*) = .

Ou seja, 2" é uma solugdo constante de (11), pois se z(0) = =™ for
o ponto inicial, entdo z(1) = f(z*) = 2%, 2(2) = f(z(1)) = f(z") =27, e
assim por diante. Graficamente, um ponto de equilibrio é a abscissa do

ponto onde o grafico de f intersecta a linha diagonal y = =.

Exemplo 3. Vamos determinar os pontos de equilibrio da equagio
r(n+1) = 2*(n).

Para f(x) = 2°,a equagdo f(x) = x, ou seja 2=z, apresenta trés raizes, que
sdo —1,0 e 1. Podemos verificar isso graficamente na figura 1.

Como consequéncia do Teorema do Valor Intermediario, temos asse-
gurada a existéncia de, pelo menos, um ponto fixo para uma funcdo f sob

determinadas condigodes.
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0.5

-0.5

Figura 1: Pontos fixos de f(z) = z*

Teorema 4. (Teorema do Valor Intermedidrio (T'V 1)). Suponha que f : [a,b] —
R seja uma fungdo continua e que y esteja entre f(a) e f(b). Entdo, existe pelo
menos um xo € (a,b) tal que f(xy) = yo.

Teorema 5. (Teorema do ponto fixo). Suponha que f : [a,b] — [a, b] seja uma
fungdo continua. Entdo existe pelo menos um ponto fixo para f em [a, b].

Observe que o TV ndo gera um método para encontrar o ponto
fixo, mas ele garante sua existéncia, que é suficiente para o que quere-
mos. A Orbita do ponto de equilibrio de (11) serd O(z*) = {z*,z",...} e
generalizando z,, = f(z,-1) = f(z") = 2" para todo n > ny.

Um estado de ndo-equilibrio pode vir a ser um estado de equilibrio em

um determinado tempo finito. Este fendmeno s6 é possivel em equagdes

de diferencas e ndo em equagdes diferenciais.
Defini¢ao 3. Seja x( um ponto no dominio de f. Se existir um niimero inteiro r
e um ponto de equilibrio x* de (11) tal que f"(zo) = 2% e f" (o) # z*, entdo
xq serd um ponto de equilibrio eventual.

Em outras palavras, dizemos que z, é ponto de equilibrio eventual se
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algum z; de sua 6rbita for um ponto fixo. Por exemplo, podemos dizer
que —1 é um ponto fixo eventual de f(z) = z°, pois f(—1) = 1 e 1 é ponto
fixo de f.

Exemplo 4. Consideremos a equagio
z(n+1) = T(x(n))

em que tem-se

1
2epara0 <z < -

I(z) =

—_

21l —xz)para - <z <1

[\

2 1

Neste caso, temos dois pontos de equilibrio que sio 0 e 3 Seja x(0) = T
1

entdo x(1) = Y z(2) = 1ex(3) = 0. Como 0 é ponto de equilibrio, obtemos que

1
x(n) = 0, paran > 4. Temos, entdo que 1 é um ponto de equilibrio eventual cuja

11
-,-,1,0,0,0,... ).
(47277777 >

orbita é dada por

Figura 2: Pontos de equilibrio de z(n + 1) = T'(z(n))
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3.2 Estabilidade de pontos de equilibrio

Estuda-se sistemas dindmicos tendo como principal intuito a andlise
das solugdes em que os valores iniciais estdo préximos aos pontos de
equilibrio do sistema. Sendo assim, este estudo consiste na teoria da
estabilidade.

Definicdo 4. (a) Dizemos que o ponto de equilibrio x* de (11) é estdvel se dado
€ > Qexiste § > 0 tal que |xvo — z*| < & implica |f"(xo) — x| < € para todo
n > 0. Ou seja, se x(0) = x estiver no intervalo centrado em x* como raio
d,isto é, z* — § < xg < x* + 9, entdo, x(n) estard no intervalo centrado em
x* com raio €, ou seja, v* — e < f"(xy) < x* + €, para todon > 0. Se x*
ndo for estdvel, entio é chamado instdvel.

z(n)

x4 €

x*+ 4
% /

Figura 3: Ponto z* estdvel

(b) O ponto x* é dito atrator se existir n > 0 tal que

*

|zg — 2*| <= lim x(n) = 2.
n—oo

x* serd chamado de atrator global ou globalmente atrator se a afirmagio

acima for vilida para todo n > 0.
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z(n)

Figura 4: Ponto 2" instavel
(c) Se o ponto x* for estdvel e atrator, entdo ele é dito assintoticamente estdvel.

Neste caso, temos também que, se a afirmagdo for vilida para todo n > 0,
entdo x™ serd dito globalmente assintoticamente estdvel.

"+ 7

=0(0) :\\\~_~
) ‘//_,_‘—‘

zt—n

Figura 5: Ponto z* assintoticamente estavel

Observacao 2. No caso em que x* nio é estdvel, temos que existe € > 0 tal que,
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z(n)

21(0) ¢

o / 2 3 5 5 [] 7 [ @ 10 non
z(0) ¢

Figura 6: Ponto " globalmente assintoticamente estavel

para todo § em que |xg — x*| < 6 implica | f"(xo) — x| > €, para algum n > 0,
ou seja, sempre haverd um instante n > 0 tal que a distdncia entre x(n) e x™ é

maior ou igual a €, ndo importa o qudo perto x(0) = xy esteja de x*.

Usaremos uma técnica gréfica chamada teia de aranha (cobweb) para
ajudar na compreensao do comportamento de solugdes de (11) nas proxi-
midades das solug¢des constantes dadas pelos pontos de equilibrio, que
sera apresentada na proxima secao.

3.3 Método teia de aranha

O método teia de aranha (cobweb), também conhecido como diagrama
em degraus, é uma técnica gréfica utilizada para investigar a estabilidade
ou instabilidade de pontos de equilibrio. Este nos permite utilizar, em
varios casos, o grafico da fungdo f de (11) para determinar o compor-
tamento da 6rbita de um ponto. Esse processo geométrico consiste em
se colocar no mesmo conjunto de eixos coordenados os graficos de f e
da diagonal y = z. Sendo assim, tomamos o ponto (zy, z9) na diagonal
y = z e tragamos uma reta vertical por (z, z¢) até tocar a curva f, o que

permitird que se determine (z, f(z¢)). A partir desse ponto, tracamos
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uma reta horizontal até encontrar y = z, obtendo o ponto (f(zo), f(z0)),
que é o ponto (z1,z1). Repetindo o processo, podemos visualizar se a
6rbita se aproxima ou se afasta de algum ponto de equilibrio de (11)
(isto determinard se o ponto de equilibrio sera instdvel ou estavel). Para
definicdo deste método, utilizamos as referéncias [2] e [6]. Vejamos, agora,

um exemplo de aplicagdo:

Exemplo 5. Consideremos um modelo envolvendo a quantidade de um determi-
nado produto que é ofertada ao mercado, a demanda do mesmo pelo mercado e
o valor do produto. Vamos supor que a quantidade demandada no momento t,
D,, seja fungio do preco vigente em t, p, a quantidade ofertada no tempo t e S, a
fungdo do preco esperado (p.) no tempo t. Como a produgio de qualquer produto
necessita de tempo, define-se a quantidade a ser produzida antes das vendas e
por isso utilizamos o prego esperado e nio atual ou vigente. Supondo as relagdes
lineares, temos que:

Dy = a — bpy,

Sy = ¢+ dpe,

onde a, b, c e d sdo constantes positivas. Podemos observar que a inclinagio da
reta que representa a demanda é negativa ji que ao se aumentar o valor do produto
haverd diminuicdo na quantidade que o mercado estd disposto a comprar. O
coeficiente b representa a reagio dos consumidores em relagdo ao preco do produto.
Consequentemente, o aumento no valor do mesmo refletird em uma redugio de b
unidades na demanda.

Como o coeficiente d representa a reacdo dos fornecedores com relagio ao prego
esperado, a reta que representa a oferta possui inclinagdo positiva, ou seja, um
aumento no prego esperado da unidade do produto reflete em uma quantidade d a
mais na oferta.

Suponha que todo produtor, quanto ao prego esperado, faca suas projegoes
considerando que o prego seja mantido de um periodo para o outro. Logo, p. é o
preco anterior a t, e podemos escrever:

St =c+ dpt—l-
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Por hipétese, vamos supor que o prego ideal de um produto é aquele pelo qual o
mercado adquira tudo que se produz, isto é:

Dt = St'

Usaremos como indices t e t + 1 ao invés de t e t — 1 apresentados na equagio
da oferta, para desenvolver a igualdade acima por serem mais usuais em equagoes
de diferengas. Logo, temos:

Siy1 = c+dpy,
Diyyv = a—bpa.

Obtendo o prego ideal do produto:

a—"bpy1 =c+dp &

_d Le=c
D41 = bpt b
ot ) d —
isto é, sendo A e B constantes tais que A = 3 eB = , temos que
pey1 = Apy + B. (12)

O ponto (preco) de equilibrio dessa equagcio de diferencas linear de primeira
ordem é dado por
pr=Ap "+ B &
p'(1—A)=B<&
B
A
que é exatamente o ponto de intersegio entre as curvas que representam a oferta

*

p

e a demanda, ou seja, neste ponto a quantidade procurada é exatamente igual
a quantidade de produto oferecida. Quando o preco for maior que p* a oferta
excederd e quando o valor for abaixo de p* a demanda excederd. Assim, a razdo
entre os declives das curvas de oferta e demanda determina o comportamento da
sequéncia de pregos, que neste caso é representado pela constante A e teremos trés
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€asos a serem considerados:

(a) 1< A<DO.
(b) A= —1.
(c) A< —1.

Utilizando o diagrama de Cobweb, a andlise da 6rbita de p, na vizinhanga de p* é
apresentada nas figuras 7, 8 e 9.

Pn+1

{ Pnt+1 = Pn

Po p* Po Pn

Figura 7: Preco de equilibrio assintoticamente estavel

(a) Podemos notar que, embora o preco sofra alteragdes, sempre converge para o
preco de equilibrio p*. Sendo assim, p* serd assintoticamente estdvel. Note

P d . .
que este caso é equivalente a a — e —1, ou seja ¢ < a e com isso temos
que a reagdo dos fornecedores, com relagio ao prego, é menor que a dos
compradores.

(b) Neste caso, os precos oscilam entre dois valores, pois p; = —po+ B e p2 = p.
Assim, o ponto de equilibrio é estdvel e tem-se que a reagdo dos compradores
¢ a mesma que dos fornecedores, com relagio ao prego.
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S

Figura 8: Preco de equilibrio estavel

(c) Agora, os pregos oscilam indefinidamente em torno do ponto de equilibrio p*,
mas, de forma progressiva, se afastam do mesmo. Neste caso, p* é instivel.

Tem-se que a reagdo, ao prego, dos fornecedores é maior que a dos compradores.

4 Critérios para Estabilidade

Veremos, nessa segdo, alguns critérios para classificarmos o ponto de
equilibrio quanto a estabilidade.

Teorema 6. Seja =™ um ponto de equilibrio da equagdo de diferengas
z(n+1) = f(z(n)), (13)

em que a fungdo f é tal que sua derivada é continuaem z* € Re 0 < ny < n.
Sendo assim, as sequintes afirmagoes sio vilidas:

(i) Se |f'(xz*)| < 1, entdo x* serd assintoticamente estivel.

(ii) Se |f'(z*)| > 1, entdo x* serd instivel.

O Teorema 6 ndo se aplica para f'(z*) = 1, embora seja valido para
|f'(z*)] < 1 tal como para |f'(z*)| > 1, e analisaremos tal caso através do

Teorema a seguir.
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Pn+1 Pn+1 = Pn

bo \ p(n)

Figura 9: Preco de equilibrio instavel

Teorema 7. Sejam x* um ponto de equilibrio de (13) e f trés vezes diferencidvel

em x*, com f'(x*) = 1. Entdo valem as sequintes afirmacoes:
(i) Se f"(z*) # 0, entdo x* serd instdvel.
(ii) Se f"(x*) =0e f"(x*) > 0, entdo x* serd instivel.
(iii) Se f"(z*) = 0e f"(x*) < 0, entdo x* serd assintoticamente estivel.

Exemplo 6. Seja a equacio de diferengas
Tppr = —(20)* + 2, + 1.

Os pontos de equilibrio sdo z* = —1 e 2* = 1. Como f(r) = 2> + x + 1,
f'(x) = —2x + 1 seque que

fi(=1)=3,|f(-1)|=3>1

e, pelo Teorema 6 x* = —1 é um ponto de equilibrio instdvel.

Para z* = 1, f'(1) = —1, mas esse caso serd tratado no préximo
teorema. Podemos visualizar a estabilidade do ponto z* = 1 pelo método
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Figura 10: Método da teia de aranha para a equacéo 7,1 = —(z,)* + 1, +1
er’ =—1

da teia de aranha, apresentado na figura 11, onde podemos concluir que
2" =1 é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

—_——————

[SJ

o\

/ o

Figura 11: Método da teia de aranha para a equagdo x, 11 = — (zn)*+2,+1
ex =1

Teorema 8. Sejam x* o ponto de equilibrio de (13) e

3 ().

S(f() = 1" (") = 5

Para f'(x*) = —1 valem as sequintes afirmagoes:

(i) Se S(f(z*)) < 0, entdo x* serd assintoticamente estdvel.
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(ii) Se S(f(z*)) > 0, entdo x* serd instdvel.

5 Orbitas periédicas

Comecaremos esta segdo apresentando a definigdo de ponto periédico.

Definicao 5. Ao considerarmos a equagio

w(n+1) = f(az(n)), (14)
e sendo p um ponto no dominio de f, temos que:

(i) o ponto p é um ponto periddico de f se para algum inteiro k € Z., tem-se
que f*(p) = p. Nestas condigdes, p é dito ponto k-periédico se for ponto fixo
de f*, ou seja, se for um ponto de equilibrio da equagdo

z(n +1) = g(z(n)), (15)

sendo g = f*.

Usualmente denominamos por k-ciclo a orbita de p, O(p) =

{p. f(0), P ), ..., [*'(p)}.

(ii) p é dito ponto eventualmente k-periddico se para algum m € Z.., f™(p) for
um ponto k-periédico, ou seja, se

S () = ().

Um ponto k-periédico, geometricamente, é a abscissa do ponto onde
o gréfico de f* intersecta a bissetriz dos quadrantes impares.

Segue a defini¢do para andlise da estabilidade dos pontos periédicos.
Definicdo 6. Seja p um ponto k-periédico de f. O ponto p é dito:
(i) estdvel, se for ponto fixo estivel de f*.

(ii) assintoticamente estdvel, se for um ponto fixo assintoticamente estivel de f*.
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(iii) instdvel, se for ponto fixo instdvel de f*.
Exemplo 7. Dada a equagio de diferencas
3Tp11 + 2:6721 —9x, —8=0

temos que x,+1 = f(x,), em que

_8+9$—2$2

fla) =25

Como os pontos 2-periddicos sio pontos fixos de f*(x) = f(f(x)), temos que

resolver a equacio f*(p) = p e teremos, ao simplificar,
8a*t — 722 + 1522% + 72z — 160 = 0
e pode ser ainda mais simplificado ao dividirmos por 8 e teremos:
ot —92° +192% + 92 — 20 = 0.

Como o termo independente é 20, se o polinomio tiver raizes racionais, estas serio
os divisores positivos e negativos de 20, entdo, temos que —1, 1, 4 e 5 sdo as raizes
do polinémio. Como o ponto fixo de uma fungio f é, também, ponto fixo de f?,
podemos retirar —1 e 4 e os pontos 1 e 5 serdo os 2-ciclos de f.

Teorema 9. Seja f uma fungio continuamente diferencidvel e

O(p) = {b = Zg, L1,T2,. .. axk’—l}

um k-ciclode f. O k-ciclo O(p) é:

(i) assintoticamente estdvel se | f'(xo) f'(x1) -+ f'(xr—1)] < 1.
(ii) instivel se | f'(xo) f'(x1) -+ f'(zx—1)] > 1.

Demonstragido. Suponha-se que f é uma fungdo continuamente diferencia-

vel e O(p) é um k-ciclo de f. Pela regra da cadeia, temos que:
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[ @o)] = [F(FF o)) = F(f (@) [f7 (o))
S @) (P72 (@) [ (o))
= fl(@r-) f @re2) (S (@0)) [ (w0))

= [ar-)f (@) f2) f(2°).

Pelo Teorema 6 vem que se | f'(zo) f'(x1) - - - f'(xx—1)| < 1, entdo p = g
é um ponto fixo assintoticamente estavel de f*, ou seja, o k-ciclo O(p) é
assintoticamente estavel. Se |f'(zo)f'(z1) - - - f'(x—1)| > 1 conclui-se que
o k-ciclo O(p) é instavel. O

6 Consideragoes Finais

Explicitar solugdes de uma dada equagdo nem sempre é possivel,
embora sua aplicagdo esteja presente em varias areas exatas e ndo-exatas

no cotidiano. Esse é o caso das equagdes de diferencas.

Visto isso, é vélido todo método que permita o estudo qualitativo
dessas solugdes. Apresentamos, entdo, o estudo da estabilidade das
equagoes de diferengas autdnomas de primeira ordem de forma que se
abordou diversos conceitos de diferentes &mbitos da Matematica para

analisar seu comportamento.
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