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Resumo

Os conjuntos de Julia receberam esse nome em homenagem ao matematico francés
Gaston Maurice Julia, quem estudou tais conjuntos e suas propriedades em 1915. Esses
conjuntos sdo formados por pontos z no plano complexo cuja 6rbita por uma fungéo
complexa é limitada. Nesse trabalho, apresentamos um estudo sobre os conjuntos de
Julia gerados pela fungio f.(z) = 2° + ¢, onde ¢ uma constante complexa, chamados
Conjuntos de Julia Quadraticos. Mostramos que, para cada ¢ € C temos um conjunto
de Julia associado, que pode ser uma figura simples como um circulo ou como um
intervalo na reta real, como pode ser também um fractal, dependendo da constante c
escolhida. Além disso, apresentamos também um algoritmo para gerar tais conjuntos
de Julia com o uso do software Geogebra.
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1 Introducdo

Os conjuntos de Julia sdo conjuntos no plano complexo que surgem do
estudo da dindmica polinomial complexa. Os conjuntos de Julia receberam
esse nome em homenagem a Gaston Julia. Gaston Maurice Julia foi um

matematico francés que viveu entre 1893 a 1978 e foi quem descobriu
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essa familia de conjuntos e primeiro explorou suas propriedades. O
interesse de Julia nestes conjuntos originou-se de um artigo de Arthur
Cayley intitulado de “The Newton-Fourier imaginary problem"([2]) no
qual Cayley estudou as raizes da funcio f(z) = 2° + c,onde z € Cecé
uma constante complexa. Julia estudou ndo apenas fungées de grau 3 e
sim fungdes polinomiais de varios graus e até fung¢des racionais, como por

exemplo a func¢ao

23 22

o4
f(z) == +z+1+z3+422+5+c'

Seus estudos se basearam nas itera¢des destas funcdes e Julia percebeu va-
rios comportamentos interessantes. Sua obra prima sobre esses conjuntos
foi publicada em 1918 [5].

Neste trabalho estudamos a familia dos conjuntos de Julia gerados
pela fungdo quadrética f.(z) = 2° + c onde 2 é uma variével complexa e ¢
é um parametro (constante fixa) complexo. O conjunto de Julia, denotado
por J., gerado pela fungdo f.(z) é definido como sendo a fronteira do
que chamamos de conjunto de Julia preenchido, denotado por K.. Ja o
conjunto de Julia preenchido, K., é por defini¢do o conjunto de pontos
do plano complexo que possuem Orbita limitada pela funcédo f.(z). Tais
conjuntos possuem comportamento bastante interessante e para cada
c € C temos um conjunto de Julia K, associado, como pode ser visto na

figura abaixo.

Na préxima secdo, apresentamos as principais defini¢des e resultados
necessdrios para o entendimento deste trabalho. Na secado 3 definimos e
exemplificamos os conjuntos de Julia originados do caso f.(z) = 2* + c.
Na secdo 4 descrevemos um algoritmo para construgdo dos Conjuntos de
Julia e geramos imagens desses conjuntos com o auxilio dos softwares

Geogebra e ChaosPro.
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Figura 1: Conjunto de Julia preenchido:(a;;) ¢ = —0.74 + 0.127 (a;2)
¢ = 0.37 — 0.28i (ag1) ¢ = 0.27 + 0.017 (az) ¢ = 0.15 (az1) ¢ = i (asz)
c=—1.312

2 Conceitos Preliminares

Nesta secdo introduzimos alguns conceitos e resultados que sdo utili-
zados no desenvolvimento desse trabalho. Iniciamos definindo o conjunto

dos ntimeros complexos, que serd o ambiente no qual trabalhamos.

2.1 Numeros Complexos

Definicao 2.1. (Conjunto dos nitmeros complexos) O conjunto dos niimeros
complexos, denotado por C, é o conjunto

C={(z,y)/r,y € R}
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munido das seguintes operagoes:
21+ 22 = (1, 51) + (%2, 92) = (21 + 22,51 + 42)

2129 = ($1,y1)-($2,y2) = ($1$2 — Y1Y2, T1Y2 + $291)

Note que a operagdo de multiplicagdo é comutativa, isto é, z;.25 = 29.21.

Exemplo 2.1. Se z; = (1,2) e zp = (2,0) entdo

24z =(1,2)+(2,0) = (142,2+0) = (3,2)

2oz =(1,2)-(2,0)=(1-2-2-0,1-042-2) = (2,4)

Dizemos que dois niimeros complexos z; = (x1,y1) € 22 = (T2, y2) S40
iguais se, e somente se, suas coordenadas sdo iguais, ou seja: z; = 2y <=
(x1,y1) = (22,Y2) <= 11 = 22 € Y1 = yo. Portanto, o nimero complexo

z = (z,y) serd nulo se, e somente se, t = y = 0.
Dado z = (z,y) € C, temos a seguinte notagao:

r = Re(z) = parte real de z.

y = I'm(z) = parte imagindria de z.

Fazendo a identificacdo dos pares ordenados da forma (z,0) com o
numero real z, vemos que R C C. O par ordenado (0, y) é chamado de
numero imaginario puro.

Observacgdo 2.1. Observe que, de acordo com a definigdo de multiplicagio de
dois niimeros complexos,temos:

(0,1).(0,1) = (—1,0)

ou seja, (0,1)* = —1 (sequndo nossa identificagio (—1,0) = —1). O par
ordenado (0, 1) serd denotado por i e chamado de unidade imagindria. Observe

Revista de Matemadtica da UFOP (2237-8103):  v.06 pp:14-39 2019 14



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2019

ainda que
(0,9) = (3,0).(0,1) = (0,1)(y, 0)
donde
(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1).(y,0) = = + iy

Essa outra maneira de representar o ntiimero complexo z = (z,y)
vista acima, dada por z + iy, é mais utilizada ao realizar operagdes
bésicas com os nimeros complexos, como a multiplicacdo. Com essa
representacdo, podemos multiplicar dois nimeros complexos utilizando
a distribuitividade, lembrando que i* = —1.

Exemplo 2.2. Considere os niimeros complexos z; = (3,2) =3+ 2ie z, =
(5,6) = 5+ 6i. Assim,

2129 = (3,2).(5,6) = (34 2i).(5 + 6i) =
= (3.5 4+ 2.6.i*) + (3.6 + 2.5)i = (15 — 12) + (18 + 10)i = 3 + 28i

Os nimeros complexos também podem ser representados geometri-

camente como pontos do plano cartesiano (figura abaixo).

L |

b z=a-+bi

2| =R

 J

0 a x

Figura 2: Representacdo Geométrica
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Dessa forma, usando a mudanca de coordenadas polares, temos:
z = (z,y) = (Rcost, Rsenf)

onde R = /22 4 y? é chamado de médulo de z e denotado por |z| e 0 é
o angulo orientado positivamente (sentido antihorério) entre o semieixo
positivo do eixo z e o vetor (x,y), chamado de argumento de z, denotado

por arg(z). Assim,
z =x + 1y = Rcosh + iRsenf = R(cosh + isend)

que é conhecida como forma polar de z. Usando a férmula de Euler

0

e’ = cosf + isend

segue que
z = (r,y) = 2 + iy = R(cosd + isend) = Re"

Essa representacdo polar é muito 1til ao realizarmos operagdes com

nimeros complexos, como poténcias.

O conjugado de um ntmero complexo z = a + bi é definido por

Z=a—b
Proposicdo 2.1. No conjunto dos niimeros complexos sio vilidas as seguintes
propriedades:

(i) ntzn=21+72

(i) 21 22 =71 " 22
(iii) Z1 = 21

. 2 —
(iv) |z1|" =21 -7

(@) |21 = 7]

(Vi) |21 + 22| < |21| + |22| (desigualdade triangular)
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(vii) |21 + 22| > 21| — |22]

Demonstracdo: A demonstracdo dos itens (i), (i¢) e (iii) seguem trivial-
mente da defini¢do de conjugado de um ntimero complexo. Os itens (iv) e
(v) seguem do fato que |a + bi| = |a — bi| e (a + bi)(a — bi) = a® + b* = |2]%.
Para demonstrar a desigualdade triangular, item (vi), observe que:

‘21 + 2’2’2 = (Zl + ZQ)(Z_1+ 2_2) = 2121 + 2225 + (212_2+Z_122)

=|z1)® + |22 + 1% + 2122 = |21 + |20]” + 2Re(217%2)

<z + |22l + 2|21 2]

= (|z1] + |22/)?

Logo, |z1 + 22| < |z1] + |22]. J4 a demonstragdo do item (vii) segue da
desigualdade triangular:

|21] = |21+ 22 — 22| < |21+ 22| + | — 22] = |21 + 22| + |22

|21] — J22| < |21 + 22

Abaixo, lembramos a definicdo de uma regido circular no plano
complexo.

Definigao 2.2. (Disco) O disco de centro no ponto z e raio p > 0 é o conjunto
de pontos

D ={z€eC| |z — 2] < p}.

A seguir, apresentamos a fun¢do quadratica complexa fundamental
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desse trabalho.
Uma func¢do complexa nada mais é do que uma fungdo definida no
conjunto dos nlimeros complexos com imagens complexas, isto é:
f:ACC—C
que associa a cada niimero complexo z € A um tnico nimero complexo
w= f(z) e C.

Exemplo 2.3. (Funcdo Quadritica f.(z) = 2* + c¢,c € C)
fe:C—C

2 22 +c
é uma fungﬁo Complexa.

Note que se z = Re” entdo 2* = R*"*. Portanto, a fungéo f(z) = 2*

transforma o vetor z em um vetor f(z) cujo comprimento (médulo) é igual
ao quadrado do comprimento de z e cujo argumento é o dobro de arg(z).
Geometricamente, temos uma dilatacdo (se R > 1) ou contragéo (se R < 1)
seguida de uma rotagdo de ¢, em sentido anti horério.

Ll |

20

0 \

Figura 3: Transformacio de z = Re” por f(z) = 2> com R > 1

Revista de Matemética da UFOP (2237-8103): ~ v.06 pp:18-39 2019 18



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2019

Ja a funcio f.(z) = 2> + ¢, que usamos neste trabalho, onde c é uma
constante complexa, nada mais é do que a fung¢do acima seguida de uma

translacao do vetor c.

Para entender os conjuntos de Julia, objeto de estudo desse trabalho,
precisamos de mais alguns conceitos e defini¢des que apresentamos

abaixo.

2.2 Orbita de um ponto

Chamamos de 6rbita de um ponto z, por uma fungdo complexa f

definida para todo C a sequéncia de pontos dada por
20, f(ZO)v f(f(zo))v f(f(f(zo)))v s

Denotamos por f"(z0) = f(f(f(.... f(20)))), onde n € N, e por O (z0)

~~
n vezes

a 6rbita do ponto 2, pela funcao f.

Definicio 2.3. (Orbita limitada) Dada uma funcdo complexa f e um ponto
2o, dizemos que O¢(z) é limitada se existe M € R, M > 0 tal que

1f"(20)] < M,Vn eN

Dizemos que a Orbita escapa para infinito se | f"(z0)| — +00 se n — +o0.

Se f(zo) = zo entdo z( é dito um ponto fixo de f. Note que se z, é um
ponto fixo entdo f"(zy) = zo para todon € N e Oy(z) é limitada.

A seguir, temos dois exemplos de fungdes e as andlises de algumas
de suas 6rbitas. Inicialmente, exemplificamos a anélise das 6rbitas de
fungdes reais. Na proxima segdo, faremos a andlise das 6rbitas da funcdo

quadrética complexa f.(z) = 2° + c.

Exemplo 2.4. Considere a fungio real f(x) = 3z — 2. Como f(1) = 1 temos
que 1 é um ponto fixo de f, O(1) é a sequéncia 1,1,1,1,1,1,... que é uma
sequeéncia limitada. Agora, vamos calcular a 6rbita de xy = 0.9:
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£10.9) = £(0.9) = 0.7
£2(0.9) = £(0.7) = 0.1
£20.9) = £(0.1) = —1.7
f10.9) = f(=1.7) = =71
£5(0.9) = f(=7.1) = —23.3

Observamos que O;(0.9) tende a —oo e é simples provar esse fato.

Podemos visualizar as iteragdes acima graficamente da seguinte forma:

1. Inicialmente tracamos os graficos das retas f(z) =3z —2eg(x) ==
(funcdo identidade). O grafico da fungdo identidade permite uma

melhor visualizacdo das iteracoes.

2. Como nosso valor inicial é 2o = 0.9, calculamos f'(0.9) = 0.7, obtendo
A = (0.9,0.7). Partindo deste ponto A, tragamos uma linha paralela
ao eixo x e marcamos o ponto de interse¢do com a func¢ao identidade.
A partir deste ponto, seguimos a linha vertical e marcamos no eixo
das abcissas z; = 0.7.

3. Em seguida, calculamos f%(0.9) = f(0.7) = 0.1, obtendo B =
(0.7,0.1). Partindo deste ponto B, tragamos uma reta paralela ao
eixo x e marcamos o ponto de interse¢do com a funcao identidade. A
partir deste ponto, seguimos a linha vertical e marcamos no eixo das
abscissas x5 = 0.1.

4. O procedimento acima, repetido sucessivamente, representa grafica-

mente as itera¢des do ponto zy = 0.9.

No gréfico abaixo, foram representadas as iteragdes x; = f(zy), x2 =
fxo) = f(z1) ey = f3(w0) = f(x2).
Exemplo 2.5. Considere agora a fungdo quadritica u(z) = 2° — 2 e g = 2,2
(valor arbitririo). Entdo:
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Figura 4: Iteragdes do ponto z¢ = 0.9

u'(2.2) = u(2.2) = 2.84
u*(2.2) = u(2.84) = 6.06
u?(2.2) = u(6.06) = 34.72
u*(2.2) = u(34.72) = 1203.47

Neste caso, pode-se mostrar que a Orbita do ponto xo = 2.2 cresce indefinida-

mente.

Na figura abaixo, foram seguidos os passos do exemplo 4.1 e foi representada

a sequéncia das trés primeiras iteragoes do ponto xo = 2.2.

Consideramos agora a orbita do ponto xo = 1.6 (valor arbitririo):

u'(1.6) = u(1.6) = 0.56
u*(1.6) = u(0.56) = —1.68
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Xo

E

-4

Figura 5: Iteracdo do ponto xy = 2.2

u3(1.6) = u(—1.68) = 0.82
u*(1.6) = u(0.82) = —1.32
u’(1.6) = u(—1.32) = —0.25

Apos sucessivas iteragdes o leitor percebe a dificuldade de elaborar uma
conclusdo. Tragando o grifico da fungdo u e da fungdo g(x) = x, percebemos que
as iteragdes sucessivas formam wuma espiral retangular, onde pode-se mostrar que

as iteragdes do ponto xo = 1.6 produzem uma Orbita limitada [4].

Neste exemplo, verificamos que as iteracdes de distintos pontos através

da funcdo u(z) = 2° — 2 podem produzir 6érbitas limitadas ou ilimitadas.

Na secdo seguinte estudamos as 6rbitas de nimeros complexos pela
funcdo f.(2) = 2* + c e definimos os Conjuntos de Julia Quadréticos.

3 Conjuntos de Julia

Gaston Maurice Julia (1893-1978) foi um matematico francés, inte-

ressado no estudo de sistemas dindmicos complexos. Julia pesquisou o
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u(x)
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Figura 6: Iteragdo do ponto z¢ = 1.6

comportamento de iteragdes de fungdes complexas racionais e polinomi-
ais como fizemos nos exemplos da se¢do 2. Nesse trabalho, conforme
ja dito anteriormente, limitamos nossos estudos as iteragdes de fungdes
quadréticas do tipo f.(z) = 2° + ¢, onde ¢ é uma constante complexa.

Vimos no exemplo 2.5 que a 6rbita de um ponto por uma determinada
funcao pode ficar limitada ou escapar para o infinito. Isso nos leva ao
seguinte questionamento: para quais pontos iniciais z, a érbita pela
fungao f.(z) sera limitada e para quais pontos essa 6rbita ird escapar para

o infinito?

Definic¢do 3.1. (Conjunto de Julia preenchido) O Conjunto de Julia preen-
chido da fungdo complexa polinomial f.(z) = 2* + ¢, denotado por K., é o

conjunto de pontos do plano complexo cuja orbita é limitada, isto €,

K. = {z € C|Oy¢.(%) é limitada}.

Ja o Conjunto de Julia, denotado por J., é a fronteira ou o bordo de
K..
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Abaixo apresentamos alguns exemplos de conjuntos de Julia quadra-

ticos. Pode-se mostrar que se |c| > 2 entdo J. é um conjunto de Cantor
[4]. Por isso, neste trabalho, estudamos apenas os casos |c| < 2. Iniciamos
mostrando os casosc =0 e c = —2.
Exemplo 3.1. Considere a fungio fo(z) = 2°, isto é, c = 0. Vamos mostrar
agora que o conjunto de Julia preenchido, neste caso, nada mais é do que o disco
de centro na origem e raio 1. Dai o conjunto de Julia J.. é a fronteira desse disco,
que é a circunferéncia de centro na origem e raio 1.

7

Observe que a 6rbita de qualquer ponto = = Re™ pela funcdo fo(z) = 2* é
dada por:

RezH, R2€i29, R4€i49, o R2”6i2n9
Portanto, temos trés casos para analisar:

1. Se R < 1 temos que R* — 0 quando n — +oco. Entdo |f7(z)] — 0,
quando n — 4o00. Logo, pontos no interior do disco de centro na origem e
raio 1 posuem orbitas limitadas e, portanto, pertencem a K..

2. Se R > 1temos que R*" — +oc0 quandon — +oc. Entido | fi'(2)| — +o0,
quando n — +oc. E dai, pontos no exterior do disco de centro na origem e
raio 1 geram Orbitas que escapam para o infinito e, portanto, ndo pertencem
a K.

3. Se R = 1 temos que |f;(z)| = 1 para todo n € N. Neste caso, Oy, (z)
permanece sobre a circunferéncia de raio 1, donde podemos concluir que tais
pontos também pertencem a J..

Passaremos agora para o caso fe(z) = 22— 92, isto é, c = —2. Para exibir
o conjunto de Julia neste caso precisamos de mais algumas defini¢des que
apresentamos abaixo.
Definicao 3.2. (Homeomorfismo) Um homeomorfismo entre dois conjuntos
X eY éuma bijegiio continua h - X — Y cujainversa h™' : Y — X também

é continua.
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Figura 7: Conjunto de Julia preenchido (c = 0)

Definicao 3.3. (Conjugacio) Duas funcgoes f : X — X eg:Y — Y sdo
ditas conjugadas se existe um homeomorfismo h : X — Y tal que ho f = goh.

xt.ox

lh h
g

Y —Y

Quando isso acontece X e Y sdo basicamente os mesmos espacos e

possuem as mesmas propriedades.

Exemplo 3.2. Considere agora a fungio f_»(z) = 2* — 2, caso ¢ = —2. Vamos
mostrar abaixo que a fungio f_5(z) = 2*>—2em C—[—2, 2] é conjugada da fungdo
quadritica fy(z) = 2> em S = {z,|2| > 1}, isto é, existe um homeomorfismo
h:S={z|z| >1} — C—[-2,2], tal que f o0 h = ho f.

S={z | > 1} w5 = {2,z > 1}
h h

C-[-22— 2 ~C-[-272

Considere h : S = {z,|z| > 1} — C —[-2,2] dada por h(z) = z + 1
z

(i) h é injetoraem S = {z, |2| > 1}
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Se h(z) = h(w) entdo

1 1 241 241
z+—:w+—<:>z+ _ = P+ Dw=zw’+1) <=
z w z w

Zwtw= 2w+ 2 = 22w — 2w’ +w—2=0 <=
z—w)(zw—1)=0<=z=wouzw=1

Observe que, se |z| > 1 e zw = 1, entdo temos que |w| = — < 1, ou
y4

2]
seja, w ¢ S.

Logo, z = w, donde h é injetora em S.

(1) h é bijetora em C — [—2, 2]

Dado w € C seja z tal que h(z) = w.

2241 )
24+ —-=w —w<= - wz+1=0< z=
Z z 2
Sejam
w—i—\/w2—4e w—Vw? —4
H=—""—"—"—@ zH=—=——
2 2

Como z; - 23 = 1, segue que ou z; ou 2, estd em S, ou ambos estdo em

|z] = 1.
Se ambos, z; e 2, estdo em |z| = 1 entdo vamos mostrar que w =

h(z1) = h(z2) € [—2,2], donde concluimos que & € bijetora em C — [—2, 2].

1
Como h(z) = z + - = w, se |z| = 1 entdo
z

1
|h(z)| = |w| = |z + —| e utilizando a desigualdade triangular temos :
z

1 1
jwl=lz+ [ <[o[+[Z[=1+1=2
z z
Logo, |w| < 2.

26
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1 1
Agora, observe que Im(w) = Im(z 4+ —) = Im(z) + Im(-). Como
z z
1
Im(-) = —Im(z), se |z| = 1 entdo Im(w) = 0. Assim, concluimos que
w € [—2,2].

(7ii) h é continua e sua inversa também é continua

< 1 . <
A funcao h(z) = z + — é continua, pois a mesma somente ndo se-
Z
ria continua em z = 0, mas sabemos que |z| > 1. Analogamente a sua

inversa também sera continua.
Portanto, h é homeomorfismo de S = {z,|z| > 1} em C — [-2,2].

Agora, vamos mostrar que f_,o0h = ho f.

1 1 1 1
o h(2)=fo(z4+ ) =(24+2)—2=224+924+ — —92=7224
f2o (Z) fQ(Z Z) (Z Z) z 22 z 22

ho fo(2) = h(2?) = 2> + ;

Portanto f »(z) = 2> — 2 em C — [-2,2] é conjugada da fungado qua-
drética fy(z) = 22 em S = {z,|z| > 1}. Como todas as 6rbitas de f; em
S tendem ao infinito, segue que todas as 6rbitas de f_, em C — [-2, 2]

também tendem ao infinito. Logo, K, C [—2,2].

Na verdade, mostra-se em [4] que K_» = [—2, 2], ou seja, o conjunto
de Julia preenchido € o intervalo [—2, 2] na reta real. Como a fronteira

deste conjunto em C € ele mesmo, temos que K_» = J_5 = [-2,2].

Nos préximos exemplos, os conjuntos de Julia foram gerados usando
o software ChaosPro. Na préxima secdo, é explicado como obter essas

imagens através dessa ferramenta.

Exemplo 3.3. Considere a fungio f_1(z) = 22 —1,isto é, ¢ = —1. Observe que,
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15
2

sdo pontos fixos dessa fungio e, portanto, esses dois pontos pertencem a K. Jd a
orbita de zy = 2i, dada por:

Pel=z22—2-1=0& 2

zZ0 — 21

a1 = f1(20) = f(i) = =5
2 = f2(2i) = f(-5) = 24
23 = f3(2i) = f(24) = 575

2 = f42i) = f(575) = 330624, ... tende ao infinito e, portanto, ndo
pertence a K..

Este conjunto de Julia gerado pela fungio f_,(z) = 2* — 1 é conhecido como
Basilica, por motivo de sua semelhanca com a Basilica de Sdo Pedro situada no
Vaticano.

Figura 8: Conjunto de Julia (¢ = —1)

Destacamos os proximos exemplos como curiosidades visto que o
matemadtico francés Adrien Douady [1], nomeou as imagens como coelho
e aviao.

Exemplo 3.4. Conjunto de Julia associado a fungio f.(2) = 2° + c onde
c= —1.755.
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Figura 9: Conjunto de Julia (avido)

Exemplo 3.5. Conjunto de Julia associado a fungio f.(z) = 2° + c onde
c = —0.123 + 0.745:.

Figura 10: Conjunto de Julia (coelho)
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Exemplo 3.6. Conjuntos de Julia associados a fungio f.(z) = 2* + ¢, com
distintos valores de c.

Figura 11: Conjunto de Julia preenchido:(a) ¢ = —0.687 + 0.3127 (b)
¢c=0.340.6i(c)c=—-0754+0.1i(d)c=0275()c=—-12(f)c=—-14

Observe que se c € R entdo J. ou K. sdo simétricos em relagdo ao eixo
7, como pode ser visto nos exemplos 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Pode-se mostrar
também que se c possui parte imagindaria diferente de zero entdo .J, possui
o que chamamos de simetria rotacional, isto é, o conjunto é dividido em
partes por um eixo que passa pela origem do plano e, estas partes quando
giradas em 180 graus irdo se coincidir. O leitor interessado pode consultar
tais demonstracoes em [3].

O teorema abaixo nos fornece um algoritmo para computar o conjunto
de Julia preenchido K. para qualquer valor do parametro c.

Teorema 3.1. Se para algum p € N temos |fP(z)| > max{|c|,2} entdo
|f2(2)] — oo quando n — oc.
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Demonstra¢do: Pelo item (vii) da Proposicdo 2.1 segue que:

[fe(2)l = 2% + e > [2*] = |e] = |2]* = ||

Se |z| > |c| entdo:

|[fe(2)] > |2 = |2] = |2I(|]2] = 1)

Se |z| > 2, existet € R,t > 0, tal que |z] — 1 = 1+ ¢. Assim,

[fe(2)] > (L +1)|2] > [2]
Aplicando repetidamente esse raciocinio, temos:

[fE(2)] > (1 +1)"z]

Como 1ir+n (14 t)" = +o0, podemos concluir que, se |z| > maz{|c|,2}
n——+0o0

entdo |f'(z)| — cosen — oo.

Agora, como por hipétese, |f2(z)| > maxz{|c|,2} para algum p > 0,
aplicando o raciocinio acima, segue que |77 (2)| > (1+4)|f2(2)| > | f2(2)]
donde se conclui que |f!'(z)| — oo quando n tende ao infinito. O

Note que, como visto anteriormente nos exemplos, alguns conjuntos
de Julia associados a fungdo f.(z), sdo figuras fractais. Com o avango
da tecnologia, hoje ja existem diversos softwares capazes de gerar tais
conjuntos de Julia. Na préxima secdo, fazemos uso do algoritmo acima
para gerar conjuntos de Julia no Geogebra e apresentamos o software

Chaospro.
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4 Desenhando conjuntos de Julia

O método utilizado para desenhar conjuntos de Julia consiste em
colorir com uma determinada cor os pontos de K., isto é, os pontos que
possuem Orbitas limitadas e colorir de uma outra cor distinta os pontos
cujas Orbitas escapam para o infinito. Observe que nos exemplos da secado
anterior, colorimos de preto os pontos de K. e de branco os pontos que

nao estavam em K..

Note que o teorema 3.1 nos fornece um algoritmo para gerar os
conjuntos de Julia que queremos. Vimos nesse resultado que se z € tal
que | f?(z)| é maior que 2 e maior que |c| para algum p € N entdo a 6rbita
desse z escapa para infinito e, portanto, esse ponto ndo pertencera ao
conjunto de Julia K.. Desta maneira, podemos escolher um valor de p
suficientemente grande e testarmos a condigdo |f?(z)| > max{|c|,2}. Se

isso ndo acontecer, dizemos que z € K..

Com rigor teriamos que verificar isso para todo p € N, ou seja, para
todos os pontos da 6rbita, o que é impossivel em tempo finito. Desta
forma, esse algoritmo néo é infalivel e sim um dispositivo ttil para gerar

uma figura aproximada do conjunto de Julia preenchido.

Algoritmo para gerar o conjunto de Julia K,

1. Inicialmente escolhemos um ntimero N de iteracOes e para cada

ponto 2, escrevemos os [N primeiros pontos de sua 6rbita.

2. Se |f(2)| > maz{|c|,2} para algum i < N, pare de iterar e atribua

cor vermelha a z.
3. Se |fi(z)| < maz{|c|,2} para todo i < N, atribua cor preta a 2.

4. As orbitas dos pontos de cor vermelha escapam e as 6rbitas dos
pontos de cor preta ficam prisioneiras. Os pontos de cor preta sdo

uma aproximacdo do conjunto de Julia K.
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Existem diversos softwares capazes de gerar figuras fractais. Estes
programas devem ser escolhidos de acordo com nossas necessidades e no
sistema operacional disponivel em nossos computadores. Neste trabalho
optamos pelos softwares Geogebra e ChaosPro por serem ambos gratuitos
e de facil acesso.

O software Geogebra possui recursos de alto nivel para o ensino de
geometria e 4lgebra. O sistema de ajuda é simples e objetivo, o que
facilita a utilizagdo mesmo do leitor que ndo possui destreza com midias
e tecnologias. O arquivo executdvel estd disponivel para download no

seguinte endereco: https : //download.geogebra.org.

No exemplo abaixo, apresentamos como gerar o conjunto de Julia
usando o software Geogebra. O programa recorre ao algoritmo citado

acima para gerar a imagem do conjunto de Julia desejado.

Exemplo 4.1. Considere a fungio f_o75(z) = 2* — 0, 75. Seguem o0s passos para
construgdo do conjunto de Julia associado a essa fungdo utilizando o Geogebra:

1. Primeiramente devemos clicar em Exibir e selecionar Planilha. Em seguida,
na célula A1 digitamos 0 e pressionamos Enter. Na célula A2 digitamos
= Al + 1 e apertamos Enter. Agora, selecionamos a célula A2 e clicamos no
quadradinho do canto direito inferior e arrastamos a célula até a linha A101.
Desta maneira, cada célula terd o valor da anterior somado com 1. Assim,
as células serdo preenchidas com os niimeros 0 até 100. Estes valores serdo
utilizados para gerar o pincel de cores.

2. Da esquerda para direita, na barra de ferramentas, escolhemos Controle
Deslizante e clicamos na drea de trabalho. Em incremento, digitamos 0.01 e
selecionamos Aplicar.
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Arguivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A . e @ & [|a=2
b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio ae?

Cantrole Deslizante

—_——

ABC Texdo

Inserir Imagem

Botao

e

Caixa para Exibir { Esconder Objetas

a=1 Campo de Entrada

Figura 12: Controle Deslizante

3. Na célula B1, digitamos = (a, A1/100). Devemos selecionar a célula B1 e
copiar a mesma até a linha B101, para isto, basta clicarmos no quadradinho
do canto inferior direito da célula e arrastar até a célula B101. Para desabilitar
Roétulo selecionamos a coluna B clicando sobre a mesma e com o botdo direito
do mouse selecionamos Propriedades, Bisico e desmarcamos Exibir Rétulo.
Ainda em Propriedades clicamos em Algebra e escolhemos Niimero Complexo.
Com este comando, estamos representando os elementos das células como
niimeros complexos. Podemos também escolher o tamanho do ponto, para

isto, ainda em Propriedades clicamos em Estilo, tamanho 3 para o ponto.

4. Digitamos na célula C1 = B1 A2 — 0.75. Note que estamos entrando com a
fungdo f. e o pardmetro é c = —0.75. Selecionamos a célula C1 e clicamos no
quadradrinho do canto direito inferior e arrastamos para direita até a célula
Z1. Desta maneira o programa ird preencher as células D1 até Z1. Ainda
com as células C1 até Z1 selecionadas clicamos duas vezes no quadradinho do
canto inferior direito de Z1. Assim, o comando anterior preencherd todas as
colunas de C até Z com niimeros complexos. Neste momento o computador
pode demorar alguns sequndos para responder pois estard gerando muitos
niimeros complexos. Note que pode aparecer na planilha 7—7i. Esta éa
maneira do programa representar um complexo que possui parte real e parte
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imagindria com valores grandes.

. Se os comandos Exibir Rétulo e Exibir Objeto estiverem ativados pode

aparecer um niimero muito grande de pontos na tela do programa. Caso isto
ocorra, devemos desabilitar os pontos das colunas C até Z. Para desabilitar
selecionamos as colunas de C até Z e, clicamos com o botdo direito do mouse,
em sequida selecionamos Propriedades, Bisico e desmarcamos Exibir Objeto
e Exibir Rétulo. Devemos aguardar alguns instantes pois o programa pode
ficar lento devido ao grande niimero de informagdes presentes na tela.

Ferramentas Janela Ajuda

1)

} Janela de Visualizagio

=]

~ Planilha

. Alv 1 [BEEOY B

A [ 8 | ¢© o | e | ¢ c | H |

0 1400 025+00 -0.69+07| -0.28-07 -067+0f -03-0i| -0.66+07
1) 1+0.010 025+0.. -068+0... 028-0.. -067+0.. -0.3-001i -066+0..
2| 1+002i| 025+0... 0.69+0..|-028-0... | -067+0... -0.29-0..|-0.66+0...
3| 140030 0.25+0.. 069+0..|-027-0... -068+0.. -0.28-0..[-067+0..
4| 1+0.04i| 025+0... 069+0..|-027-0... -068+0... -0.29-0..|-067+0...
6| 1+0.080 025+0.11 -0.7+00.. -0.26-0... -068+0.. -0.28-0..|-067+0..
6| 1+0.060 025+0.. -07+00. | -026-0. -068+0.. -028-0. -068+0..
7 1+007 025+0.. -0.71+0.. -0.25-0.17 -07+0.0.. -0.27-0...|-0.68+0...
8 1+0.08| 024+0... 072+0..|-024-0.. -07+00.. -0.26-0..|-0.69+0..
9| 1+0.097| 024+0... 0.72+0..[-023-0...|-071+0... -0.25-0..(-0.7+00..
10 14047 0244020 073+ 0. -022-0.. 072+0.. -0.24-0..[-07+00..
12 A1 1+0.1410| 024+0.. -074+0.. | -021-0.. -073+0.. -0.22-0.1i |-0.71+0..

2z] =] =]=]~]-[~]-

IR YR T b1 ! 3 T v rend [T} 12| 1+0421] 02440, -075+0..|-02-0.7(|-074+0... | -0.21-0.1i [-0.72+0
13| 1+0437] 023+0.. 076+0.. 0.48-0... | -075+0... -0.19-0.1i|-0.72+0...
x 15 14| 1+0.441 023+0.. -078+0.. | -047-02( -076+0... -017-0.4i|-0.73+0...

[=]

Figura 13: Imagem da tela do Geogebra

6. Para atribuirmos cores a sequéncia de pontos clicamos com o botdo direito do

mouse em B1, Propriedades, Avancgado, Cores Dindmicas e digitamos nas
caixas os seguintes comandos:Red: Selabs(Z1) <= 2,0, 1], Green: 0 e Blue:
0. Desta maneira, se 0 médulo do complexo Z1 for menor ou igual a 2 o
ponto terd cor preta, caso contrdrio o ponto terd cor vermelha. Em seguida,
selecionamos B1 novamente e clicamos duas vezes no quadradinho inferior
direito da célula B1. Assim, o programa estard copiando a formula para toda
a coluna B.

. Vamos refletir os pontos da coluna B pelo eixo x. Para isto, clicamos na célula

AA1 (localizada imediatamente apés a célula Z1) e digitamos = Reflexdo[B1,
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EixoX] e pressionamos Enter.(Caso o pardmetro c possua parte imagindria
diferente de zero teremos uma simetria rotacional, neste caso, na célula
AA1, digitamos = (—a, —A1/100)). Agora, clicamos duas vezes sobre o
quadradinho inferior no canto direito da célula AA1 e todos os pontos serdo
refletidos sobre o eixo X. Selecionamos novamente a coluna AA e clicamos
em Propriedades, Bdsico e desmarcamos Exibir Rétulo. Na tela do programa
ird aparecer um segmento, que serd o nosso pincel de cores.

8. Apos refletir os pontos precisamos atribuir cores. Para isto, clicamos na
célula AA1 e sequimos os passos descritos no item 6. Para habilitar o rastro
dos pontos selecionamos a coluna AA e clicamos com o botdo direito do
mouse, escolhemos Propriedades, Bdsico e marcamos Exibir Rastro. Devemos
realizar o mesmo procedimento com a coluna B. Utilizando a ferramenta
mover, movimentamos o cursor do Controle Deslizante. Note que o conjunto
de Julia serd gerado na tela. O cursor do Controle Deslizante pode ser
programado para se mover sozinho. Para isto, clicamos com o botdo direito
do mouse sobre o Controle Deslizante, Propriedades, Bdsico e selecionamos

Animar. Desta forma o cursor ird se mover automaticamente.

Figura 14: Conjunto de Julia (¢ = —0.75) gerado pelo software Geogebra

O software ChaosPro nos permite criar conjuntos de Julia de forma ra-
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pida e eficaz. Possui suporte ndo apenas para gerar conjuntos de Julia e sim
diversos tipos de fractais. O arquivo executédvel estd disponivel para down-

load no seguinte enderego: http : //www.chaospro.de/download.php.

Exemplo 4.2. Voltamos d fungdo f_o75(2) = 2° — 0, 75. Agora, apresentamos
0s passos para construgdo do conjunto de Julia gerado por essa fungdo utilizando
o0 ChaosPro:

1. Inicialmente fechamos a imagem que aparece na drea de trabalho. Em sequida,
clicamos em Fractal, New Defaulttype e Escape Time. O programa ird exibir
na drea de trabalho a imagem de um fractal.

o Chnottre e e R —

File rlml Fractalwindows Windows Settings Windoww Help
Undo Ctri+Z | =~ = R i@ cChaospro.Par=
Redo Cerl+Y
Rewvert all Changes

Commands >

Copy -
Paste >

Select

Select all

Deselect Ctrl-D

MNew Defaulttype - Escape Time Ctrl+4
Reset » Quaternion Ctrl+ &8
Zoom » Attractor Ceri+1
R Layer Fractal Ctrl+9
Palette Mode >

Dynamic system Cerl+ Shift+5

3D Transform Ctrl+T Plasmma Ctrle6
IFS

LSystem

Ctrl+7

Ctri+Shift+7

Figura 15: Tela inicial do ChaosPro

2. No canto superior direito serd disponibilizado a coluna Parameters. Selecio-
namos Formula e serd exibido o nome do fractal gerado na drea de trabalho
(Mandelbrot). Clicamos na seta localizada do lado direito desta caixa e
selecionamos Select Julia.

3. Agora, arrastamos a barra de rolagem situada a direita para baixo e alteramos
os pardmetros. Digite ¢ = —0.75 e 0. Assim, estamos considerando
¢ = —0.75 + 0i. Em seguida, arrastamos a barra até o final e marcamos
Cycle. A figura serd gerada na drea de trabalho. As cores da imagem podem
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ser modificadas, para isto, clique no icone de cores da barra de ferramentas

ou cliqgue em Fractal, Palette Mode.

Figura 16: Conjunto de Julia (¢ = —0.75) gerado pelo software ChaosPro

Todas as imagens geradas neste trabalho foram produzidas com o

auxilio dos softwares Geogebra e ChaosPro.
5 Conclusao

Os nimeros complexos sdo vistos no Ensino Médio, muitas vezes,
apenas como o conjunto de ntimeros que permite o cdlculo de raizes
quadradas negativas. Isso possibilita uma boa compreensdo da resolugao
de algumas equagdes polinomiais, mas, ndo mostra a beleza e outras
propriedades desse conjunto. Procuramos neste texto apresentar ao leitor
uma construgdo geométrica dos nimeros complexos bem parecida com
R? para que tanto professores quanto alunos do Ensino Médio possam
aprofundar e melhorar seus conhecimentos basicos e introdutérios sobre
esse conjunto de ntimeros. Além disso, ao definir e trabalhar com os
Conjuntos de Julia, possibilitamos aos professores do Ensino Médio, ap6s
a leitura desse trabalho, apresentarem aos seus alunos aplicagdes de um

caso particular de composicdo de fungdes, a composi¢do de uma fungao

Revista de Matemética da UFOP (2237-8103):  v.06 pp:38-39 2019 38



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2019

com ela mesma diversas vezes, tais como a 6rbita de um ponto e os
interessantes conjuntos que porventura podem surgir apenas desenhando

6rbitas de pontos, que podem ser até mesmo conjuntos fractais.
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