Revista de Matematica da UFOP
ISSN: 2237-8103

Os Teoremas das Panquecas

Mircio André dos Santos marcio.andre@ifmg.edu.br
Instituto Federal de Minas Gerais, Ouro Preto, MG, Brasil

Wenderson Marques Ferreira wmf@ufop.edu.br
Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, MG, Brasil

Eder Marinho Martins eder@ufop.edu.br
Universidade Federal de Ouro Preto, Ouro Preto, MG, Brasil

Resumo
Nosso principal objetivo é estudar os Teorema das Panquecas, resultados que garantem
a existéncia de retas que dividem regides planas de modo que as sub-regides obtidas
nessa divisdo possuem mesma 4rea.
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1 Introdugdo

O conhecimento de areas de figuras planas sempre foi fundamental
dentro da Matematica, estando relacionado, por exemplo, a calculo de

areas destinadas a plantagdes e a constru¢do de moradias.

Neste trabalho, responderemos questdes simples como:

1. Se A e B forem duas figuras planas e limitadas, cujos interiores sdo
conjuntos conexos, existe uma mesma reta dividindo cada uma delas

em duas partes de dreas iguais?
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2. Se A for uma figura plana e limitada, cujo interior é um conjunto
conexo, existem duas retas perpendiculares entre si dividindo A em

quatro partes de areas iguais?

Neste trabalho responderemos as duas perguntas, estabelecendo os
Teoremas das Panquecas. O préprio nome pelo qual tais resultados sdao
conhecidos ja aguga a curiosidade daqueles que sdo informados de sua
existéncia. Mais que isso, tais resultados, em especial o primeiro deles,
sdo casos tipicos de propriedades geométricas cuja veracidade pode ser
intuitivamente aceita através de exemplos simples, pode ser evidenciada
com figuras mais complexas e cuja prova, mesmo com todas as evidéncias
de sua validade, demanda conhecimentos matematicos além daqueles
vistos no Ensino Médio.

Embora seja curioso e até engracado abordar panquecas em um re-
sultado Matematico, e embora os Matemaéticos ndo tenham necessidade
de histérias e probleminhas divertidos para empreenderem seus estudos,
ha muita Matemaética por trds deste despretensioso problema de se partir
panquecas em uma frigideira.

2 Pontos Fixos, Alguns Teoremas Cldssicos e Algumas Defini¢des

Nesta secdo, apresentaremos a defini¢do de ponto fixo e veremos
exemplos de como encontré-lo(s) algébrica e geometricamente.
Definicao 1. Seja X um conjunto ndo vazio e f : X — X uma fungio dada.
Dizemos que um elemento x, € X é um ponto fixo de f se f(x¢) = wo.
Observagdo 1. De acordo com a Definigio 1, se queremos determinar algebri-
camente o(s) ponto(s) fixo(s) de uma fungio f : X — X, basta encontrarmos o
conjunto solugdo da equagdo f(x) = x e, em seguida, fazer a intersecio desse
conjunto com o conjunto X.

Exemplo 1. 0 e 1 sdo os tinicos pontos fixos da fungio f : R — R dada por
f(x) = 22, pois 0 e 1 sdo as tinicas solugdes da equagio x* = x e pertencem a R.
Observacao 2. Se queremos determinar geometricamente o(s) ponto(s)

fixo(s) de uma fungdo f : X — X, basta encontrarmos a abscissa ou a or-
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denada do ponto de intersegio dos grificos de f ede g : X — Xdada por g(z) = .

Observacao 3. Vé-se que podemos estender a Defini¢cdo 1, da sequinte forma:
Sejam X e Y conjuntos ndo vazios e f : X — Y uma fungdo dada. Dizemos que
um elemento xy € X NY é um ponto fixo de f se f(xy) = xo.

Mais informagdes sobre Teorias referentes a Pontos Fixos podem ser
obtidas em [5, 6]. Nesse tltimo trabalho, diversos resultados sobre pontos
fixos sao demonstrados, dentre eles:

1. Sejam f : X — Yeg: Y — Z fungdes. Se z, for um ponto fixo de
f ede g, entdo z( é ponto fixo de gof : X — Z,isto é, 20 € XNZe
gof (wo) = 0.

2. Sejam f : X — Y uma fungdo bijetora e g : Y — X sua inversa. Se z,

é ponto fixo de f, entdo z( é também ponto fixo de g.

Pensemos na seguinte questdo, relativa a pontos fixos de fungdes
bijetivas:
Questdo: Se a intersecdo dos graficos de f e f~! nao for vazia, entdo f

sempre possui ponto fixo?

A resposta é ndo, como pode ser visto no seguinte contra-exemplo:
Dada a fung¢do f : X — Y, definida conforme Figura 1, temos que
o conjunto {(1,2),(2,1),(3,4)} é o grafico da funcdo f e o conjunto
{(1,2),(2,1),(4,3)} é o grafico da fungdo f~'. Notamos que a intersecéo
dos gréficos de f e f! ndo é vazia e que f ndo possui ponto fixo.

Questao Existem condi¢des para que, sendo a intersecdo dos graficos de
f e f~! ndo vazia, f tenha ponto fixo?

Uma condigdo suficiente é que f deve ser crescente ou decrescente. De
fato: sejam f : X — Y uma funcdo crescente (o caso em que f é decrescente
se prova de forma anéloga) e ' : Y — X sua fungao inversa. Como a
intersecdo dos gréficos de f e f~! é ndo vazia, entdo existe 7o € X N'Y tal

que (o, f(w0)) = (o, (o)), donde f(zg) = f~(xo).
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Figura 1: Diagrama correspondente a funcéo f.

Agora, suponhamos, por absurdo, que x, ndo seja ponto fixo de f, isto
é, f(zo) # zo. Entdo hd duas possibilidades: ou f(zg) > zo ou f(zo) < zo.

Se:
1) f(wo) > o, temos que f~'(f(xo)) > f'(z0), pois f~' também é

crescente (veja, a seguir, [6], Lema 2.2.1) e portanto =y > f(zy), 0 que é
um absurdo.

2) f(wo) < o, segue-se que f~'(f(x0)) < f'(x0), pois, como mencio-
nado no item anterior, f —l¢ crescente, e consequentemente o < f (IL’[)), o

que também é um absurdo. Portanto z, deve ser ponto fixo de f. O

2.1 Os Teoremas do Ponto Fixo de Brouwer e do Valor Intermedidrio

Dois Teoremas cldssicos da Matemaética sdo o

Teorema 1 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). ! Seja f : [a,b] — [a,b]

uma fungdo continua. Entdo f possui ponto fixo.

eo
Teorema 2 (Teorema do Valor Intermedidrio). Seja f : [a,b] — R uma
fungdo continua. Se f(a) < ¢ < f(b) ou f(b) < ¢ < f(a), entdo existe

1Versdes mais gerais desse Teorema sio amplamente conhecidas em Matematica. Em nosso trabalho,
apenas a versao unidimensional é demandada e optamos por enunciar o Teorema apenas nesse caso. Para
mais informagoes, ver [4].
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xo € (a,b) tal que f(xo) = c.

Tais Teoremas sdo fundamentais na sequéncia do texto e sdo equi-
valentes. A demonstracdo desta equivaléncia bem como exemplos que

ilustrem tais Teoremas podem ser vistos em [2, 3, 5, 6, 7].

2.2 Pontos Antipodais e Coordenada Angular

Nesta se¢do, vamos definir o que sdo pontos antipodais e coordenadas

angulares.

Dado um circulo C' (veja a Figura 2), construa o plano cartesiano com
origem no centro de C' e o circulo unitario C. Note que para cada = € C,
a semirreta com origem no centro deC, e que contém z, determina em
(' um tnico x e vice-versa. Isto é, para cada z; € ('}, a semirreta com

origem no centro de C' e que contém z; determina em C' um tnico z.

Assim, temos as seguintes defini¢oes:

Figura 2: o é a coordenada de z.

Definicdo 2. Seja o a medida, em radianos, do menor arco trigonométrico nio

negativo de extremidade x,. Dizemos que o é a coordenada angular de x.

Definigao 3. Dois pontos x e x* pertencentes a C' sdo ditos pontos antipodais
quando a diferenca entre suas coordenadas angulares é iqual a +m. Em outras
palavras, dois pontos da superficie de uma esfera sio antipodais quando sdo
diametralmente opostos.
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As seguintes defini¢des relativas a conceitos de continuidade também
serdo necessdrias na sequéncia do texto. Optamos por apresentar as de-
tini¢des considerando os dominios e contra-dominios que utilizaremos.
Mais informagdes sobre topologia e continuidade e topologia podem ser
vistas em [1] e [2], respectivamente.

Definicdo 4. Sejam h : [0,27) — C uma fungdo, C um circulo e d(h(«), h(ayp))
a distdncia de h(o) a h(ap). Dizemos que h é continua em oy € [0,27) se
para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que se o € [0,27) e | — ap| < 0, entdo
d(h(a), h(ap)) < e

Definicdo 5. Sejam f : C' — R uma fun¢do, C um circulo e d(x, xo) a distdncia
de x a xy. Dizemos que f é continua em x, € C se para todo € > 0, existe 6 > 0
tal que se x € C'e d(x,xg) < 9, entdo | f(z) — f(xo)] <e.

A partir das defini¢des anteriores, temos as seguintes observagoes:
Observacdo 4. Sejam x e x* dois pontos antipodais de coordenadas angulares
respectivamente iquais a o e 3. Se o < [3, tem-se que:

i)a € 0,m).

it) B € [, 2m).

Observacdo 5. Nota-se que, se o € [0,27) for a coordenada angular de um
ponto x qualquer do circulo C, entdo existe uma fungdio bijetora

h:[0,2m) — C,

definida por h(«) = x e continua (ver Defini¢do 4 e a prova da continuidade de
h na segio 4). Assim, se existe f : C' — R, também existe foh : [0,27) — R

tal que, para todo x € C, existe um tinico o pertencente a |0, 2m) de forma que

f(x) = foh().
3 Primeiro e Segundo Teoremas das Panquecas

Nesta secdo, demonstraremos os Teoremas das Panquecas. Iniciare-
mos pela demonstragdo de um importante resultado, o qual é consequén-
cia direta do Teorema do Valor Intermediario. A principal referéncia

utilizada foi [7]. Nesta se¢do, optamos por ndo demonstrar a continuidade
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de muitas das fungdes utilizadas, deixando sua prova para a secgdo 4.

Teorema 3 (Teorema de Borsuk-Ulam). ? Seja f : C' — R uma fungdo
continua no circulo C. Entdo existe um par de pontos antipodais x e x* tal que

fx) = f(z7).

Demonstra¢do: Vamos inicialmente construir o plano cartesiano com
origem no centro de C' (veja Figura 3) e definir ¢ : [—r,r] — R continua (cf.

se¢do 4 ), em que r é a medida do raio do circulo C, da seguinte forma:

m

Figura 3: A coordenada « é associada ao ponto z € C' e este é associado a
Y.

i) Paray € [—r, 1|, seja x o ponto de intersecdo da reta que contém y e
é perpendicular ao eixo horizontal com o semicirculo superior.
it) Sejam z* o ponto antipodal a = e « a coordenada angular de z.
i1i) Seja g(y) = f(x) — f(z"), ou equivalentemente, de acordo com a
observacao 5,
9(y) = foh(a) — foh(a ),

Admitindo tudo isso, temos que

g(=r) = foh(m) — foh(0)
2 Assim como feito no Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, optamos por enunciar apenas a versao unidimen-

sional desse resultado, a qual é utilizada em nosso trabalho. Mais informagées sobre o caso geral podem ser
vistas em [4].
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g(r) = foh(0) — foh(m),

donde g(r) = —g(—r).

Se:

a) g(r) = 0, entdo da defini¢ao de g temos que f(z) = f(z*) e 0 teorema
estd provado.

b) g(r) # 0, entdo ou g(r) < 0 < g(—r) ou g(—r) < 0 < g(r). Em ambos os
casos, o Teorema do Valor Intermedidario garante que existe y € [—r, ] tal
que g(y) = 0. Portanto, de acordo com a definigdo de g,

em que z é o ponto associado a y conforme ). O

Teorema 4 (Primeiro Teorema das Panquecas). Se A e B forem duas figuras
planas e limitadas, cujos interiores sido conjuntos conexos, entdo existe uma mesma

reta dividindo cada uma delas em duas partes de dreas iguais.

Demonstragdo: Inicialmente coloquemos as duas figuras dentro de um
circulo C (veja Figura 4. Em linguagem figurada, o circulo seria a frigideira
onde estdo as panquecas). Isso pode ser feito, pois as duas figuras sdo

limitadas.

Figura 4: Duas figuras planas ("panquecas”) dentro de um circulo ("frigi-
deira").
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Seja z o centro de C' e r a medida de seu raio. Para qualquer z € C,
seja " o seu ponto antipodal, e D, o didmetro de extremidades = e z* .
De acordo com o Lema 1, a seguir, para todo = € C, existe uma tnica reta
L(A, z) perpendicular a D, dividindo A em duas figuras de mesma area e
uma Unica reta L(B, x) perpendicular a D, dividindo B também em duas

figuras de mesma area.

Denote, respectivamente, por x4 e xrp, 0s pontos de intersecdo de
L(A,x)e L(B,z) com D,. Em D,, temos uma escala natural (sistema de
coordenadas) com z na origem: a coordenada do ponto é a sua distancia
orientada a z, positiva se o ponto estiver entre z e z, e negativa caso

contrario.

Seja g : C' = R uma fungdo dada por

9(x) = ga(r) = gn(x),

em que g4(z) e gp(x) sdo, respectivamente, as coordenadas de x4 e = 5.

De acordo com a defini¢do de g, temos que g(z) = —g(z*) para todo
x € C. De fato, D,» = D,, entdo L(A,z) = L(A,z") e L(B,z) = L(B, z").
Dessa forma x4 = 2%y e x5 = x}. Porém as orientagdes em D, e D, sdo

opostas e portanto g4(z*) = —ga(z) e gp(z*) = —gp(x), de modo que

9(z") = ga(z”) — gp(2™) = —ga() + gp(z) = —g(2).

Observemos que tal argumentacdo é vélida para qualquer ponto = do
circulo.

Por outro lado, como g é continua (cf. se¢do 4), pelo teorema de Borsuk-
Ulam, existe um par de pontos antipodais 7 e 7" tal que ¢(Z) = ¢(z*). Para
este par de pontos, podemos obter tnicas L(A,T) e L(B,7) perpendicula-
res a Dz e dividindo ao meio, respectivamente, A e B. Portanto, para este
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par de antipodais, temos

{ 9(@) = —9(@)

9(7) = g(z7)

donde ¢(7) = 0. Isto implica em g4(7) = g5(T), e entdo T4 = Tp. Portanto
L(A,7) = L(B,7) divide cada uma das figuras A e B ("panquecas") em
duas outras figuras de areas iguais. O
Lema 1. Se A é uma figura plana e limitada, cujo interior é um conjunto conexo,
entdo, para todo didmetro de qualquer circulo C que contenha A, existe uma iinica
reta perpendicular ao mesmo e dividindo A em duas figuras de mesma drea.

Figura 5: L, é perpendicular a D, em y.

Primeiramente, mostraremos a existéncia de tal reta: para todo z € C,
em que C' é um circulo cujo raio tem medida r, sejam L, a reta perpendi-
cular a D,, no ponto de coordenada y (veja Figura 5),e f : [-r,7] = Ra
fungdo dada por f(y), em que f(y) é a drea da parte de A que estd no lado
positivo de L, (no sentido de crescimento de y no sistema de coordenadas
de D,).

De acordo com a defini¢do de f, temos que f(—r) =k >0e f(r) =0;

k
k sendo a area total de A. Assim f(r) < 5 < f(—r) e, como f é continua
(cf. secdo 4), segue-se do Teorema do Valor Intermedidrio que existe

k
Yo € (—r,7) tal que f(yo) = 5 © portanto, existe L,, perpendicular a D,
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dividindo A em duas figuras de 4reas iguais.

Finalmente, mostremos a unicidade: suponha, por absurdo, que exis-
tam retas L, e L, perpendiculares a D, e dividindo A em duas figuras
de dreas iguais (o que acarreta f(y) = f(y') e que y # ¢/, digamos y < ¢/
(veja Figura 6).

Ly Ly

Figura 6: L, e L, perpendiculares a D, e cada uma delas dividindo A em
duas figuras de dreas iguais.

A faixa @) entre L, e L, é um conjunto aberto, cujo complemento foi
dividido em duas partes, uma contendo os pontos de D, cujas coordena-
das sdo menores ou iguais a y e a outra contendo os pontos de D, cujas
coordenadas sdo maiores ou iguais a y'. Como o interior de A (IntA) é
conexo e possui pontos de cada uma dessas duas partes, entdo IntA deve
ter um ponto de @), digamos p. Como IntA e () sdo conjuntos abertos,
IntA N Q também é aberto. Assim, IntA N Q contém uma vizinhancga de
p. Desta forma IntA N ) possui drea m > 0 e, portanto, f(y) > f(y'), mas
isso contradiz o fato de f(y) = f(y'). Logoy =y’ e L, = L,.

De forma andloga se demonstra a existéncia e a unicidade de L(B, z).

Teorema 5 (Segundo Teorema das Panquecas). Se A for uma figura plana e
limitada, cujo interior é um conjunto conexo, existem duas retas perpendiculares
entre si dividindo A em quatro partes de dreas iguais.
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Demonstragdo: Como no teorema anterior, suponhamos que a figura, de-
notada por A4, esteja dentro de um circulo C (veja Figura 7). Para qualquer
ponto z em C, denote por D, o didmetro cujas extremidades sdo os pontos
antipodais x e z*. Seja L, uma reta perpendicular a D, e dividindo A
em duas figuras de areas iguais (a existéncia de tal reta é garantida pelo
teorema anterior) e M, uma reta paralela a D, e também dividindo A
em duas figuras de 4reas iguais (para ver isso, considere um didmetro
perpendicular a D, e use o teorema anterior). Estas duas retas, com ponto
de intersecdo pertencente ao interior de C, o dividem em quatro regides
Ry, Ry, R3 e Ry, enumeradas no sentido anti-hordrio e a partir do ponto
de intersecdo de M, com C mais préximo de z.

Sejam A; a regido de A contida em R;; i € {1,2,3,4}, e S;(z) a sua
area.

Como Si(z)+S2(z) = S3(x)+S4(z) (pois M, divide A em duas regides
de mesma drea) e Sy (z) + S4(x) = S2(x) + S3(z) (pois L, divide A em duas

regides de mesma area), temos

S3(x) + Sa(x)

{ Sy (z) + Sa(x)

Si(x) + Sa(x)

Multiplicando-se a segunda equacdo desse sistema por —1 e a so-
mando membro a membro com a primeira equagdo, obtemos Sy(x) =
Si(x). Usando esse fato na primeira ou na segunda equacao, se conclui
que Si(x) = Ss(x).

Essas duas igualdades foram obtidas para um ponto x arbitrdrio, mas
com posicdo fixada. Agora suponha que este ponto se mova ao longo
de C no sentido anti-horério e descreva, a partir de x, um arco de g
radianos. Denote essa nova posicao por y (veja Figura 7). Entdo, nomeando
as regides determinadas pelo par de perpendiculares L, e M,, temos
Ay = Ay, Ay = A, A3 = Ay e Ay = Az e consequentemente S, (y) = So(w)
e So(y) = Ss(x).
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Seja f : C' — R a fungdo dada por

f(x) = 5i(x) = Sy(x).

Pela bijetividade citada na Observacdo 5 da sec¢do anterior, existem
Unicos e distintos « e  pertencentes ao intervalo [0, 27) tal que foh(a) =
—foh(/3) e entdo, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, visto que f e
foh : [0,2r) — R sdo continuas (cf. secdo 4), existe 0 pertencente a
um dos intervalos (o, 8) ou (5, «) tal que foh(#) = 0. Novamente, pela
bijetividade mencionada anteriormente, existe w € C' tal que f(w) =0e
consequentemente S (w) = Sz(w). Como jd mostramos que S (z) = S3(z)
e Sy(x) = Sy(z) para todo z, entdo Ss(w) = Si(w) = Sa(w) = Sy(w).
Portanto L,, e M, dividem A em quatro partes de mesma area. O

7

Figura 7: Representacdo esquematica da construcao utilizada na demons-
tracdo do Segundo Teorema das Panquecas.
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4 Demonstra¢des da Continuidade das Fun¢des Utilizadas na
Demonstra¢io do Teorema de Borsuk-Ulam e dos Teoremas das
Panquecas

Nesta se¢do, vamos demonstrar que de fato sdo continuas as fung¢des
h : [0,27r) — C da Observagdo 5, g : [-r,7] — R do Teorema 3,
f:[-r,r] - Rdo Teorema4, g: C — Rdo Teorema4, f : C — Rdo
Teorema 5 e foh : |o,27) — R do Teorema 5.

a) Continuidade de i : [0,27) — C, dada por h(«) = z, da Obser-
vacao 5.

Inicialmente note que, conforme esquematizado na Figura 8 e a defi-
nicdo de A,
d(z,z9) < rla—ag.
€
Entdo, dado € > 0, tome 6 = —, assim, se « € [0,27) e |a — | < 0,

r
teremos

d(h(a) = hlay)) < e,

0 que prova que h é continua.

Figura 8: Circulo de raio 7.
b) Continuidade de ¢ : [—r,r] — R, dada por ¢g(y) = f(z) — f(z*), do
Teorema 3.
Note que:

i) Devemos mostrar que dado € > 0, existe § > O tal quesey € [—r, 7] e
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ly—yol < 9, teremos [g(y) —g(yo)| < € isto &, | f(x)— f(z*)— f(zo)+ f(z0)| <

€.
i) |[f(@) = f(@%) = fwo) + f(wo)] < [f(2) = flwo)| + [f(27) = flao)l,
pela desigualdade triangular.

i11) d(x,x0) = d(x*,x;), em que x* e x assim como z;, e xy sdo dois

pares de pontos antipodais (veja Figura 9).

Figura 9: Representacdo esquematica da construcao utilizada na demons-
tracdao da continuidade da fungdo g : [—r, 7] — R do Teorema de Borsuk-
Ulam.

Demonstra¢dao: Dado ¢ > 0, como [ é continua em C, existe §; > 0 tal
€
que, se 71 € C e d(x1,79) < 01, entdo |f(z1) — f(zo)| < 5 Também existe

dy > 0 tal que, se x2 € C' e d(xq,x5) < dy, entdo |f(xa) — f(27)] < % Seja
do = min{dy, 0, }. Sem perda de generalidade suponha ¢, = 6;.

Definindo L,,, como a reta que contém z, e o ponto de coordenada y,. E
s+ € T5- COMO 08 pontos pertencentes a C e cujas distancias a x, sdo iguais
a &y, vé-se que é possivel escolher § = min{d(m 5> Ly,),d(z 57 Lyo)} < o
tal que, se |y — yo| < 0, teremos, por i), d(z,x9) = d(z*,x5) < dp €
consequentemente

F(@) = F(o)l < 5
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) = flap)] < 5

€

Donde |f(z) — f(zo)| + [f(2") — f(x5)] < 5

tem-se

+ % = ¢. Portanto, por ii),

19(y) — g(vo)| < e

¢) Continuidade de f : [-r, 7] — R do Teorema 4.

Figura 10: A 4rea da regido colorida é maior que o médulo da diferenga

entre f(yo) e f(y).

Inicialmente note que, pela definicdo de f e conforme esquematizado

na Figura 10,
[F(y) = fyo)| < 2rly = wol-

Entdo, dado ¢ > 0, tome § = —26 . De modo que, se y € [-r,1]| e
T
ly — 0| < 0, teremos

1f(y) = fyo)| <

0 que prova que f é continua.

d) Continuidade de g : C' — R do Teorema 4

Como g é a diferenca entre duas funcgdes e a diferenca de fungoes
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Figura 11: Representacdo esquematica da construcdo feita na demonstra-
¢do da continuidade da funcdo g do Primeiro Teorema das Panquecas.

continuas é continua, basta mostrarmos que g4 e g sdo continuas.

Sejam C um circulo de centro z, c um ponto de C' no qual queremos
mostrar que g4 € continua, c4 o ponto de intersecdo entre a perpendicular
L(A,c), que divide A em duas regides de mesma drea, e D, um didmetro
de C (veja Figura 11).

Seja z um ponto de C préximo a c. Através dos pontos u e v, intersegao
entre L(A, c) e C, desenhe as retas K e K’ perpendiculares a D,. A reta
L(A, c) divide o interior de C' em duas partes, U e V' (veja Figuras 12 a e b).

A faixa entre K e K' separa o seu complemento no interior de C' em
duas partes, U’ e V', de forma que U’ C U e V' C V. Por isso cada uma
das partes U’ e V' pode ter area, no méximo, igual & metade da area da
figura A. Isso implica em L(A, z), reta perpendicular a D, e que divide
A em duas regides de mesma drea, estar localizada na faixa entre K e K'.
Denote por x4 0 ponto de intersecdo entre L(A, x) e D, e por =, o ponto de
intersecdo entre L(A, c) e D,. Como cy4 estd dentro da faixa determinada

por K e K' e o segmento ¢,z é menor do que o segmento 77z (pois o
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Azpcyz é retdngulo em cy), entdo, ao girarmos D, em torno do centro
z de forma que ¢ coincida com z, veremos claramente que g4(c) e ga(x)
pertencem a um mesmo intervalo real de comprimento w (note que w é

também a largura da faixa citada anteriormente), portanto

94(x) = galc)] <w.

K_
—_— /"
- Ry T
- ¥ il ~
! v\ Uy k-
UL
u/ e oot ™
f u L ;1'
| \ / o |
. ] e
| ot
\ P
! Vv | | e |
\ / \ =
,"’ ',/’ V’ /
\ v
\\ o PN /’
b ¥ KX y

Figural2: C =UUV,U cUeV CV.

Por outro lado Azex ~ Autv, pelo caso de semelhanca angulo-angulo

(veja Figura 13, a seguir).

Figura 13: Azex ~ Autv.

Entao
w d(e, x)

d(u,v)  d(z,z)’

em que e é o pé da perpendicular baixada de z a D. e t é o pé da perpen-

Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103):  v.06 pp:119-125 2019 119



Revista de Matemaética da UFOP (2237-8103): 2019

dicular baixada de v a K. Como r = d(z, =), entdao

Além disso, d(u,v) < 2red(e,z) < d(z,c), dai
w < 2d(z, ),

e, portanto,
|9a(z) — ga(c)| < 2d(z,c).

Logo, dado € > 0, tome § = % Assim, se x € C e d(z,c) < §, teremos

lga(x) — ga(c)| < €, 0 que prova que g4 € continua.

De forma andloga se prova que gp também é continua e, dessa

forma, concluimos a continuidade de g.

e) Continuidade de f = 57 — S5 : C' — R do Teorema 5.

Assim como no item anterior, basta mostrarmos que S e Sy sdo conti-

nuas.

Sejam ¢ um ponto de C, no qual queremos mostrar que \5; é continua,
e z um ponto de C préximo a c (veja a Figura 14). A passagem do par
de perpendiculares L. e M, para o par L, e M, pode ser feita em dois
passos. Primeiramente, rotacionamos L. e M, em torno do ponto p de
intersecao entre elas até obtermos o par de perpendiculares L, e M.,
paralelas, respectivamente, a L, e a M,. O angulo de rotacdo de medida
a é determinado pelo arco de extremidades c e . O segundo passo é
transladar o par de perpendiculares L, e M, até o ponto de intersegdo entre
L, e M, de forma que L/C eM C/ se mantenham paralelas, respectivamente,
alL,eM,.

Denote por S;(c) as areas das sub-regides de A obtidas pelo par L. e
M., por S;(x) as dreas das sub-regides de A obtidas pelo par L, e M, e por
S;(c) as 4reas das sub-regides de A obtidas pelo par L, e M,. Temos, de
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acordo com a Figura 14:

Figura 14: Construcao feita na demonstracdo da continuidade da funcdo
f do Segundo Teorema das Panquecas.

. / ~ 2z . 2z Z .

i) |S1(c) — Si(c)| ndo é maior do que a drea de um setor de C' com vértice
p fora do centro. Como essa area é menor do que 2rd(z,c), onde r é a
medida do raio de C, e x estda muito préximo de c (Veja justificativa no

final dessa demonstracao), entao
1S1(c) — Sy(e)| < 2rd(x, c).

.. L / 2 Z. s z
i1) A drea U entre L, e L, e dentro de C' é no maximo 2ru, em que u é a
. . A . / 7 Z /
medida da distancia entre L, e L,. De forma andloga, a drea ' entre M,
e M, e dentro de C' é no maximo 2rv, em que v é a medida da distancia

entre M, e M,. Em outras palavras

U <2ru

V < 2rv.
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iii) |Sy(z) — Sy(c)] < U +V,isto é,

1S1(x) — Sy(c)| < 2r(u+v).

iv) Os trés tridngulos retangulos, cujos angulos retos estdao indicados
na Figura 14, sdo, dois a dois, pelo caso de semelhanga dngulo-angulo,
semelhantes. Além disso, o segmento de reta, de extremidades p e ¢, em
que ¢ é o ponto de interse¢do entre L. e L,, mede menos do que 2r e o
segmento de reta, de extremidades x e s, em que s é o pé da perpendicular
baixada de x sobre D., mede menos do que d(z, c). Como Azsz ~ Agtp,

em que t é o pé da perpendicular baixada de ¢ sobre L., podemos escrever
d
P9 _ v e,
r d(zx,s)

Além disso, como exposto anteriormente, d(p, q) < 2r e d(z,s) < d(z, c).
Desses fatos se conclui que

u < 2d(x,c).
De forma andloga mostra-se que

v < 2d(z,c).
Por outro lado

1S1(x) = Si(e)] = |Su(x) — 5;(0) + Si(/C) — 5i(¢)]
< ISi(x) = Si(e)] + [51(e) = Su(e)],
entdo, usando i), iii) e iv), temos |Si(z) — Si(c)| < 8rd(z,c) + 2rd(z,c),
isto é,
|S1(z) — Si(c)| < 10rd(zx, ).
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Entdo, dado € > 0, tome § = % Assim, se x € C'ed(x,c) < ¢, teremos
r

|S1(z) — Si(c)| < €, 0 que prova que S; é continua.

De forma andloga se prova que S; também é continua.

Vejamos os detalhes da justificativa citada, em i), acima. Dada a Figura
15, a seguir, temos:

g g
e §
a_ =" u
- L
| o i t
S b—y Y=
/ b : \
!

Figura 15: Comparando &reas do setor, trapézio e retangulo.

1) A area do setor com vértice p fora do centro é menor do que a érea
(Arrap.) do trapézio retangulo de vértices pgst.

2) A drea do retangulo de dimensdes 2r e d(z,c) é Ap. =

2r - (r\/§ - V1 —cosa), isto é, Ary. = 2r°v/2+/1 — cosa. Note que
d(z,¢) = V2 - /1 — cos a foi obtido pela lei dos cossenos.

2b — sen
3) h =asena, y =b— acosae Apyap. = ( acos )asena

2
4) i (2b — acos a)asena b2V/2. Como b*V2 < 4r*\/2, existe
1m - . 7
a—0t v/ 1 — cosa

. (2b—acosa)asena 9 .
01 > 0 tal que se a € (0,6,), entdo < 4r*v/2, isto é,
! 9 ( 1) /1 —cosa
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2b — sen
( aco; QIS _ 5,2\ /3\/T = cosa, ou sefa

ATrap. < ARet‘-

Portanto, para o pequeno o suficiente, isto é, para + muito préximo
de ¢, a drea do setor com vértice p fora do centro é, de fato, menor do que
2rd(z, c).

Note que, mesmo se p coincidir com z, o resultado ainda é verdadeiro,
mas, neste caso,

a=b=r.

f) Continuidade de foh : [0,2r) — R do Teorema 5 (Lembre-se
de que f : C — R é dada por f(z) = Si(z) — Si2(z), enquanto
h:[0,27) — C é definida por h(a) = ).

Dado € > 0 existe, pela continuidade de f no ponto z,, um ntimero
91 > Otalquesex € Ced(z,z0) < 0y, entdo | f(x)— f(xo)| < e. Por sua vez,
a continuidade de i em o garante que existe 6 > 0 tal que se o € [0,27) e
o — ag| < 6, entdo d(h(a), h(ap)) < 91, isto é, d(x,zg)) < d;. Portanto, se
a € [0,27) e | — ap| < 9§, teremos |f(z) — f(z0)| < €, ou seja,

|foh(a) — foh(ap)| < e,

o que prova que foh de fato é continua.

5 Comentérios

Os Teoremas das Panquecas possuem grande apelo geométrico e sdo fa-
cilmente verificados se tivermos figuras com determinada simetria (como
circulos, retangulos, losangos, etc). Pretendemos, em outro trabalho, uti-
lizar programas de geometria dindmica para propormos atividades que

possibilitem a abordagem dos resultados aqui estudados com alunos do
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Ensino Médio.
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