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Resumo

No presente trabalho introduzimos uma nova no¢do nominada por nimero dual de Padovan. A
partir da sequéncia de Padovan, cujo estudo preserva o interesse de varios especialistas, trazemos
um conjunto de seis matrizes definidas a partir dessa nova classe de nimeros duais. Assim, sdo
verificadas propriedades que correspondem ao comportamento de suas poténcias, suas matrizes
inversas dos nimeros duais de Padovan.

Palavras-chave
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1 Introducao

A sequéncia de Padovan € uma sequéncia de nimeros inteiros, de terceira ordem, represen-
tada por P, com V n € N, e apresentando os valores iniciais como Py = P, = 0, P, = 1 ou
ainda Py = P; = P, = 1. A sua férmula de recorréncia € dada por: P,y = P,—2) + P(n—3),V
n. Para o primeiro conjunto de valores iniciais, determinaremos o seguinte conjunto de valores
inteiros positivos: 0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,65,86,...

Observe, no entanto, que ainda podemos determinar os elementos do conjunto P_,,, com
n € N que representa uma extensao para o respectivo conjunto dos nimeros inteiros. Nesse caso,
€ suficiente considerar a seguinte relagdo de recorréncia P(_,) = P_,43) — P_pq1),Vn 2> 1.
Para exemplificar, escrevemos alguns dos elementos com indices negativos, determinados pela
recorréncia: P =1,P o =—-1,P 3=1P 4, =0,P5=—-1,P ¢=2P r=—-2 P g=
1,Pg=1,P_19=—-3.

Essa sequéncia foi criada pelo arquiteto italiano Richard Padovan (1935 -), nascido na
cidade de Padua [12], sendo esta sequéncia um tipo de parente de uma sequéncia mais conhecida,

sequéncia de Fibonacci. Os nimeros de Padovan tem grandes aplicagdes e propriedades na drea
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da arquitetura [9] [7]. Observa-se a existéncia de um processo matemadtico de extensdo no plano
complexo desses nimeros de Padovan, assim como acontece para a Sequéncia de Fibonacci, em
que ¢é estudada a relacdo da sequéncia polinomial de k-Pell-Lucas, possuindo contribui¢do para
este artigo [10] [2] [1].

Mais adiante, empregaremos a defini¢do de um nimero dual de Padovan, com base no
trabalho de Clifford [2].

Definicao 1. Um niimero dual é definido como:
d=a+ ea,

em que ¢ representa a unidade dual e a € N.

Com isso, essa unidade dual estd sujeita a um conjunto de regras, estudadas por Shoham

[10], sendo portanto: €2 = 0, 1e = 1 = e. Depreende-se facilmente que e” = 0,n > 2en € N

A seguir, serd definido o nimero dual de Padovan, bem como algumas propriedades matrici-
ais inerentes a esse modelo.

2 Algumas propriedades matriciais

Com base no trabalho de Clifford [2], um nimero dual de Padovan € definido como:

Definicao 2. Um niimero dual de Padovan é descrito pela recorréncia:

DP, =P, +5Pn+la

onde P, representa um niimero de Padovan e € designa a unidade dual.

Observando a propriedade fundamental da recorréncia DP,, = DP,_»+ DP, _3, verificada
a partir da Definicdo 2, percebe-se que: DP,,_o+DP,_3 =P, _o+¢eP, 1+ P,_3+¢cP, 2=
Pn—2+Pn—3+5Pn—1 +€Pn—2 :P7L+5Pn+1 :Dpn

Dos trabalhos de Seenukul et al [5] e Sokhuma [11], considera-se o conjunto de cinco

matrizes de terceira ordem:

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0
QP1: 1 0 0 aQP2: 1 0 1 7QP3: 1 0 0 7QP4: 1 01 7QP5: 0
1 1 0 0 1 0 01 0 1 0 0 1
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Logo em seguida, acrescenta-se uma sexta matriz, definida por:

T

Qp, =

= o O
_— O =

0
1| =0QF, =
0

o R O
- o O
O = =

Onde Qg representa a transposta da matriz () p,. Assim, considera-se, tendo em vista as

segdes subsequentes, o conjunto com seis matrizes Qp,, 1 < i < 6.

Ademais, facilmente verifica-se que para 1 < ¢ < 6, tem-se que det@p, = 1, e o deter-
minante das matrizes inversas e transpostas de Padovan, sendo respectivamente detQ;il =1le
T
detQPl - 1.

Ainda dos trabalhos de [5, 11], serd utilizado:

Poiya Py Pup Po1 P Papa Poyo Pnys Popr
Qp, = |Poy1 Poo1 Pp | ,Qp, = |Poy1 Ppya Pays|,Qp, = |Puy1 Poga P
Pois Poi1 Paugo P, P, Poyo P, P,1 P,
Poiyo Poys Py Poio Poy1 Poys
Qp, = |Puys Pnyo2 Popr| Qb= | P Pooi Pog
P P, P,_1 P P, Poyo

Por outro lado, recordando a relagdo Q) p, = Qg, pode-se verificar que é valido:

Pnfl Pn Pn+1
eré‘ﬁ = (QT[E’Q)T = Pn+1 Pn+2 Pn+3
Pn Pn+1 Pn+2

Pn—l Pn+1 Pn
= Pn Pn+2 Pn+1

Pn+1 Pn+3 Pn+2

Assim, sabe-se o comportamento das poténcias das seis matrizes anteriores, com expoentes

positivos, cujas entradas sdo precisamente os nimeros de Padovan.
2.1 As matrizes dos niimeros duais de Padovan
Com origem nas relagdes indicadas acima, serd definido um novo conjunto de matrizes a

partir da Definicao 2.
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D1Qp,

DsQp,

DsQ'p,

-DP7L+2
= DPn+1
_D-Pn+3

_DPn+2
= -DPn+l
DP,

[DPpo
= | DP,
_D-Pn+1

DP,
DPnfl
-DPnJrl

DPn+3
DPn+2
DP7L+1

DPn—i—l
DPn—l
DP,

DP7L+1_
DP,
-DPn+2_
DP, 1]
DP,
DPn—l_
DPyys]
DPn+1

DPn+2_

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2019

7D2Q$2 -

) D4Qrff’4

7D6Q’r]756

DP,_,
DP, 4
| DP,
_DPn+2
DPn+3
| DPpa
DP,_,
DP,

_DPn+1

DP,
DPn+2
-DPnJrl

DPnJrB
Dpn+2
DP,

DPn-l—l
DPn+2
D-Pn+3

DP7L+1_
DPn+3
DPn+2_

DP,
-DPn+l
DPn—l_

DP,
DPn+1
DPn+2_

Observa-se, acima, que as entradas sdo precisamente os niimeros duais de Padovan definido
por DP, = P, + <P, + 1.

Teorema 1. Considerando as matrizes duais D;Qp. com 1 < i < 6 en,p € N, entdo tem-se
que:

(a) DiQp, = Qp;(I +cQp,) = (I +eQp,)Qp, e det(D;Qp,) =1, paral < i <6,

(b) (DiQp,)" = Q! (I +peQp,) = (I +peQp,)QF, paral <i<6ep > 1.

Demonstracdo. (a) Realizando a prova para ¢ = 1, podemos chegar facilmente a conclusao, visto

que os demais casos sdo andlogos. Assim, temos que:

DPn+2 DPn DPn—i—l
DlQ?ﬁ = DPnJrl DP, DP,
DP,ys DP,y1 DPyyo

De imediato, pode-se tomar a decomposi¢ao:

[DP,,», DP, DP,.] Poio+ePyi3 Po4+ePui1 Pyl +ePuio
DiQp = |DP,yy DP, 1 DP, | =|P.y1+ePus Po1+eP,  P,+eP,
|DP,y3 DP,i1 DP,iq] Pois+ePpys Poy1+ePpys Ppyo+ePhys
[Poy2 Pu Puy [Pois Puy1 Pogo
= |Puy1 Po1 P, | +e|Ppy2 P,  Puia
_Pn+3 Pn-l-l Pn+2 _Pn+4 Pn+2 Pn+3
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Pn+2 Pn Pn+1
Recordando que: Qp, = |P,11 P,—1 P, |,tem-se que:

P7L+3 P7L+1 P7L+2

DiQ}, = Qp, + Q3!

= erél (I + 6QP1)
_ n 14+n
- QPl + ngl
= +eQp)Qp,-
Por outro lado, verifica-se que:
1 0 0 0 0 ¢ 1 0 ¢
(I+eQp)=10 1 0|+ 0 0|=1]e 1 0
0 0 1 e € 0 e e 1
Assim, determina-se que:
1 0 ¢
det(I+eQp) =det |e 1 0| =1+0+e*>-e*-0-0=1.
e e 1
57 Verificando a propriedade (a) det D;Q’%, = 1, realizaremos para o caso 7 = 1.
58 Logo: detD1Qp, = det(Q'p (I +eQp,)) = det(Qp, )det(I +eQp,) = det(Qp, )1 = 1.

Para a propriedade (b), procedendo por inducdo matemaética sobre p, observa-se, todavia,
que pode-se realizar a comutatividade:

DiQ3! = Qp.(I+Qp,)Qp, (I +2Qp,)
= QF,(Qp, + Qi) +Qp,)
= QP (I +eQp)(I +eQp,)
= %};(12 +2eQp, + £2Qp,).

Por fim, recorda-se a regra da unidade dual €™ = 0,n > 2. Assim, determina-se:

D;QF = QB .(I* + 2eQp,).

Revista de Matemética da UFOP (2237-8103):  v.2 pp:56-61 2019 56



59

60

61

62

63

64

65

66

67

Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2019

Supondo que seja vélido para p € N, temos:

DY = D DiQE, = QI+ peQpi) Qi (I + €Qp:)
= QR (I +eQp, +pQp, + p=*Qp,)
= QR (I + (p+1)eQp,)
= (I+(p+1)eQp)QpPH.

O

Corolério 1. Considerando as matrizes duais D;Q'p, para1 < i < 6 e i,p € N, tem-se que:
(a) det(DiQZ}?) =1, paratodop >1el <i <6,

(b) DP2,,DP,y + DP!DP,is + DP}, — (DP,3DP,_1DPyy1 +
2DP,DP,1DP,.5) =1.

Demonstragdo. (a) A partir do Teorema 1, pode-se escrever a poténcia de uma matriz dual na
forma indicada. Demonstrando para ¢ = 1, pode-se facilmente verificar que os outros casos sao

analogos.

D1Qp, = Q1" (I +peQp,)

[Ponsa  Pon Ponti] 00 0 0 pe
=Pyt Pomr P 0 1 0|+ |pe 0 0
_Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2_ 0 01 pe  pe 0
_Ppn+2 Py Ppn-‘rl_ 1 0 pe
= Ppn+1 Ppn—l Ppn pe 1 0

_Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2_ _p€ pe 1

Logo:
Ppn+2 Ppn Ppn—H 1 0 pe
detD1QYp =det | Ppyiy Ppp1 Ppn | det |pe 10
Ppn+3 Ppn+1 Ppn+2 pe  pe 1

— pn 3.3 _,2.2
= det(Qp)(1 +0+p°c” —p°e” —0-0)
= det(Qp)1
=1.
E a mesma propriedade inesperada pode ser constatada para todas as matrizes duais.
Para (b) e de acordo com D1 Q' , observa-se que detD;Q’p. = 1, assim detD1Qp = 1.
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Com isso:
DP,,s DP, DP,
detD1Qp, = det |DP,y1 DP,_y DP,

DPn+3 DPn—i—l DPn+2

=DP? ,DP,_ + DP2DP, 3+ DP?,

— (DPu4+3DP,_1DP,41+2DP,DP, 1 DP, 12)

=1.

68 O

6o 3 Asinversas das matrizes dos nameros duais de Padovan

Considera-se o conjunto das matrizes duais DiQTISi paral < ¢ < 6, e em seguida, as suas
respectivas matrizes inversas, cujos determinantes sao todos diferentes de zero. Assim, com base

nas matrizes duais de Padovan, temos:

DP,.s DP, DPui
(D1Q71131) = DPrL+1 DPn—l DPrL
DP,y3 DP,y1 DPui2

70 Segue o primeiro teorema relacionado as matrizes inversas dos nimeros duais de Padovan.

71 Teorema 2. Considerando as matrizes duais inversas (DZ-Q}Bi)*l paral <i<6en,peN,
72 tem-se que:

73 (a) (DiQ%)_l =Qp"(I —eQp,) paral <i
n (b) (DQF) ™ = Qp"(I —epQp,) para 1
75 1<i<bep2>1.

6 e det(D;Q%,) "t =1,

<
<i<6ep>=1,(c) det(Dngj)_l = 1, para

76 Demonstragdo. Com origem no Teorema 1, sabe-se que (D;Q%,) = (I +eQp,)Qp, = Qp, (I +

77 eQp,), para 1l < i < 6. De imediato, tem-se que para 1 < 7 < 6:

(DiQp) ' =(Qp) "I +eQp,) "

78 Entretanto, observa-se que: (I +eQp,)(I —eQp,) = (I —eQp,)(I +eQp,) = I, para
79 1<1<6.
80 Isto &, encontra-se que (I +¢Qp,) ' = (I — eQp,).

Ademais, sabe-se que de acordo com o teorema discutido em [3, p. 46], temos que
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Qp) ' = (Q@p"), e de modo particular, pode-se verificar que:
(D:iQp) ™ = Qp"(I —<Qp)).

Isto é, escreve-se a seguinte matriz inversa dual de D, Q’lél:

DP_,.o DP_., DP_,.
(D1Qp,)"' = |DP_yy1 DP,.y DP,
DP_13 DP_11 DP_jy0
(@p ) —eQp,)

(P_pio P_, P_,]
= |P_py1 Ppoy P, | (I—2Qp)
| P—n+3 P-ni1 Popiz]
(P_,io P, P,a|[1 0 -—¢

= P,nJrl P,n,1 P,n —& 1 0
\Pnys Pony1 Popga| |—¢ — 1
81 Analogamente, para os demais casos, pode-se obter a decomposi¢cdo matricial acima.

g2 E, facilmente, com origem nas propriedades que foram indicadas anteriormente, temos que
83 det(DiQT}éi)_l =1,paral <i < 6.

Para o segundo item (b), percebe-se que:

(D:QP) ™' = DiQp"DiQp" = Qp"(I —eQp,)Qp" (I —£Qp,)
= Qp(Qp" —Qp "I —£Qp,)
=QpX"(I-<Qp,)’
= Q" (I —2:Qp, +p**Q%,)
= Qp7"(I —2:Qp,).

Pode-se, ainda, verificar que:
(DiQB) ™ H(DiQp,) " = Qp" (I = 26Qp)Qp] (I = 2:Qp).
E, repetindo o argumento anterior, percebe-se que:
(D)™ = Qp>" (I — 3eQp,).
Prosseguindo por indugio sobre p e supondo (DiQ’I’JZ)*l =Qp"" (I —peQp,), comp > 1.
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Em seguida, tem-se que:

(DiQE" N ™ = QpP"(I - peQp)QE" (I — Qp,)
= Q" Qp (I — p=Qp,)(I — eQp,)
= Q"I — cQp, — peQp, + p=Qp,eQp,)
= Q"I —c(p+ 1)Qp).

Para o item (c), podemos validar de acordo com as propriedades indicadas anteriormente e
com base no item (a), onde: det(D;Q%,)~" = 1, temos que: det(D; Q)" = 1. O

4 Conclusao

No presente trabalho introduzimos uma nova no¢@o chamada de nimero dual de Padovan.
A partir desta defini¢do, seguimos com uma tendéncia de trabalhos sobre a pesquisa em torno
do processo de generalizacdo dos nimeros de Padovan, definimos um conjunto de seis matrizes,
chamadas de matrizes duais de Padovan. Com origem nas mesmas, alguns teoremas e proprieda-
des correlacionadas com as respectivas poténcias de matrizes e inversas duais de Padovan foram

demonstradas.

No entanto, fornecemos ao leitor um cendrio para melhor compreensdo de algumas das
propriedades e defini¢des discutidas nas se¢des anteriores, com o objetivo principal transmitir a
percep¢do matemadtica e evolutiva desses nimeros e, em particular, a sequéncia aqui apresentada

com base no caso de Fibonacci [8, 4, 6].
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