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Resumo

Este trabalho apresenta o estudo das isometrias no espago por meio de topicos especiais de
matrizes. Trazemos os conceitos de transformagdes lineares, matriz de uma transformagao
linear, bases, autovalores e autovetores que serdo introduzidos com a finalidade de fornecer
uma conexao entre os estudos tedricos da dlgebra linear e o estudo das isometrias no espaco
tridimensional. Faremos ainda uma breve introdugdo a teoria basica de grupos com exemplos
aplicados as isometrias.
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1 Introducao

Uma isometria € uma aplicacio no plano (ou espaco) que preserva a distancia entre pontos,

dito de outro modo, seja R™ o conjunto das n-iplas ordenadas, 7' : R™ — R"™ é uma isometria se

a distancia entre T'(p) e T'(¢q) € igual a distincia entre p e q.

As isometrias sdo objetos de estudo de diversos topicos da matemaética lecionadoss no ensino
basico, por esse motivo, o tema foi bastante abordado em diversas dissertacdes do programa
PROFMAT. As isometrias relacionadas as artes foram estudadas em diversos trabalhos, sendo
os frisos ornamentais estudados em [5] onde foram identificados os grupos de frisos de acordo
com os frisos ornamentais gerados. Para maiores informacdes sobre a pavimentag¢des do plano
com poligonos regulares e mosaicos utilizando as isometrias, consulte [1] e [3]. Neste dltimo
encontramos, também, propostas de atividades lidicas para o ensino de isometrias, isto é, o
autor propde atividades abordando dngulos internos (recobrimento do plano), isometrias (técnica

da dentada de Escher), simetrias (recortes em papel) e mediatrizes (Diagrama de Voronoi e
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Triangulacdo de Delaunay), além de estabelecer relagcdes matemadticas com obras de artes, em

especial, as obras de Escher.

Em [4] é apresentado um estudo dos resultados basicos sobre as isometrias no plano. Em
[10], o estudo das isometrias foi abordado com a utilizacdo da estrutura do conjunto dos nimeros
complexos, mais particularmente, as Transformacdes de Mobius e a dissertagdo tem por finalidade
motivar os alunos ao estudo dos nimeros complexos e mostrar que softwares como CorelDraw
e AutoCad utilizam da estrutura dos complexos para dar movimento a objetos em uma tela.
Em [11], o autor evidenciou a importancia das isometrias tanto na apresentacdo de superficies
isométricas ao plano quanto na caracteriza¢do do conjunto dos nimeros reais como um espaco

métrico completo.

Ja em [9], o autor analisou como o ensino-aprendizagem de isometrias sdo abordados em
alguns documentos oficiais de ensino no Brasil, como PCNs, Curriculo do Estado de Sdo Paulo e
matrizes de referéncias do SARESP, além de propor desenvolvimento de atividades para o estudo
de isometrias utilizando recortes. Em [2] s@o propostas diversas de aplicagdes do estudo das

matrizes de ordem 2, sendo uma destas aplicacdes ao estudo das isometrias no plano.

A proposta deste estudo ¢ apresentar um estudo das isometrias em R? via matrizes. Veremos
que o conjunto das isometrias de R®, aqui denotado por ISO(R?), é um grupo em relagdo a
composicio de fungdes e que o mesmo possui trés tipos especiais de subgrupos (os das translagdes,

rotacdes e movimentos helicoidais)

2 Fundamentos tedricos: Algebra Linear, Grupos e Isometrias.

SejaT : R™ — R™ uma transformacio linear, dizemos que um subespago vetorial V' C R"
¢ invariante por Tse (V) = V.
Exemplo 2.1. T'(x,y, z) = (3z + 2y, 2z + 3y, 2z) deixa invariante o espago V = {(0,0, z) :
z € R}, pois T(0,0, z) = (0,0,2z) € V.

Um fato importante é que se V' € invariante por 7', entdo o complemento ortogonal de V',
VL, também € invariante por T ([6], Proposicdo 1.2).
Exemplo 2.2. Seja T'(x,y, z) = (3x + 2y, 2x + 3y, 22), vimos no exemplo anterior que T' deixa
invariante o espaco V.= {(0,0,2) : z € R}, e pela observacdo acima V+ = {(z,y,0) :
x,y € R} é invariante por T.

z

Uma transformacio linear 7' : R™ — R" € uma transformacio ortogonal se 7" preserva

o produto interno usual de R", ou seja (T'(u), T'(v)) = (u,v) para quaisquer u,v € R".

Recordemos que a norma (ou comprimento) de v € R" é dada por || v ||= v/ (v, v), 0 dngulo 6

definido por dois vetores ndo-nulos é dado pela expressao cos 6 = ”<u’||v|| Devemos ainda
wll]| v

recordar que uma base ortonormal oo em R"™ é uma base cujos elementos s3o vetores unitarios 2

a 2 ortogonais.
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Exemplo 2.3. Um exemplo de transformagcao ortogonal em R? ¢é dado por

1 \/g \/§ 1
T == Xy “ul.
(2,9) <2x+ 5 Y5 fc+2y>
Proposicao 2.1. Seja T uma transformagdo ortogonal de R™. Entdo T preserva a norma, a

distancia e o dngulo entre vetores. Além disso, T transforma bases ortonormais em bases

ortonormais.

Demonstracdo. A norma e distancia sdo preservadas, pois

I T(u) = VAT (@), T(w) = /{u,u) =] ],

e
[ T(u) =T () = T(uw—) |=[lu—v].
Consequentemente,
(T'(v), T(w)) (v, u)
cos (L (T(v),T(w))) = = = cos (£ (v,u)).
(RAORIRACHE N KR

A parte relativa as bases ortonormais ¢ uma consequéncia direta das observagdes acima, pois seja
{u1,...,u,} uma base ortonormal de R"” e T': R" — R" uma transformacéo ortogonal, entdo
(T(us), T(uj)) = (ui,uj) =0sei # je (T(u;), T(uj)) = (us, u;) = 1sei = jconcluindo
que {T(uy),...,T(u,)} é uma base ortonormal de R". O

Exemplo 2.4. Observemos que a transformagdo T do Exemplo 2.3 transforma a base candnica

{(1,0);(0,1)} na base ortonornomal {(1/2, —\/§/2> ; (\/§/2, 1/2) }

Segue do Teorema 14.1 de [8] que se T' é uma transformagio ortogonal, entdo a matriz [T']
relativa a qualquer par de bases ortonormais é uma matriz ortogonal, ou seja [T - [T]" = I,,, ou

ainda [T]~* = [T]*. O que nos conduz ao seguinte resultado

Proposicio 2.2. Se T é uma transformagdo ortogonal, entdo det T = det [T] = 1.

Demonstragdo. De fato, seja [T] a matriz de T em relagdo a um par de bases ortonormais, de

[T).[T)" = I, concluimos que
det([T].[T7") = det([T]). det([T]") = det([T])* = det(I,,) = 1.

Para concluir o resultado, recordamos que o determinahte de [T'] independe da escolha de bases,
pois se S é a expressdo de 7" em outro par de bases quaisquer, entdo existe uma matriz invertivel
M tal que [T] = M~*SM, logo det[T] = det(S). O

@ 9

Um Grupo é um conjunto GG dotado de uma operagdo “-” que satisfaz as propriedades:
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1. (Associativa) (g1.92).95 = 91-(92.93), Vg1, g2, 93 € G.
2. (Existéncia do elemento neutro) existe e € G' tal que e.g = g.e = g,Vg € G.

3. (Elemento inverso) Para todo g € G, existe g~' € Gtalque 9.7 ' =g '.g=e,Vg € G.

Observe que o elemento neutro e de um conjunto G € tnico, pois se existissem elementos
neutros e ¢ ¢’ em G, entio ¢ = e.e’ = ¢’ e portanto, e = ¢’. A utilizacdo de um argumento
similar nos leva a conclusdo da unicidade do elemento inverso. No caso em que a operagao

definida em G é comutativa, dizemos que GG € um Grupo Abeliano.

Exemplo 2.5. (Z,+) e (R\{0}, -) sdo exemplos de grupos abelianos. O conjunto M., (R) das
matrizes m X n com entradas reais munido da operagcdo de soma matrizes é um grupo abeliano,
enqguanto GL(n) = {A € My« (R) : det A # 0} munido da operagdo de multiplicagdo de
matrizes nos fornece um exemplo de um grupo que ndo é abeliano, observado que a operagdo de

multiplicagcdo de matrizes ndo é comutativa.

Uma isometria € uma aplicacdo que preserva a distincia entre os pontos do espago, ou seja,
T :R"™ — R™ é uma isometria se para quaisquer v e v em R" temos || T'(u) —T'(v) ||=| u—v ||.
Até o presente momento, temos apresentado os resultados em R, mas nosso objeto de estudo
estd em R3, portanto os exemplos e resultados a seguir sdo enunciados em R?, mas sdo vélidos

para qualquer n.

Exemplo 2.6. Em R?, seja T, (u) = a + u a translagdo por a, entdo T, é uma isometria de R?,
pois || Ta(u) = Ta(v) I=[| (a +u) = (a+0) =] w—v|.

Exemplo 2.7. Segue da Proposicdo 2.1 que toda transformagdo ortogonal em R® é uma isometria
de R®.

Observaciio 2.1. Sejam T e S isometrias de R3, entdo T o S também é uma isometria pois
I T(S(w) = T(S()) 1=l S(u) = S() [=llu—wv|

para quaisquer u,v € R3. A inversa T~ de uma isometria, também é uma isometria, pois dados

z ey em R existem u e v tais que x = T(u) e y = T(v) e portanto,
Iz =y =1 T() = T@) |=llu—v =] T7 () =T () Il

O resultado a seguir, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [6], estabelece a que toda
isometria € a composicdo de aplicacdes apropriadas.
Lema 2.1. Uma isometria de R® é a composi¢do de uma translacdo e uma transformagdo

ortogonal.

O resultado enunciado a seguir nos mostra que o conjunto das isometrias de R® é um grupo

em relacdo a operagdo de composicao de fungdes, o Lema 2.1 acima desempenha um papel
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importante em sua demonstracao.

Proposi¢do 2.3. ISO(R?) = {isometrias de R?’} é um grupo com a operacdo de compo-

si¢do de fungaes.

Demonstracdo. Sejam g, h, k € ISO(R?). De acordo com o Lema 2.1, existem a,b,c € R® e
T,S,R € O(3), tais que

glu)=a+T(u),h(u) =b+ S(u) e k(u) =c+ R(u),

provaremos para todo u € R* que 1SO(RR?) satisfaz as condi¢des de um grupo. De fato,

1) Associatividade

g(hk)(u)

g(h(c+ R(u))) = 9((b+5(c)) + SR(u))
(a+ T+ S(c)) +TSR(u) a+T(b)+TS(c)+ TSR(u)

como (gh)(u) = g(b+ S(u)) = a+ T(b) + TS(u), temos

(gh)k(u)

(gh)(c + R(u))
a+T(b)+TS(c+ R(u))
a+Tb)+TS(c) +TSR(u)

Logo,
g(hk) = (gh)k.

ii) O elemento neutro de ISO(R?) é e(u) = u, Vu € R3,
iii) O inverso de g(u) = a + T'(u) é g~ ' (u) = =T~ *(a) + T~ (u), pois

g9 ' (u) = a+T(-T ta+T "u)
= a—-T.T Ya)+T.T7 (u)

= u

g tg(u) = ~Ta)+ T (a+Tu) =u

Logo I.SO(R?) é um grupo e assim concluimos a demonstragio. U

Um subconjunto néo vazio H de um grupo (G, .) é um subgrupo de G (denotamos H < G)
quando, com a operacdo de G, o conjunto H é um grupo. Um exemplo imediato de subgrupo é

dado por Q \ {0} < R\ {0} considerado o produto. Para mostrar que H é um subgrupo de G é
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suficiente mostrar que para quaisquer hy, ho € H teremos hi.hy LeH ,Vhi, ho.

Exemplo 2.8. O Grupo ortogonal O(n) = {A € GL(n): AA"' = I} é um subgrupo de
GL(n), fato que segue diretamente das propriedades da transposta de uma matriz e da de-

Sfinigdo de grupo ortogonal, pois dados A e B em O(n), o cdlculo

(AB™")(AB™")" = AB Y (B ')'A'=AB7'(B")7'A’
= AB'BA' = AT A" = AA' =T,

conclui a afirmacdo.

3 Grupos a 1-parametro

Nesta secéio apresentaremos o conceito de grupos a 1-pardmetro, entretanto teremos que

introduzir o conceito de homomorfismo de grupos.

Definicio 3.1. Sejam (G, .) e (H, x) dois grupos. Uma fungéo f : G — H é um homorfismo de
grupos se esta fungdo for compativel com a estrutura dos grupos, ou seja, f(a.b) = f(a) x f(b),

para todo a,b € G.

Exemplo 3.1. Id : (G,.) — (G,.),Id(g) = g, é wum homomorfismo denotado por homomor-
Jismo identidade. e : G — H,e(g) = eq, para todo g € G é um homomorfismo denominado

homomorfismo trivial.

Observacdo 3.1. Sejam [ : (G,.) = (H,x) e h: (H, x) = (K, ®) dois homomorfismos de

grupos um homomorfismo de grupos, entdo

1. f(e(;) = €eH, pOiS f(ec) = f(eg.eg) = f(eg) X f(e(;).
2. f(a™) = f(z)~!, que é consequénciade ey = f(eg) = f(z.x™t) = f(z) x f(z™).

3. A composi¢do ho f : (G,.) = (K,®) é um homomorfismo, este fato é consequéncia
imediata da defini¢dao de homorfismo em h o f(x.y) = h(f(z).f(y)) = h(f(2)).h(f(y)).

Sejam (G, .) e (H, x) dois grupos. Se f : G — H é um homorfismo bijetor dizemos que f
¢ um isomorfismo e que os grupos G e H sio isomorfos. Ilustramos estas defini¢des no exemplo

a seguir.

Exemplo 3.2. Considere G = (R,+) e H = (Ry,.), em que R, é o conjunto dos niimeros reais
positivos. Vejamos que G e H sdo isomorfos. De fato seja f : G — H definido por f(x) = €,
como f(x +y) ="tV = e".e¥ = f(x).f(y), concluimos que f é um homomorfismo bijetor
cuja inversa g : G — H é dada por g(x) = In(z) que também é um homomorfismo, fato que
pode ser verificado pelo cdlculo g(x.y) = In(x.y) = In(x) + In(y) = g(x) + g(y). Logo, G e

H sdo isomorfos.
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Observacgao 3.2. Para evitar notagdo “carregada’, iremos usar a mesma notagdo para a

transformacao linear T : R® — R e sua matriz em qualquer base.

Definiciio 3.2. Definimos por G(4) o subgrupo de matrizes 4 X 4 com a forma:

G4) = {

Proposicio 3.1. ISO(R?) é isomorfo a G(4).

T a
0 1

; T e 0(3), a < ngl(R), 0e Mlxg(R)} .

Demonstragdo. Vejamos que a aplicacdo definida por

¢:ISOR?) — G(4)
T a

¢:g9(u)=a+T(u) — 01

fornece um isomorfismo entre G'(4) e ISO(R?). De fato, se g = a + T'(u) e h = b+ S(u),
temos goh=a+T(b+ S(u)) = (a+ T (b)) + TS(u).

Além disso, ¢(g) = g Cll e o(h) = i llj e
T a| |S b TS T(®)+a|l .
olg) o) =1 | [0 ) 0 L | =9lgeh)

mostrando que ¢ é um homomorfismo.

Para concluirmos a demonstracao, falta mostrar que (b_l ¢ um homomorfismo. De fato,

sejam
-1 T a _ -1 S b —
ST
entao
(T a S b [ |TS Tb)+a
¢<01[01>_¢<0 1)
= (a+T(b))+TS(u)
= goh.
Logo ¢ € isomorfismo. O

Definicao 3.3. Dizemos que um subgrupo H de G é subgrupo a I-pardmetro se existe um
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homomorfismo continuo e sobrejetor ¢ : (R, +) — G, tal que

P(r+s) = (r).(s)

paratodore s € R.

Lema 3.1. Sejam H C G(4) um subgrupo a 1-pardametro e h € H. Entdo det h = 1.

Demonstragédo. Considere h = l € G(4).

1

H C G(4) implica em det h = det T = =+1, sendo essa tltima férmula consequéncia do
desenvolvimento de Laplace para o determinante de h pela dltima linha e do fato que det 7' = +1
obtido na Proposi¢do 2.2. Como H ¢ subgrupo a 1-pardmetro, pela defini¢do 3.3, existe um

homomorfismo sobrejetivo e continuo ¢ : (R, +) — H, tal que 1/(1) = h, entdo

reses(3+2) > () +)- (B
sty = (o (1)) (o5 (3)) o

Portanto, det h > 0 se, e somente se det h = 1. ]

Logo,

Defini¢io 3.4. g1, g2 € G sdo conjugados se existe g € G tal que go = gg19~*. Analogamente,
dois subgrupos Hy e Ho de G sdo conjugados se existe g € G tal que Hy = gH, g~ = {h’ :
B =ghg™',h € Hy}.

Lema 3.2. Seja H C G(4) um subgrupo a 1-pardmetro, entdo todo

C a
0 1

h = € H

é conjugado, por elemento de G(4), a uma matriz da forma

cosae —sena 0 0 0

bap = senae  cosae 0 O _ Ca 0 ‘0B ER.
0 0 1 B I}
0 0 0 1 0 0 0 1

C S
Demonstragdo. Seja h = l 0 (11 ] € H e suponhamos que exista g = l 0 € G(4) tal
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que h = g(ba,gg_l, i.e, hg = goa, p, ou seja

C a

1
01 o))

0 1 0 1

s 51:[5 b] Cl

—_ > O O

O que faremos é determinar S, b e 3 satisfazendo a equagéo (1). Por igualdade de matrizes em
(1), obtemos
CS = 8C,, 2)

C(b)+a=5(0,0,8) + b. 3)

De (2) vemos que, S é a matriz de passagem da base candnica para a base formada por vetores
ortonormais tal que a matriz de C tem a representagio C,,. Portanto S € O(3). Consideremos
S = [v1 v v3], sendo vy, vo € v vetores coluna de S. Além disto, de (2) temos que v3 é base do

subespaco de dimensdo 1 invariante por C. Temos entdo que
(C —=1)(b) = puvs —a,
Assim, perguntamos: Para qual 5 o vetor fus — a € Im(C — I)? Respondendo a esta pergunta

encontraremos b e 3 e, finalmente, determinaremos g.

Pelo Lema 3.1, det h = 1, pois h é um elemento de um subgrupo a 1-pardmetro. Logo o
nimero de subespacos de dimenséo 1 da forma {v : C(v) = v} deixados invariantes por C é 1
ou 3. Além disso, o nimero de subespacos de dimenséo 1 da forma {v : C(v) = —v} é0ou?2,
pois sendo teriamos det C' = —1. Assim dividimos a pergunta acima em dois casos:
1° Caso) dimIm(C — I) = 2: Nesse caso dimNuc(C — I) = 1 e vz é base de Nuc(C — I), pois
vz ébasede {v: C(v) =v} = Nuc(C — I). Como vy, v2 e vz formam uma base ortonormal
de R? temos que

C(v1) = (cosa)vy + (sen a)vs

C(v2) = —(sen a)vy + (cos a)va,

para algum « € R. Temos entdo que

(C—1I)(v1) = (cosa — 1)vg + (sen a)vy

(C —1)(va) = —(sena)vy + (cosa — 1)vs.

Logo
((C = 1)(v1),(C = I)(va)) = (cosa — 1)sena —sena(cosa — 1) =0
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{(C = D)(v1), (C = I)(v2)}

¢ um conjunto linearmente independente que gera I'm(C — I), ou seja, é base para Im(C — I).
Desde que (C'—I')vy e (C — I)vg sdo escritos como combinagdo linear de v e va, entdo podemos

tomar {vy, v2} base para Im(C — I). Além disso
R = Im(C — I) @ Nuc(C — I).
Entdo todo vetor de v € R? pode ser escrito na forma
v =70+ Bus, comd € Im(C —I),v3 € Nuc(C —I)ef eR.

Assim, escrevemos

a = {a,v1)vy + {a,v2)va + (a,vs)vs .
———

eIm(C-1I) ENuc(C—1I)

Tomamos 3 = (a,vs) e escolhemos b na imagem inversa do vetor (a, v1)v; + (a, ve)vy por

(C —1I). O que conclui a primeira parte.

2° Caso) dimIm(C — I) = 0: Escolhemos uma nova base ortonormal de R® tal que a
matriz de passagem para esta base seja dada por S = [v; v2 v3], com o vetor vs que forma a
terceira coluna de S sendo vs = 4 (a#0),8=] al eb=0,o0queconcluioLema. [

[ all
Observe que as matrizes do subgrupo a 1-pardmetro de G(4) sdo conjugados a um elemento

da forma ¢, 3, em que «, 5 nimeros reais. Este tltimo resultado nos conduz a teorema abaixo.

Teorema 3.1. Com a nota¢do do Lema 3.2, todo subgrupo a 1-pardmetro de G(4) é conjugado

(por elemento de G(4)) a um subgrupo da forma

Gap = {0atpt;t €ER}, ae B €R fixos.

Demonstragdo. Sejam e H grupo a 1-pardmetro de G(4) e h € H. Suponhamos que h tenha a
representacao abaixo,

h = ¢as, “

com «, 8 € R. Entdo, sem perda de generalidade, existe um homomorfismo continuo e sobrejetor
¥ (R,+) — H tal que ¥(1) = h. Temos

P(n) =¢"(1) = h" = ¢nans, paran € Z.
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Analogamente, ¥(1) = 9™ (1/m) sendo 1 (1/m) = ¢1/m-a,1/m-s cOM m # 0 € Z. Com base

nos dois dltimos resultados teremos

Como % é continua, para t € R resulta 1(t) = @ar 1, € esta é a expressdo do homomorfismo .
Agora seja HC G(4) um subgrupo a 1-pardmetro qualquer. Entéo existe um homomorfismo

continuo 1 : (R, +) — H tal que

T a
0 1

v(1) =

= g(ba,ﬁg_la

com g dado pelo Lema 3.2. Repetindo o raciocinio anterior

l/f(t) = g¢at,ﬁt9717

portanto, um subgrupo H a 1-pardmetro de G(4) é conjugado a um G, g. O

O Teorema 3.1 afirma que podemos considerar apenas os grupos G, g como subgrupos a
1-pardmetro de G(4) (ou I SO(R3) ) pois se H € subgrupo a 1-pardmetro, podemos por mudanga

de coordenadas tomé-lo como um G g.

A seguir, apresentaremos o estudo das orbitas dos subgrupos G s € os identificaremos com

trajetGrias (ou curvas) em R3.

Aplicando ao grupo G, g ao ponto (xo, Yo, 2o), obtemos:

cos(at) —sen(at) 0 O Zo xocos(at) — yosen(at)
sen(at) cos(at) 0 0 Yo|  |wosen(at) + yocos(at)
0 0 1 pt . 20 B zo + Bt
0 0 0 1 1 1

Para t € R, a a¢do do grupo G 3 no ponto (xo, Yo, 20) assume trés formas distintas ou

trajetdrias.

1. Para o = 0 a acdo de Gy g em um ponto (xo, Yo, 20) &

’Y(t) = (an Yo, 20 + Bt)v

ou seja, translagdes na dire¢do do eixo z, em que a aplicagdo de G g sobre (o, Yo, 20) €

uma reta na dire¢do do eixo Oz.
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Exemplo 3.3. Para xo =1,y =0= zp, a« =0e 8 = 1, temos

V() = (1,0,1).

Figura 1: Reta paralela ao eixo Oz.

2. Para § = 0aacio de G,,0 = G1,0 em um ponto (g, Yo, 20) € a curva
~(t) = (xg cos(t) — yosen (t), zgsen (t) + yo cos(t), zo),

ou seja, rotagdes em torno do eixo z, em que a aplica¢do de G, ¢ sobre (g, Yo, z0) é um

circulo de raio /3 + y3 e centro (0,0, zp).

Exemplo 3.4. Para xqg = yg = z9g = 1 e B = 0, obtemos
~(t) = (cos(t) — sen (t),sen (t) + cos(t), 1),
que corresponde ao circulo de centro (0,0,1) e raio V2.

3. Paracv # 0e 8 # 0, sejad = o/, aagdo de G, g = G1,5 em um ponto (xg, Yo, 20) € a
curva
~¥(t) = (2o cos(t) — yosen (t), zgsen (t) + yo cos(t), zg + dt),

ou seja, trata-se de uma hélice circular em torno do eixo z.

Exemplo 3.5. Para xo = § = 1,59 = z9 = 0, obtemos

~(t) = (cos(t),sen (t),t)

Os exemplos acima ilustram as 6rbitas da a¢do dos subgrupos a 1-pardmetro de isometrias

em R3.
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Figura 2: Circulo em torno de z.

N

Figura 3: Hélice em torno de z.

Uma aplicacdo interessante dos subgrupos a 1-pardmetro de SO(R?) é a sua utilizagio
na obtencdo de superficies de curvatura média constante em R® que sejam G, g—invariantes.
Dizemos que uma superficie S em R? ¢ invariante por G, 5 se sua agio em S satisfaz G, 5(S) =
S. De modo que € possivel “enxergar"S como a 6rbita de uma curva (geratriz) -y, assim como
ocorre com as superficies de revolugdo. Tal abordagem € bem ttil, pois o estudo de tais superficies
fica restrito a sua curva geratriz -y. Nos trés exemplos a seguir, comentaremos tal estudo, com

maior detalhe ao primeiro exemplo, por ser o que possui menos detalhes.

Exemplo 3.6 (Superficies de Curvatura Média Constante Invariantes por Translacdes). A menos

de conjugacdo, uma superficie invariante por translagdes é do tipo

S =Gop(y) =Go1(v)
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Supondo que y(s) = (x(s),y(s),0), é wma curva no plano xOy parametrizada pelo compri-
mento de arco s (i.e, ¥'(s) é um vetor unitdrio), entdo S é uma superficie com parametrizagdo
dada por

X(s,t) = Goa(x(s),y(s),0) = (z(s),y(s), 1),

o0 que nos permite deduzir via a expressdo da curvatura média que S é uma superficie G 1-
invariante com curvatura média constante H se, e somente se, a curva plana vy satisfaz a seguinte
equacdo diferencial

x/y// N x”y’ — 2.

o primeiro membro da ultima equagdo é a curvatura de vy, e é bem conhecido que uma curva
plana de curvatura constante é uma reta ou um circulo, portanto uma superficie G 1-invariante

é um plano ou um cilindro circular.

Exemplo 3.7 (Superficies de Curvatura Média Constante Invariantes por Rotagdes). A menos de

conjugagdo, uma superficie invariante por rotagdes é do tipo
S=Gapo(y) =Gro(v).

Supondo que v(s) = (x(s),0, z(s)), (s) > 0, é uma curva no plano xOz parametrizada pelo

comprimento de arco s, entdo S é uma superficie com parametrizacdo dada por
X (s,t) = G1,5(x(s),y(s),0) = (x(s) cost, x(s)sent, z(s)),

logo S é uma superficie G o-invariante com curvatura média constante H se, e somente se, a
curva geratriz y satisfaz a seguinte equacdo diferencial

/
2

22 -2’y + = =2H.
x

A equacdo acima pode ser remanejada levando a conclusdo de que a curva geratriz é a roulette

do foco de uma conica (curvas de Delaunay), para maiores detalhes veja [6] e [7].

Exemplo 3.8 (Superficies de Curvatura Média Constante Invariantes por Movimentos Helicoi-
dais). Para o caso das superficies invariantes por movimentos helicoidais, hd a necessidade
de garantir que S admite uma parametrizacdo em pardmetros (5, t) tais que as s—curvas sao
parametrizadas pelo comprimento de arco, e as t—curvas sdo hélices ortogonais as s—curvas.
Tal resultado é garantido pelo Lema 5.0.6 de [6]. De modo que, a menos de conjugagcdo, uma

superficie invariante por movimentos helicoidais é dada por

S = Ga() = Cr5(x), 6 = B/a #0.

Supondo que v(s) = (x(s),y(s),0), € uma curva no plano xOy parametrizada pelo compri-

Revista de Matemética da UFOP (2237-8103):  v.2 pp:49-51 2019 49



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2019

mento de arco s, entdo S é uma superficie com parametrizacdo dada por
X(s,t) = Grs(a(s), y(s),0) = (a(s) cost, a(s)sent, y(s) + 3t).

Para H = Hy # 0 dada, a expressdo da curvatura média de S pode ser trabalhada levando a
obtengdo de uma aplicagdo sobrejetiva o(0, By), 0 € [0,27] e By € [0, +00), no conjunto das
superficies invariantes por movimentos helicoidais com curvatura média constante Hy. Para

maiores detalhes veja [6] e suas referéncias internas.

Figura 4: A figura representa uma superficie invariante por movimentos helicoidais e curvatura
média H = cte.

4 Conclusao

O estudo das matrizes ndo figuram mais em curriculos do Ensino Médio e, quando abordadas,
sdo vistas como uma ferramenta para a resolucdo de sistemas lineares. Com este trabalho, traze-
mos mais uma aplica¢io das matrizes ao estudo de isometrias em R?, bem como introduzimos o
conceito de subgrupos a 1-pardmetro as isometrias, sendo este tltimo conceito utilizado no campo
da Geometria Diferencial para o estudo de superficies de curvatura média constante que sejam
invariantes por tais subgrupos. Compreendemos que a obtencio de exemplos de aplicacdes do
estudo de matrizes possa fornecer tanto a professores quanto a alunos do Ensino Médio/OBMEP
o aprofundamento e a melhoria de seus conhecimentos basicos e introdutérios sobre o assunto.
Além disso, ao definir e trabalhar com conceitos basicos de teoria de grupos, possibilitamos
aos professores do Ensino Médio, ap6s a leitura desse trabalho, apresentarem aos seus alunos

exemplos e uma aplicacdo a um caso particular envolvendo grupos a 1-pardmetro de isometrias.
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