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Resumo
O trabalho aborda a possibilidade de se discutir a dinamica de populagdes por meio de modelos
discretos, a partir das equacdes de diferencas. Sintetizamos um critério de estabilidade local util,
articulando-o com modelos simples de crescimento populacional. Por fim, discutimos um efeito
particular de predag¢do, considerando uma modifica¢@o na equacao logistica de crescimento, apre-
sentando explicitamente a relagdo entre a modificacdo inserida e a sobrevivéncia da populacio
inicial.
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1 Introducao

A dinamica de populagdes é tema relevante para diferentes frentes de pesquisa. Estudos
de natureza demografica, como a ocupacdo territorial e respectivos impactos antrépicos, ou,
de cardter ecoldgico, relativos a estabilidade e interagdes de espécies bioldgicas, podem ser
mencionados como instigantes exemplos. Por outro lado, investigacdes em perspectiva matema-
tica, associados a identificacdo de padrdes e proposi¢cdo de modelos descritivos, tém levantado

diferentes demandas de pesquisa, revelando importantes resultados [1-4].

As investigacdes atuais t€ém origem atribuida ao século XIII. As ideias colocadas por
Leonardo de Pisa (1170-1250), também conhecido como Leonardo Fibonacci, e, posteriormente,
pelo inglés Robert Malthus (1766-1834), costumam ser apontadas como pioneiras sobre o que
entendemos hoje por dinamica de populacdes. Inicialmente, o ?filho de Bonacci? apresenta o
famoso problema relativo a reproducdo de coelhos, em 1202. No referido trabalho, Fibonacci
propde a modelagem do niimero de coelhos produzidos em um ano, a partir de um unico casal.
Considerando um conjunto de poucas hipéteses estruturantes, pode-se concluir que a sequéncia 1,

1,2,3,5,8, 13,21 ..., atende ao problema. A referida sucessao numérica é conhecida atualmente
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por sequéncia de Fibonacci.

Em investigacdes posteriores, o economista e demdgrafo Malthus relacionou o crescimento
populacional com a fome no mundo, propondo que o crescimento da humanidade se daria em
termos de uma progressdo geométrica, enquanto a oferta de alimentos, aumentaria em progressao
aritmética. Seu trabalho, conhecido hoje como teoria malthusiana, associa um certo pessimismo
as mudancgas na dindmica social observadas a partir do século XVIII, que condenariam, por
constru¢do, os mais necessitados a fome. Posteriormente, oposicdes ao trabalho de Malthus
seriam encontradas. Jean-Antonio Nicholas Caritat (1743-1794), o marques de Condorcet,
defenderia uma visdo mais positiva do progresso humano, e, seguindo uma espécie de linha
cronoldgica, podemos destacar os trabalhos do belga Pierre Frangois Verhulst (1804-1849), do
italiano Vito Volterra (1860-1940), e, de Alfred James Lotka (1880-1949), que ampliariam as
perspectivas analiticas dos modelos de dindmica populacional [1, 2]. Outros estudos no &mbito da
dindmica das popula¢des podem ser mencionados, como o de Warder Clyde Allee (1885-1955),
um ecologista da Universidade de Chicago que investigou diferentes grupos de peixes, propondo
um efeito particular dessas populagdes quando o nimero de individuos é baixo, conhecido
atualmente como efeito Allee [5, 6].

Existe também um resultado conhecido como equacdo de Fisher-Kolmogorov, util para
estudos de sistemas bioldgicos. A referida descricdo dindmica parte da ideia que esses sistemas
estdo sujeitos @ mesma lei de difusdo fickiniana, onde o fluxo do material bioldgico investigado
€ proporcional ao gradiente de densidade deste mesmo material, em um determinado ponto do

espaco [1, 2].

De acordo com o que temos exposto, um periodo fértil de estudos sobre dindmica de popula-
¢oes ¢ verificado nos séculos XVIII e XIX. Contudo, os resultados estabelecidos continuariam a
ser aplicados e estendidos até os dias atuais [7-17].

Em artigo recente, Cunha e colaboradores (2017) apresentaram um breve panorama cronol6-
gico para a dindmica de populagdes, discutindo a evolucdo de alguns modelos matematicos de
acordo com sua importancia histérica [1]. Ainda nessa mesma revista e volume, Ribeiro (2017)
discutiu abordagens fenomenoldgicas de crescimento populacional, apresentando um modelo
baseado na interacdo entre individuos, denominado modelo microscépico [2]. Contudo, por
razdes praticas, importantes resultados associados aos modelos de tempo discreto ndo foram
abordados. Existem populagdes (de peixes, passaros, insetos e plantas) que apresentam flutuacdes
significativas em suas populacgdes ao longo do ano, revelando alguns padrdes. As populacdes
irruptivas, ou seja, aquelas que explodem em valor absoluto revelando também padrdes de
ascensdo e queda, podem apresentar variagdes associadas a disponibilidade de recursos, por
exemplo. Esse € o caso de alguns insetos, plantas exdticas e pragas [18-24]. Obviamente, origens
estocdsticas podem ser associadas a algumas dessas variagdes [20]. Nas situacdes descritas, o
modelo discreto ? a partir de equagdes de diferencas ? revela-se adequado, podendo auxiliar

na previsibilidade de efeitos sobre a dindmica populacional, como por exemplo, sua possivel
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extingdo [20-24]. Dessa forma, observando que equacdes diferenciais podem ser transformadas
em equagdes de diferengas, como nos ensinou Poincaré [25] e, que métodos numéricos utilizam
justamente versdes discretas dessas equagdes diferenciais, discutiremos no presente trabalho
uma andlise discreta a partir das equacgdes de diferencas, aproveitando para avaliar um efeito
especifico de predacdo, construido a partir de uma modificagdo no modelo logistico discreto.
Vamos discutir o conceito de estabilidade local que pode ser estruturado nesse tipo de investigacao
em tempo discreto, a possivel existéncia de bifurcacdes e, até mesmo, comportamentos cadticos.
O trabalho visa estender discussoes levantadas em trabalhos recentes [1, 2], podendo ser utilizado
também em abordagens didaticas para alunos que possuam alguma familiaridade com equagdes

de diferencas.

2 Modelo de tempo discreto com fator de crescimento constante

Vamos iniciar nossa andlise considerando um exemplo simples de crescimento, onde a

populagdo na geracdo n + 1 depende da populagdo na geracdo anterior n, na forma:
Tpi1 = I'Tp, (1)

onde r representa um fator de crescimento constante. Observe que a equagdo (1) modela de forma
proporcional as densidades populacionais nas geracdes n + 1 e n. Nessas condigdes, a equagio

(1) pode ser resolvida recursivamente, observando que:

Iyp = TrZo,
_ .2
To =Tx1 =T Xy,

3
T3 =TTy =T To, )

x; =rxj_1 =1r'xg.

onde a populag@o na gerag@o j pode ser relacionada a geracéo j = 0. A relacdo (2) é solugdo da
equagdo (1) para a geragdo j, sendo j = 0, 1,2, ..., n [23-25]. Obtida a solug¢do, podemos nos
perguntar o seguinte: dada uma populacdo z(, qual seria 0 comportamento para a geragio x;,

quando j — o©.

Observando (2), temos que o comportamento futuro depende dos valores atribuidos ao fator
de crescimento r. De fato, para r > 1, a populacédo cresce de forma ilimitada a cada geragéo,
conforme revela a Fig.1a. Ja para r = 1, a populagdo permanece constante, pois T, 11 = £,Vn
(Fig.1b). Finalmente, para 0 < r < 1, o nimero de individuos diminui a cada incremento em j,

tendendo monotomicamente para zero. Nesse ultimo caso, a populagdo tende a extingdo (Fig.1c).

A descri¢do acima é conhecida como modelo de Malthus (1766-1834) para a dinAmica

populacional, proposto em 1798. Esse modelo buscou descrever a taxa de varia¢do temporal do
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ntimero de individuos N (¢) relativos a uma determinada espécie, distribuidos uniformemente em
uma drea geografica. Na hipétese de isolamento geografico, onde nido ocorre imigragido/emigracao,

podemos escrever a taxa de variagdo temporal da populagdo N (¢) na forma:
dAN(t)/dt = aN(t) — bN(t), 3)

onde a representa a taxa de nascimentos e b a taxa de mortalidade, assumindo que estas sdo
proporcionais a N (¢). Obviamente, definindo r = a — b, recaimos na equagéo descrita anterior-
mente:

dN(t)/dt = rN(t), “)

cuja solucdo é dada por:
N(t) = N(0)e™. 5)

Contudo, a equagdo (4) pode ser reescrita como uma equagio de diferenga na forma:
N+ At)=N@)[1+rt], At— o0 (6)
fornecendo interagdes do tipo:

N(At) = N(0)[1 + 7],
(2At) = N(0)[1 + rt]?,
(3At) = N(0)[1 + rt]?, (7

N(jAt) = N(o)[l + 7t}

onde a ultima equagdo refere-se at = (j — 1) A ¢t. Para determinar N em ¢t = (j — 1) A ¢t
finito, devemos tomar ¢ — oo, pois At — 0. Isso equivale a aproximar ¢ = j A ¢. Dessa forma,

retornando a tltima relacdo descrita em (7), temos:

N(t) = N(0) (1—&—7)], ®)
expressao que se reduz a (5) no limite j — co. Maiores detalhes, inclusive histéricos, podem
ser conferidos em [25]. Observe que assumimos acima uma taxa r positiva, ou seja, para as
consideragdes biologicas admitidas, » > 0 [21-24, 26]. No entanto, matematicamente, podemos
fazer r < 0 e também avaliar qual seria o comportamento associado. Para valores da taxa de
crescimento entre —1 < r < 0, a solucdo aproxima-se de zero, com alternincia entre valores
positivos e negativos (Fig.1d). Ja para valores r < —1, a solucdo também assume valores

alternados positivos e negativos, mas apresenta amplitude crescente (Fig.le).

Os resultados anteriores indicam uma regifio de convergéncia para |r| < 1, e, uma regiéo
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de divergéncia para |r| > 1. Na regido de convergéncia, dois comportamentos séo observados.
Para —1 < r < 0, a solugdo tende a zero oscilando entre valores positivos e negativos, conforme
indica a (Fig.1d). Para 0 < r < 1, converge monotomicamente para zero, como revela a Fig.1c.
Na regido de divergéncia, quando r» < —1, a solucdo oscila entre valores positivos e negativos,
mas com amplitude crescente (Fig.le). J4 para r > 1, a solu¢do cresce monotomicamente, como

indica a (Fig.1a).

Na discussdo acima, o fator de crescimento assume valores constantes. Na pratica, diversos
fatores fazem com que este fator nao seja constante, afastando o comportamento real da populagao
em relacdo ao modelo descrito. Por exemplo, o esgotamento de recursos ou limitagdes no espaco
fisico, diminui¢do da natalidade e aumento da mortalidade, entre outros. Isso nos leva a equagdes
de diferencgas ndo-lineares [20, 25]. Na sequéncia, vamos descrever um resultado para caracterizar
a estabilidade local de um ponto de equilibrio, o que nos ajudard a modelar um efeito particular

de predacio.

3 Equacao de diferencas nao-lineares e estabilidade local

Diversos processos bioldgicos nao sio lineares. No modelo anterior, o crescimento ilimitado
da populagdo para r > 1 ndo € realistico, em muitas aplica¢des, por questdes simples. Dificil-
mente a taxa de crescimento ndo € afetada quando a populacdo aumenta. Na prética, a interacdo
entre os individuos, seja por espago fisico ou recursos, afeta o valor de r. Vamos apresentar uma
ampliacdo do modelo anterior, visando incluir os casos onde a populagdo de uma geragdo n + 1
depende da populagdo na geragdo n. Nessas condi¢des, considere uma equacéo de diferengas de

primeira ordem nao-linear, que inclui esse efeito, dada por:

Tn+1 = f(ITI)? (9)

onde n representa o nimero de iteracdes (no nosso caso geragdes) e f é chamado de mapa, pois
estabelece a regra que relaciona cada elemento do conjunto-dominio D a um tnico elemento do
conjunto-imagem /. Assim, f : D — I [25]. Observe que a iteracdio j # 0 pode ser relacionada

aiteracdo j = 0 por composicao:

Tl = f(fo)7
T2 = fQ(xO)a
x5 = f*(x0), (10)
zj = f7(z0),

sendo f; uma composi¢do construida a partir do mapa f. Em uma equacdo nao-linear, o mapa
f depende de combinagdes ndo lineares de seu argumento x,, [25]. No estudo de equacdes
de diferencas ndo-lineares, podemos obter importantes resultados estudando o sistema nas

vizinhangas de um estado de equilibrio, bem como suas solugdes de equilibrio. O estado de
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Figura 1:

Solucdo da equacido (1) para zo = 10 e diferentes valores de r: (a) r = 1, 2;
®r=10c)r=0,8(d)r=-0,8(()r=-1,2.

equilibrio seria uma configuracéo onde o sistema nio apresenta mudangas ao longo da evolucgio

temporal. Em termos matemadticos, escrevemos:

Tpil =Tp =T, (11)

onde x* representa a solugdo de equilibrio. Genericamente, podemos ter mais do que uma solugéo
de equilibrio, as quais podemos representar na forma x}, onde o subindice k representaria cada

uma dessas soluc¢des. Sendo assim, uma solugdo de equilibrio para a equacdo de diferencas de
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primeira ordem (9) € uma constante, ou seja, uma solu¢do que satisfaz:
x* = f(x"). (12)

Em relag@o a estabilidade, vamos considerar que a solucdo de equilibrio € estavel se, dada
uma solucéo x,, préxima de x*, entdo a x,, tende a ™. Isso nos permite estabelecer um critério

para a estabilidade, como mostraremos na sequéncia.

Considere uma pequena perturbagio 7; que afasta ligeiramente x; da solugio de equilibrio

2", 0 que pode ser representado na forma:
xj =x" + 1, (13)

com 77; < 1. Se o ponto seguinte x;1 estd mais préximo de z*, entdo z* ¢ assintoticamente

estdvel, caso contrdrio, z* € instdvel. Observe que o ponto x ;41 pode ser escrito como:
*
Tjp1 =T +1Njt1, (14)

ou ainda,
zj1 = fz;) = f(" +njz). (15)

Note que a estabilidade é avaliada comparando-se a distdncia |1;41|, entre a primeira
iteragdo a partir de ;41 e o ponto fixo z*, com a distancia |n;|, entre o ponto de partida z;
e o ponto fixo z*. Se para qualquer j a relagdo |n;11| < |n;| é satisfeita, dizemos que z™* é
assintoticamente estdvel. Caso contrério, z* é instdvel [11]. Considerando a perturbacdo pequena,
ou seja |n;| < 1, podemos expandir em série de Taylor f(x;) em torno do ponto z*, tomando
apenas os termos de primeira ordem em 7);, 0 que nos fornece:

o) = £+ m5) 1)+ (L Y+ o) (16)

Como f(z;) =x;41ex* = f(x;), podemos comparar .1 = z* + n;41 com a equacio
J J+ i) P p J+ i+ quag

d *
M1 = ( 4L )> m, a7

(16) e concluir que:

uma vez que estamos desconsiderando os termos de ordem 0(77?-). Definindo um autovalor
df («*
A= ( A )), podemos escrever:

dx
Nj+1 = Anj. (18)

Perceba que | |n;+1| < |n;] implica em —1 < A < 1, o que corresponde a estabilidade
assintdtica. Se 0 < A\ < 1, as sucessivas iteragdes aproximam-se de x* monotonamente, isto é, a
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diferenga x; —2* tem sempre o mesmo sinal. Se —1 < A < 0, as sucessivas iteragdes aproximam
de z* de maneira oscilatdria, isto é, a diferenca xjfx* troca de sinal a cada iteragdo [25]. Esse
resultado pode ser expresso como uma condi¢do para a estabilidade local. O ponto fixo z* é

ponto de equilibrio estdvel de z; 411 = f(z;) se e somente se:

A =df(x")/de < 1. (19)

J& para \ > 1, as sucessivas itera¢des afastam-se monotonamente de z*. Por outro lado,
quando A < —1, elas se afastam de modo oscilatério. Tanto para A > 1 ou A < —1 o ponto fixo
2™ é dito instdvel. Maiores detalhes envolvendo outros casos ndo unidimensionais podem ser

encontrados em [25].

4 Critério de estabilidade e bifurcacao na equacao de diferenca logistica

A equagdo de diferencas logistica é outro modelo discreto para analisar crescimentos
populacionais. Ela pode ser escrita na forma:

Tpy1 = 12 (1 — ), (20)

onde f(x) = rx,(1—z,), com r representando uma constante. Note que a equagdo anterior é
equivalente a:
2D

2
Tn4+1 =TTp —TT,,

com seus pontos de equilibrio obtidos impondo a condi¢do z, 11 = z, = x*. De fato, esse
procedimento nos leva a duas solugdes de equilibrio: 7 = 0 e 25 = 1 — 1/r. Obtidos os pontos
fixos x] e x5, podemos avaliar sua estabilidade, considerando o critério (19). De fato, sendo

f(z) = re(1—x), segue que sua derivada primeira é dada por:

df (z)/dx =r — 2rz, (22)
que nos fornece:
df (z3)/dx = (23)
e
df (z3)/dx =2 —r. (24)

Observando a condigéo (19), temos que x7 é estdvel no intervalo —1 < r < 1. J4 para o
segundo ponto de equilibrio, a mesma relagdo, revela que x5 é estdvel no intervalo 1 < r < 3.
Perceba que se variarmos o pardmetro r no sentido crescente, passando por r = 1, o ponto z}
deixa de ser estdvel. J4 o ponto x5, que é instdvel para valores fora do intervalo 1 < r < 3,

passa a ser estdvel para a mesma variagdo de r, ou seja, r variando de um valor 1—¢ até um valor
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144, com § < 1 e positivo. Esse comportamento do sistema devido a varia¢do do pardmetro
r € chamado de bifurcag@o, sendo 7 = 1 um ponto de bifurcagdo. Esse procedimento pode ser
utilizado para investigar estabilidade local e bifurcagdes associadas. A Fig.2 apresenta a evolugdo
de uma populagdo inicial zy = 0,5 para diferentes valores de r, no intervalo |1, 4[. J4 a Fig.3,
revela o diagrama de bifurcacio associado a este mesmo intervalo.
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Figura 2: Evolug¢do da populacdo x,, em funcio de r para uma populacio inicial zg = 0, 5: a)
r=11br=15cr=29dr=3,1,e)r=3,510Hr=3,7.

A Fig.3 revela que a populagdo vai a extingdo para 0 < r < 1, independente do valor inicial
x9. Para 1l < r < 3, a populagdo atinge um estado de equilibrio diferente de zero, dado por

1—1/r. Ja para 3 < r < 3,44, a populagio oscila entre dois valores constantes de periodo 2, e,
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Figura 3: Diagrama de bifurcagéo considerando a populagéo z,, no intervalo r = |1, 4].

para valores levemente maiores que 3, 44, temos o que chamamos de ciclo de periodo 4, onde
a oscilac@o se d4 entre quatro valores diferentes. A partir dai, o sistema tende para um regime
cadtico (Fig.3).

Obviamente, outros modelos discretos podem ser considerados. Se quisermos incluir uma
dependéncia na densidade populacional, por exemplo, podemos modificar a equagdo de iteracao
inicial e realizar novamente toda a rotina de investigagcao proposta. Por exemplo, o modelo de
Beverton-Holt, insere uma modifica¢do na equagdo de interagdo, admitindo que o nimero de
descendentes depende do nimero de adultos existentes [9, 21-24, 26]. A titulo de exemplo,
existe um modelo utilizado pelos bidlogos para inserir a possibilidade de variagcdes na densidade
populacional devido a fatores ambientais de limitacdo, conhecido como modelo de Ricker [9,
21-24, 26]. Outro modelo bastante conhecido, até mesmo para ndo-biélogos, associa-se ao
chamado efeito Allee, mencionado na introdugéo deste artigo [6, 27]. Essa andlise descreve a
possibilidade da taxa de reprodugdo apresentar uma variacao significativa para uma quantidade
reduzida da populacio. Podemos ter o efeito de competi¢do intraespecifica aumentado, ou, ainda,
dificuldades na prépria reprodugdo da espécie estudada, devido a baixa variabilidade genética
entre os individuos disponiveis para a reproducio [6, 27]. Um modelo considerando o efeito

Allee pode ser expresso na forma:
Tpy1 = Az /(1 + Bx?), (25)

com A e B representando duas constantes positivas. Essa equag@o pode ser entendida como um
modelo de taxa rz,, dependente de x,,, pois: Tp+1 = r(Tp)Ty, com r(x,) = Az, /(1 + Bmz).

Nesse caso, para |r(z,)| > 1, a populagdo x,, cresce para as sucessivas iteragdes. J4 para
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|r(z)| < 1, a populagdo z,, decresce para as sucessivas itera¢des. Por fim, quando |r(x,,)| = 1,
a populagio x,, permanece constante. Contudo, diferentes modelos podem ser considerados

dependendo dos propdsitos investigativos [6, 27].

Nosso objetivo, contudo, € analisar um efeito de predacdo constante, uma vez apresentada
a estrutura das equagdes de diferengas e suas possibilidades investigativas. Dessa forma, es-
tabelecida a anélise proposta por meio das equagdes de diferencas e o critério de estabilidade

formatado, passemos para a andlise de um efeito particular de predagao.

5 Analise de um efeito articular de predacao

Em ecologia, temos o interesse sobre a estabilidade populacional no decurso do tempo, ou
até mesmo, se existe risco de extingdo para a populacdo investigada. Nessa perspectiva, vamos
analisar uma ligeira modifica¢do na equagdo logistica (20) e discutir um efeito particular de
predacdo, em conexdo com a andlise de estabilidade local apresentada na sec¢do anterior. Do
ponto de vista ecoldgico, podemos entender como efeito de predacido qualquer processo que
reduz o crescimento, a fecundidade ou a sobrevivéncia de uma populacdo [20, 28]. Estamos
considerando a predag@o em sentido amplo, onde podemos incluir também o caso especifico da
relagdo presa-predador [1-2, 9, 18-24, 26-28].

Inicialmente, vamos inserir um parametro adicional p na equacdo de diferencas logistica

(20), reescrevendo f(x) na seguinte forma:

flay) =re, — sxi —p. (26)

Nessa equacdo, temos os coeficientes de x,, € xi constantes e iguais a e s. Derivando f(x)
em relagdo a z, segue:
df (z)/dx = r — 2sz, 27

que nos permite concluir que 2z = r/2s é um extremo, pois a derivada indicada em (27) se anula
para esse valor de xy. Na verdade, pode-se concluir que z = 7/2s é um méximo local para um

intervalo aberto I = (a,b) em torno de xg, pois:

d?f(x)/dz?* = —2s5 < 0. (28)

Note que a fungio f(x) calculada em = = r/2s pode ser escrita em termos do pardmetro p:

flo) =1?/4s — p. (29)
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Dessa forma, impondo f(xo) < 0, temos:

p > 1?/4s. (30)

A ultima relago nos revela um importante resultado para a evolucio da populagdo modelada.
Note que para valores de p maiores do que % /4s, a populacio se extingue, uma vez que f(z) < 0.
Nesse contexto, o pardmetro p pode ser interpretado como uma taxa de predacdo constante,
corroborando um efeito particular de predagdo para o modelo associado a (26).

De fato, para o dominio de validade da equagdo (26), podemos encontrar duas possiveis
raizes, dadas por:
x=1/2s (1 +./1- 4Sp/r2> , 31)

o que vale quando r2—4ps > 0. Obviamente, para r>—4ps = 0, temos apenas uma tnica
raiz distinguivel, z = 7/2s. J4 para o caso onde r*—4ps < 0, a funcdo f(z) é negativa, ndo
apresentando raizes reais. Vamos estudar na sequéncia dois exemplos distintos para visualizar o
efeito de predacdo discutido. Para os dois casos, vamos considerar a evolucdo nas vizinhangas de
algum ponto de equilibrio ou bifurcacdo, sem efeito de predagdo, e, posteriormente, com o efeito
do parimetro p. Esbocaremos, ainda, os gréficos de evolucdo comparada. E importante destacar
que a andlise nao € focada na bifurcacdo em si, mas na comparacao de diferentes condi¢des

iniciais e suas respectivas evolucdes.

Inicialmente, vamos considerar o sistema normalizado com valoresde r =2, s = 1ep = 0,
analisando-o numericamente para uma populagao inicial x( nas proximidades de 1, e, contida
em um intervalo aberto I = (a,b) em torno deste ponto. Nessas condi¢des, assumindo valores
crescentes para a populagdo inicial, percebe-se que ela tende ao ponto z = 1, quando 0 < xy < 2.
A Fig.4a revela uma evolugdo deste tipo, para a condi¢do zy = 0, 5. Para valores ligeiramente

maiores, como por exemplo xy = 2, a populacdo se extingue.

Passando ao sistema normalizado de valores » = 2, s = 2 e p = 0, observamos um
comportamento semelhante, pois a populagdo também se estabiliza em torno de 0, 5 quando a
condicdo inicial estd no intervalo aberto 0 < zy < 1. A Fig.4b revela uma evolucdo deste tipo,
para zo = 0, 5. Novamente, para condi¢des iniciais ligeiramente maiores, como xop = lou 1,1,

a populacio se extingue.

Voltemos aos mesmos sistemas normalizados, mas considerando valores ndo-nulos para o
parametro p. Essa condicdo torna o comportamento mais complexo. Comecemos pelo sistema de
coeficientes r = 2 e s = 1. Quando o pardmetro se encontra no intervalo aberto 0 < p < 0, 09,
a populacdo tende para valores ligeiramente menores que 1, desde que 0,1 < zo < 1,9.
Para p = 0,09, a convergéncia se dd em 0, 1, considerando x¢y = 0, 1, ou, em 0,9, quando
0,2 < z¢p < 1,8. J4 para valores ligeiramente maiores, como zo = 1,91, a populagdo se

extingue. E interessante notar que se p = 0, 1, a populagio se extingue rapidamente, em poucas
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iteragdes (Fig.4a).

Analogamente, o sistema normalizado de coeficientes » = 2 e s = 2 tende para valores
ligeiramente menores do que 0, 5, quando 0,01 < p < 0,08 e 0,1 < zg < 0,9. Para condi¢des
iniciais ligeiramente maiores do que 0, 9 a populacdo se extingue. Para p = 0, 08, a convergéncia
se dd em 0,1, quando zg = 0,1, ou, em 0,4, quando 0,2 < z¢ < 0,8. E interessante notar
que para 9 = 0,9 e p = 0,08 a populacdo volta a se estabilizar em 0,1. Contudo, para
valores ligeiramente maiores, como xg = 0, 91, a populag@o se extingue. Observe, ainda, que se

p = 0,09, a populacdo também se extingue em poucas iteracdes (Fig.4b).

Em sintese, a comparagdo entre as duas evolucdes descritas, para condi¢des iniciais cres-
cendo a partir de 0, 1, por exemplo, revelam caracteristicas locais interessantes. Tomando duas
situacdes semelhantes, que diferem apenas pelo valor de p nulo e ndo-nulo, observamos que no
caso ndo nulo, o pardmetro p estd associado a uma diminui¢ao do valor absoluto onde a populagao
se estabiliza (Fig.4a e Fig.4b). Mais ainda, se considerarmos valores de p da ordem de 0, 1, a

populacio se extingue em poucas iteragcdes (Fig.4a e Fig.4b).

Na Fig.4c e Fig.4d observamos um efeito semelhante em duas populagdes com comporta-
mento ciclico na regido investigada, onde uma diminui¢@o brusca da populagdo ocorre quando
MNigamos? p. Esses resultados apontam para um efeito de predagdo sobre os sistemas investigados,

associado a este parametro adicional.

6 Consideracoes finais

No presente trabalho, discutimos o potencial apresentado pelas equacdes de diferencas
na modelagem de populagdes bioldgicas. Além de expor importantes aspectos estruturais das
equacdes de diferencas, sintetizamos um importante resultado sobre estabilidade local a partir
de sua conexdo com modelos simples de crescimento populacional. Por fim, avaliamos um
efeito particular de predacgao, a partir de uma modifica¢do na equacgdo de crescimento logistica.
Mostramos que o pardmetro adicional inserido pode ser interpretado como uma taxa de predacao
constante, que pode levar a extingdo da populacido quando se encontra acima de um valor critico
pe. O efeito de diminui¢@o na populagdo ocorre para evolugdes ciclicas ou ndo ciclicas. A andlise
pode ser realizada para sistemas semelhantes, permitindo a avaliacdo de caracteristicas locais de
um sistema populacional, na vizinhanga de pontos de equilibrios especificos ou bifurcagdes.
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