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Resumo

O principal objetivo desse trabalho foi o estudo de resultados de existéncia e unicidade de ponto
fixo nos quais as fungdes envolvidas sejam contracdes fracas, ao invés de contragdes (hipStese
exigida no cldssico Teorema do Ponto Fixo de Banach). Dessa forma, foram estudados o
Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, publicado em 1969, e o Teorema do Ponto Fixo de
Vittorino Pata, obtido em 2011. Os Teoremas de Banach, Boyd-Wong e Vittorino Pata foram
comparados entre si e foi apresentado um exemplo no qual se exibiu uma fung@o que satisfaz
as condicdes do Teorema de Boyd-Wong e ndo satisfaz as hipéteses do Teorema de Banach.
Além disso, provou-se que, em Espagos Métricos limitados, os Teoremas de Boyd-Wong e
Vittorino Pata sdo equivalentes, bem como apresentou-se um exemplo de uma fun¢@o definida
em um espago ilimitado no qual sdo satisfeitas somente as condi¢des do resultado de Vittorino
Pata, mas os Teoremas do Ponto Fixo de Banach e Boyd-Wong ndo sdo aplicdveis.
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1 Introducao

A Teoria dos Pontos Fixos e suas aplicagdes é uma importante ferramenta

matematica. Seus principais teoremas estabelecem condig¢des que nos permitem
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garantir a existéncia de pontos fixos para funcdes e sua aplicagdo ocorre em
diversas dreas como a biologia, fisica, quimica, engenharia, economia e, obvia-
mente, matematica. Especificamente nessa ultima drea, a teoria é particularmente
de grande importancia para se garantir a existéncia e, as vezes, a unicidade de
solucdo de equacoes diferenciais ou no estudo de sistemas dindmicos. Devido a
importancia dessa Teoria, existe uma revista especializada somente em publica-
¢oes relacionadas a area, o Journal of Fixed Point Theory and Applications, no

qual foi publicado o artigo [7], uma das principais referéncias deste texto.

A préxima secdo deste trabalho apresenta o Teorema do Ponto Fixo de
Banach, obtido por Stefan Banach em 1922. Esse teorema € um resultado extre-
mamente importante na Teoria de Pontos Fixos e apresenta como hipdtese que a
funcdo considerada seja uma contracio e, com isso, garante a existéncia e a uni-
cidade de ponto fixo. A hipdtese que a fungdo seja uma contracio pode restringir
sua aplicacdo e, visando obter resultados que podem ser aplicados a contracdes
fracas, foram estudados os teoremas apresentados nas secdes 3 e 4: O Teorema
do Ponto Fixo de Boyd-Wong (ver [2]) e o Teorema do Ponto Fixo de Vittorino
Pata (ver [7]). Ambos os teoremas ainda garantem a existéncia e unicidade do
ponto fixo e foram comparados aos resultados previamente estudados: o teorema
de Boyd-Wong foi comparado com o teorema de Banach e o teorema de Vittorino
Pata foi comparado com os resultados de Boyd-Wong e Banach. Ao longo do

texto, exemplos que ilustram as comparacdes citadas serdo apresentados.

O conteuddo deste trabalho pode ser visto com mais detalhes em [6]. Também
em [5, 6] podem ser vistos resultados sobre espacos métricos que serdo impor-
tantes em nosso texto. Outros teoremas sobre ponto fixo podem ser vistos, por

exemplo, em [8, 9].
2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

Iniciemos por apresentar o classico Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Teorema 1. (Teorema do Ponto Fixo de Banach) Se M for um espaco métrico
completo, toda contracdo [ : M — M, com 0 < ¢ < 1, possui um tinico ponto
fixo em M. Mais precisamente, tomando um ponto qualquer xo € M e colocando
x1 = f(x), x2a = f(x1), .o, a1 = f(xn), a sequéncia (z,,) converge em M e
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x = lim z,, € o tinico ponto fixo de f.

Demonstragdo: Primeiramente, serd mostrado que (x,,) é uma sequéncia de
Cauchy em M e, como M € um espago métrico completo, a sequéncia sera

convergente em ). Pela constru¢do da sequéncia, pode-se obter que
d(z1, 22) = d(f(20), f(21)) < cd(zo, 21).
Da mesma forma,
d(xg, 23) = d(f(x1), f(22)) < cd(z1, 72) < Ad(x0, 1).
Procedendo recursivamente, segue-se que

d(xp, Tpy1) < d(xg, 1), Yn € N.

Para n, p € N quaisquer, a partir da desigualdade triangular, tem-se que

A(Tn, Totp) < d(Tn, Tpg1) + A Tpg1, Tg2) + oo + A(Tpip—1, Tnip)-
Utilizando do argumento da recursividade anterior, tem-se que

ATy, Tryp) < (T L+ PN (20, 1)
= "(14c+..+Hd(xg,x1)

nf1l—107 d )

c 1—c 0,41

"
< d .
= 1_c ('I07'I1)

Como 0 < ¢ < 1, tem-se que lim ¢" = 0. Com isso, segue-se que (xz,) é uma
sequéncia de Cauchy em M .nBzOVido a M ser um espaco métrico completo,
existe a € M tal que lim(x,) = a. Como a funcgdo f é continua, tem-se que
f(a) = f(limz,) = lim f(z,) = limz,; = a, e, com isso, a é ponto fixo de
f.

Para finalizar, serd demonstrado que f nao possui dois pontos fixos distintos.
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Com efeito, se f(a) = a, f(b) = be sendo f uma contragdo, entio

d(a,b) = d(f(a), f(b)) < cd(a,b),

com 0 < ¢ < 1. Por consequéncia, € obtido que (1 — ¢)d(a,b) < 0e, como 1 — ¢
é positivo, deve-se ter d(a, b) = 0, ou seja, a = b. Portanto, o ponto fixo de f é

dnico. O

Uma aplicag@o importante do Teorema 1 é o Teorema de Existéncia e Unici-
dade de Soluc¢ao de Equagdes Diferenciais Ordinérias, apresentado e demonstrado
em [6]. Exemplos simples como f(x) = x + 1, z € R, ilustram que a contragio

nao pode ser substituida por uma contracao fraca no Teorema 1.

3 O Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong

Nesta secao serd discutido o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, apre-
sentado por David William Boyd e James S. W. Wong em 1969 no artigo On
Nonlinear Contractions, [2]. O principal teorema desta secao, Teorema 4, tem
como uma de suas hipdteses que a funcdo envolvida seja uma contragdo fraca,
ndo necessariamente uma contra¢do, como necessario no Teorema do Ponto Fixo
de Banach. Serd apresentado um exemplo em que o Teorema do Ponto Fixo
de Banach nao é aplicavel, mas o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong é,

mostrando a relevancia do resultado.

Antes de apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, serdo introdu-
zidos alguns conceitos e lemas. Primeiramente serd definida a semicontinuidade
superior, obtida de [4] e também o que vem a ser um espaco metricamente

convexo, ver [2].

Definicao 1. Seja X um espaco métrico. Uma funcdo f : X — R é dita ser
semicontinua superiormente em xo € X quando, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal
que se x € (xg—0,x0+0), entdo f(x) < f(xg)+e€. Diz-se que f é semicontinua

superiormente se for semicontinua superiormente para todos os pontos de X.

Definicao 2. Um espaco métrico X é metricamente convexo quando, para cada
x,y € X, existe z € X, distinto de x e y, tal que d(x,y) = d(x, z) + d(y, 2).
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Observacao 1. A semicontinudade superiormente em xo € X ¢é equivalente a

limsup f(z) < f(xo).

Tr—xQ

Os resultados apresentados nesta se¢do utilizam a semicontinuidade superior
a direita, o que € uma restricdo imediata da definicdo de semicontinuidade e essa
definicao € apresentada em [6]. Para espacos metricamente convexos, tem-se o

seguinte resultado.

Lema 2. (Menger) Se X ¢ um espaco métrico completo metricamente convexo,
entdo, para todo o € (0,1) e para quaisquer x,y € X distintos, existe z € X

tal que
d(z,z) = ad(z,y) ed(z,y) = (1 — a)d(z,y). (1)

A demonstracao desse resultado é extensa e foge ao escopo deste texto. Caso

o leitor possua interesse na mesma, pode verific-la na pagina 41 de [1].

Durante esta secdo, P denotard a imagem da func¢do distdncia no espaco
meétrico X, isto é,
P={d(xy)/r,y € X}, 2)

e P serd o fecho de P. Para um espaco metricamente convexo, P é um intervalo
do tipo [0, b] ou [0, b), em que b é um real positivo ou infinito. De fato, dados dois
pontos =,y € X tal que d(z,y) = b, 0 Lema 2 garante que, para todo o € (0, 1),
existe z € X tal que d(z,2) = ad(x,y) = ab, o que implica que para todo
p € (0,b) existe z € X tal que d(x,z) = . Como os pontos considerados
foram arbitrarios em X, o conjunto P definido em (2) serd um intervalo, como

desejado.

Outro resultado necesséario € o seguinte lema, no qual b representa o didmetro

do conjunto X, conforme discutido no pardgrafo anterior.

Lema 3. Seja X um espaco métrico completo metricamente convexoe'l' : X —
X uma fungdo lipschitziana com constante de Lipschitz . Defina a funcgdo

¢ :[0,b) — [0,b] dada por

¢(t) = sup {d(T(x), T'(y))/z,y € X, d(z,y) = t} . (3)
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Assim,

(a) ses,t >0es+t<b entdo p(s+1t) < ¢(s)+ ¢(t), isto é, ¢ é subaditiva;
(b) ¢ é semicontinua superiormente a direita em [0,D).

Observacao 2. Convém observar que a funcdo ¢ estd bem definida no Lema 3.
Isso ocorre devido a funcdo T' ser lipschitziana, pois, dado x,y € X tal que

d(x,y) = to, tem-se

d(T(x),T(y)) < vd(x,y) = vto.

Devido a arbitrariedade de x,y € X, essa relacdo pode ser levada ao supremo,

obtendo-se que ¢(ty) < vto, mostrando a boa defini¢cdo de ¢.

Demonstragdo: (a) Considere d(z,y) = s+t,emque z,y € X e s,t positivos

e s+t < b. A partir do Lema 2, tomando o = i ; < 1, existe z € X tal que

s
d(x,z) = sed(z,y) = t. Utilizando-se da desigualdade triangular, da defini¢do

de ¢ e da Observacdo 2, é obtido que
d(T(x), T(y)) < d(T(x),T(2)) + d(T(2), T(y)) < ¢(s) + o(t).

Como essa relagdo é vélida para quaisquer z,y € X tais que d(z,y) = s+ 1,

também serd valida para o supremo e, tomando-o nos dois lados, € obtido que

¢(s +1) < ¢(s) + (1)

(b) Utilizando o resultado (a) e o fato de 7" ser lipschitziana, dados ¢,%y < be

tyg < t, tem-se
O(t) = ¢(t —to +to) < &(t — to) + &(to) < V(¢ —to) + d(to),
sendo a dltima desigualdade consequéncia de (3), ja que

d(T'(x), T(y)) < ~vd(w,y) = y(t —to).
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A partir dessa relagdo, para dado ¢ > 0 ety € [0, b), basta tomar 6 = < e,

f)/
assim, para t € (to,%y + 0), tem-se
€
P(t) <t —to) + o(to) < 7; + ¢(to) = €+ d(to),
e ¢ é semicontinua superiormente a direita, como desejado. a

De posse desses resultados, € possivel enunciar o principal resultado desta

secao.

Teorema 4. (Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong) Seja X um espagco métrico
completo, P o espago definido em (2) e p : P — [0, 00) uma fungéo semicontinua
superiormente a direita que satisfaz p(t) < t para todot € P\{0}. Se T : X —

X for uma funcdo que satisfaz

d(T(x), T(y)) < pld(z,y)), 4)

paratodo x,y € X, entdo T possui um tinico ponto fixo x. e a sequéncia (1" (x))

converge para ., para cada x € X.

Demonstragd@o: Dado = € X, considere a sequéncia (¢,,) em que ¢; = x € 0s

outros termos sdo definidos da forma
cn = d(T™(z), T" (z)). (5)
Serd demonstrado que (¢, ) tende a zero. De fato, a sequéncia é decrescente, pois

Cop1 = (T (2),T"(2)) = d(T (T"(2)), T (T""()))
< p(d(T"(x), T" (@) = plea) < cn,

em que a dltima desigualdade ocorre devido a hipétese de p(t) < ¢ para todo
t € P\{0}. Como ¢, > 0 para todo n € N, tem-se uma sequéncia monétona e
limitada, portanto convergente. Suponha, por contradi¢do, que (¢, ) convirja para

¢ > 0. Pela dltima expressao, tem-se

Cn+1 S p(cn)a
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e, como (c,) € limitada e p(c,) < ¢, (p(c,)) também € limitada. Aplicando o

limite e usando a semicontinuidade superior de p, tem-se

c= lim ¢,.; < lim p(c,) < limsup p(t) < p(c),
n—oo n—oo

t—ct

o que é uma contradi¢do, pois p(t) < t para todo t € P\{0}. Portanto, a

sequéncia (c,) tende a zero.

O préximo passo é demonstrar que a sequéncia (7" (x)) é de Cauchy para
cada z € X. Suponha que a sequéncia nao seja de Cauchy. Entdo, existe ¢ > O e

uma sequéncia de inteiros my, ny com my > ng > k tal que

dy = d (T™(x), T™(x)) > e para k € N. (6)

Considere que m;, € o menor inteiro maior que 7y, tal que a condicao (6) é

satisfeita. Isso implica que
d(T™ 1 (z), T™(z)) < e.
Utilizando dessa condi¢@o, de (5) e da monotonicidade de (c¢,), é obtido que
d, < d(T™ (), T™ (z)) + d(T™ (), T"(2)) <, + € < ¢, + €.
Fazendo £ tendendo a infinito, é obtido que
kh_)rgo dy = €, (7

pois ¢, tende a zero. Além disso, utilizando-se da desigualdade triangular, da

monotonicidade de ¢, e de (4), obtém-se que

dy, = d (T (x), T (x))

IN

(T (), T ()

(Tm”l(a:), T”’““(z)) +d (T”’“H(az), Tk (93))
Cmy, + p(A(T™ (2), T (x)) + cny

2¢c, + ,O(dk).

d
d

IN +

IN
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A partir de (7) e tomando k tendendo a infinito novamente, € obtido que

e = lim dy < lim 2¢;, 4 limsup p(dy) < 0+ p(e),

k—oo n— 00 k—00

ou seja, € < p(¢), contradicdo com a condigdo p(t) < t para todo t € P\{0}.
Portanto (7" (x)) é uma sequéncia de Cauchy em X e, como X é um espago

completo, (7" (z)) é convergente.

Note que, reescrevendo 7" (x) = z,,, tem-se que

T(xn) = Tn+1, (8)

para todo n € N. Observe que 1" é uma fun¢do continua, pois

d(T(x),T(y)) < pld(z,y)) < d(z,y),

ou seja, 1" é lipschitziana com constante de Lipzchitz igual a 1. A partir disso,

tomando o limite em (8), tem-se

e = lim 2,41 = lim T (z,) =T ( lim xn> =T (z.),
n—oo

n—oo n—oo

e um ponto fixo é obtido.

Para a unicidade, suponha que existam dois pontos fixos z., y. € X distintos,

isto é, d(x., y.) > 0. A partir de (4) e da condigdo p(t) < t, tem-se

(s, y.) = d(T(2.), T(y.)) < pld(zs, y.)),

0 que é uma contradi¢io com a condigio p(t) < t paratodo t € P\{0}. Portanto,

o ponto fixo obtido € tnico. O

O Teorema a seguir € uma consequéncia do Teorema 4 e estabelece que,
para um espago metricamente convexo, as condi¢cdes impostas em p podem ser

enfraquecidas e, ainda assim, € possivel obter as mesmas conclusdes do Teorema
4.

Teorema S. Suponha que X é um espaco métrico completo metricamente con-
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vexo, P o espaco definido em (2) e que T' : X — X satisfaca (4), em que
p: P — [0,00) satisfaz a condicdo p(t) < t para todo t € P\{0}. Entdo T

possui um unico ponto fixo xy e T"(x) tende a xy para todo x € X.

Demonstragdo: Considerando ¢(t) nas condi¢des do Lema 3 para t € [0, b),
defina

¢(t) = sup {d(T(x),T(y))/d(z,y) =t}

z,yeX
e, por (4),
o(t) < p(d(z,y)) = p(t),

para todo t € [0,b). Caso ¢t = b, ndo se pode utilizar diretamente o Lema 3.
Sendo assim, se P for do tipo [0, b], define-se ¢(b) = p(b). Desta forma, tem-se

uma fun¢do ¢ que satisfaz

d(T(x),T(y)) < ¢(d(z,y)),

para todo z,y € X e, além disso, ¢(t) < p(t) < t parat € P\{0}. Além disso,

convém observar que

d(T(2),T(y)) < pld(x,y)) < d(z,y),

ou seja, 1" € lipschtziana com constante 1. Portanto, tem-se que ¢ e 71" satisfazem
as condi¢des do Lema 3, logo ¢ é semicontinua superiormente a direita em [0, b).
A partir disso, considerando as condi¢des do Teorema 4 com ¢ no lugar de p, o
mesmo Teorema pode ser aplicado a 7', e, assim, 7" possui um tnico ponto fixo,

como desejado. O

3.1 Comparacao do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong com o
Teorema do Ponto Fixo de Banach

Como o Teorema 1 € uma grande referéncia na Teoria de Pontos Fixos,
tal resultado serd comparado com o Teorema 4, mostrando que, se uma fun¢ao
satisfizer as condi¢des do Teorema do Ponto Fixo de Banach, ela também atendera

as condi¢des do Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong. Com efeito, considere
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X um espago métrico completo e f : X — X uma contracdo, ou seja,

d(f(z), f(y)) < kd(z,y), )

com 0 < k < 1. Desta forma, pode-se definir a fungiio p : P — [0, 00), em que
P € o espago definido em (2), por

p(t) = kt.

Devido a continuidade de p, para todo ¢, € P e ¢ > 0, existe § > 0 tal que
set € (tg — 0,19 + 0), entdo

p(to) — e < p(t) < p(to) + €.

A semicontinuidade a direita de p segue-se da segunda desigualdade e da restri¢ao

a valores do intervalo (o, o + ¢).

Além disso, como k < 1, parat € P\{0}, é obtido que p(t) = kt < t. Outro
ponto importante € que, pela equagdo (9), f satisfaz a condicdo (4) e, portanto, o

Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong pode ser aplicado a f.

Na sec¢do a seguir, sera apresentado uma fungao que satisfaz o Teorema 4
e nao satisfaz o Teorema 1, mostrando a relevancia do Teorema do Ponto Fixo
deBoyd-Wong.

3.2 Exemplos

Na sequéncia, serdo apresentados dois exemplos que indicam que ao se
enfraquecer uma das hipéteses do Teorema 4, ndo ha garantia da existéncia ou
da unicidade do ponto fixo.No primeiro sdo satisfeitas todas as condi¢des do
Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong, exceto a semicontinuidade superior de p

e ndo ha ponto fixo.

Exemplo 1. Considere o espaco métrico X = {z,, = nv/2 +2"/n € Z}, com a
métrica induzida de R. Observe que X é um subespaco completo de R. De fato,

dados x,,z,, € X distintos, suponha, sem perda de generalidade, que n > m.
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Dessa forma,

A, Tm) = |NV2 42" —mV2 = 2™ = (n —m) V2 + (2" — 2™) > V2,
(10)
mostrando que X possui todos os seus pontos com distancia maior que V2, impli-
cando que qualquer sequéncia convergente em X deve, a menos de finitos valores,
ser constante. Portanto, X é um subespaco fechado de R e, por consequéncia,

completo.

Considere P o conjunto definido em (2). Para cada p € P, existe uma
tnica dupla z,, e x,, tal que p = d(x,, x,,) . Com efeito, suponha que existam
Ty T, T4, T € X, comn >me j >k, tal que d (z,, z,) = d(x;,x;). Dessa
forma,

(G—Kk)V2+ (2 —25) = (n—m) V2 + (2" — 2™),

o que pode ser reorganizado da forma
(m—n+j—kWV2=2"—2m—92 4 2F

Observe que ha um nimero irracional multiplicado por inteiros de um lado e do

outro somente racionais. A igualdade s6 € possivel se ambos os lados se anularem,

m

istoé,n—m=j—ke2"—2m =2/ — 2% Considere n —m = s = j — k, com

s # 0. Substituindo na igualdade anterior, tem-se
2M (28 — 1) = 2mts —om = okFs _ gk — ok (95 _ 1),

Como 2° — 1 # 0, obtém-se m = k e, consequentemente, n = j, e, com essa

contradi¢do, conclui-se que a dupla de distancia p € tnica.

Defina 7 : X — X por

T(x,) =xp_1,n EZL (11)
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Tp1 — Tm-1|, ST = |Tp — Tpl,
o) ={' | oo~ ool (12)
0, caso contrario.

Nessas condigdes, tem-se que p(t) < t, para todo t € P\{0}. De fato, se t € P,

existem m,n € Z, com n > m, tal que d(z,, x,,) = t e, dessa forma,

‘(n — V22"~ [(m ~ V2 + 2m_1] ‘
(n—m)V2+2mt(2nm — 1)

< (n—m)V2+2m (2" — 1)

= V242" —mV2 -2 =1t

p(t)

Casot € P\P, entdo p(t) = 0 < t, e tem-se o resultado desejado. Além disso,

por constru¢do, tem-se
d(T(zn), T(m)) = |2n-1 — Tm-r| = p (l2n — ) |

ou seja, a aplicagdo 7', dada por (11), satisfaz (4).

No entanto, p nao € semicontinua superiormente. Primeiramente, observe
que V2 e P\ P. A partir de (10), conclui-se que /2 ndo pertence a P. Porém,

pode-se ver que V2 pertence 4 P pois, dados z,,, 2,1 € X, tem-se

A(Lp, 20 1) = [NV2+2" — [(n — 1)V2 + 2"*1] = V242n—2n Tt = V22,

e tomando n tendendo a menos infinito, a distancia entre os pontos tende a NO)

Logo, ,0(\/5) = 0. Além disso, para e = 1 e dado p € P, tem-se que
p(p) = d(Tp, Tm) > V2 >0+1=p(v/2) + 1.

Portanto, p ndo é semicontinua superiormente 2 direita em /2.

Convém observar que, mesmo que se definam outros valores para p(t),

definida em (12), t € P\ P, se p satisfaz a condigdo p(t) < t, deve-se ter que

Revista de Matemdtica da UFOP (2237-8103):  v.1 pp:94-130 2020 94



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2020

V2 - p(V2)
2
em V2. Portanto, para obter-se a semicontinuidade superiormente a direita em

,0(\/5) < V2, e basta tomar € = para a semicontinuidade falhar

V2, dever-se-ia ter p(v/2) > /2, o que contradiz a hipétese p(t) < t. Logo, ndo
€ possivel satisfazer ao mesmo tempo todas as condi¢des do Teorema 4.

Para finalizar o exemplo, observe que 7" ndo possui ponto fixo, pois
T(z,)=T <n\/§+ 2“) —(n—1)v2+27 ",

env2+2" # (n — 1)v/2+ 2" ! paratodon € Z. O

O préximo exemplo mostra que, se a condi¢do p(t) < t for enfraquecida,
mesmo que somente para um unico ty tal que p(ty) = to, a existéncia e a
unicidade do ponto fixo para uma aplicacdo 7" satisfazendo as outras condig¢des
do Teorema 4 pode ndo ocorrer. Nesse exemplo, tem-se uma funcao que nao

apresenta nenhum ponto fixo e uma outra com dois pontos fixos.

Exemplo 2. Considere o espago métrico X = (—oo, —1]U[1, 00) com a métrica
induzida de R. Como X € um subespago fechado de R, X € completo. Considere

as funcgdes 71,7, : X — X definidas por

1
—(x+1), sex>1,

Ti(x) =< 7 (13)
5(1’—1), sex < —1,

e To(z) = =T (x). Além disso, defina p : [0, 00) — [0, c0) por

1
—t, se0<t<2,
p(t) =1 12 (14)

—t4+1 set > 2.
2 + ) -

Sera demonstrado que p € uma funcio semicontinua superiormente a direita.
Com efeito, serd apresentado o caso em que ty € [0,2) e para ty > 2 é anélogo.
Dito isso, dado ¢y € [0,2) e € > 0, tome § < 2¢, de forma que § seja tomado

suficientemente pequeno para satisfazer (to, o + 0) C [0, 2), e entdo, para todo
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t € (to,to +9), tem-se

como desejado.

A préxima condigdo a se verificar € p(t) < ¢ paratodo ¢ € (0, 00), exceto

t =2,emque p(2) = 2. Parat € (0,2), tem-se que

1
t)= -t <t
p() 2 Y

e, se t > 2, também & sempre valido que

1
Além disso, T} e T5 satisfazem (4). De fato, serd demonstrado apenas para
T3, visto que para 75 € equivalente, devido as duas funcdes diferirem por um sinal
de menos, que nao afetard os valores absolutos das distancias. A demonstracao
serd dividida em casos de acordo com a localizag¢do dos pontos em X e de suas

respectivas distancias.

Primeiramente, dados x,y € X, considere o caso em que d(z,y) < 2, 0 que

€ possivel somente se x,y > 1 oux,y < —1. Para a primeira situacdo, tem-se

AT (), Tuw) = |5+ 1) = S+ 1)| = 5 le— vl = p(r — ),

como desejado. A situa¢do z,y < —1 com d(x,y) < 2 é andloga.

O segundo caso ocorre quando, dados z,y € X, d(x,y) > 2, e pode
acontecer se z,y > Ly z,y < —l; 2 > ley < —louzx < —ley > 1.
Considerando z,y > 1 (analogo para z,y < —1), € obtido que

1 1

d(Ti(z), Ti(y)) = |5z +1) = s+ )| =5lr -yl < S|z —y[+1=p(z —y|).

2 2
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Na sequéncia, suponhaque x > 1 ey < —1, e, com isso,

AT(@), 1) = |3+ 1) = 2= D] < ¢ eyl + 1= p(x—]).

A situacdo z < —1 e y > 1 € andloga e, assim, tem-se que 77 e 75 satisfazem

(4), como desejado.

No entanto, 7 apresenta dois pontos fixos, dados por —1 e 1, e 75 ndo possui
pontos fixos, pois se © > 1, tem-se T5(z) < —lesex < —1, Th(x) > 1. Os

graficos de 77 e T5 sdo apresentados na Figura 1 e 2, respectivamente. a

O exemplo a seguir satisfaz as condi¢des do Teorema 4, porém nao satisfaz
o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Neste exemplo serdo utilizados alguns
resultados cldssicos da Andlise Funcional, que serdo citados a seguir e podem ser

vistos em [3]. Considere os espagos 7, 1 < p < oo, das sequéncias de nimeros
z = (&) = (&, &, ...) tais que

00
Z ‘fl’p < o0,
=1

e, dados x = (§;) e y = (n;), elementos de ¢*, a métrica desse espago &

d(x,y) = (Z & — ml”) p :

Na pégina 35 de [3] é provado que /¥ € um espago completo e, na pagina 30
do mesmo, o Teorema 1.4 — 7 mostra que um subespaco fechado de um espaco

completo € completo.

Exemplo 3. Considere o espaco X = [0, 1] UN com a seguinte métrica

d(l’ )_ |:13—y|, ser,y € [071]7
Y r+y, sexouyé¢|0,1].

Nessas condig¢des, (X, d) é um espago métrico completo. Primeiramente, serd

demonstrado que X é isométrico ao subconjunto Y de ¢, em que Y consiste das
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T1 I) T2 LL’)
-y
/ - - \x
Figura 1: Grafico da funcdo 73. Figura 2: Grafico da funcdo 75.

sequéncias (z,0,0,0,0.....), se x € [0, 1] e das sequéncias com 7 na n—ésima
coordenada e zero nas outras coordenadas caso n € N\{1}. Para tal, considere a

funcio w : X — Y C ¢! dada por

(x,0,0,...), sex € [0, 1],
w(z) =
0,0,...,0,n,0,...), sex e X\[0,1].

Tem-se que, se z,y € [0, 1], entdo d(z,y) = |x — y|. Além disso, denotando-se
a i-ésima coordenada de w(z) por w;(x), segue-se que os respectivos elementos
em Y sdo w(z) = (z,0,0,...) ew(y) = (y,0,0,....) e

||w(z) Hl—ZIwz W) = lz—yl.

Caso z ndo pertenga a [0, 1] e n € N\{1}, entdo d(z,n) = x+n, e os respectivos
elementos em Y sdo w(z) = («,0,0,...) ew(n) = (0,0,0,...,n,0...) e

||w(z) ||1—Z|wz (n)| =z +n.

Para finalizar, caso ambos os elementos m,n ndo pertencam a [0, 1], en-
tdo d(m,n) = m + n, os respectivos elementos em Y sdo w(m) =
(0,0,0,...,0,m,0,...) e w(n) = (0,0,0,...,0,n,0...) e

o

[[w(m) —w(n)|l = fwi(m) —wi(n)| = m +n.

i=1
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Na sequéncia, sera demonstrado que Y é um subconjunto fechado de ¢*,
portanto completo. Seja (x,,) uma sequéncia convergente de Y e seja = o seu
limite. Serd demonstrado que = € Y, implicando que Y é fechado. Note
que, todo ponto da forma y,, = (0,0, ....,0,n,0, ...) é isolado, pois a distdncia
desse ponto a outro ponto de Y € maior ou igual a n. Portanto, uma sequéncia
convergente formada por esses pontos serd, a menos de uma quantidade finita de

termos, constante e convergird para o proprio y,,, como desejado.

Para o caso em que o limite da sequéncia seja do tipo z = (x1,0,0,0....),
a menos de subsequéncia, a sequéncia serd formada por pontos da forma z,, =
(21,,0,0,....). Como z, sdo valores reais contidos no intervalo [0, 1], tem-se
que x,, converge para x se, € somente se, x1, converge para z;. Com isso, como
[0,1] é um intervalo fechado de R, tem-se que z;, converge em [0, 1], o que

implica que v € Y e Y é fechado em /.

Considere a fungdo 7' : X — X, definida por

1
T(x) = x—§x2 , sex € [0,1],
x—1 , sex ¢]0,1].

(15)

Observe que 7" apresenta x = 0 como ponto fixo, e, além disso, 7'(x) < z, se =
¢ diferente de zero, visto que se subtrai algo positivo de x para todo z € X nao

nulo. Por consequéncia, o ponto fixo x = 0 € Unico.

Na sequéncia, defina a funcdo p : [0, 00) — [0, 00), dada por

1
t——=t* , setel0,1],
sty =d 173 0,1 (16)
t—1 , set>1.

A func¢do p € uma fungdo semicontinua superiormente a direita. De fato, para
to € [0,00)\{1}, p é continua a direita em t,, logo é semicontinua superiormente
a direita. Para o caso de ¢y = 1, para dado ¢ > ( basta tomar § = ¢, logo, para
todot € (1,1 +0), tem-se

1
p(t):t—1§1+5—1:e<§+e:p(1)—|—e,
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e p é semicontinua superiormente a direita em 1. Além disso, tem-se que p(t) < t
paratodo t € (0,00), 0 que pode ser visto através da lei de formagédo da fungdo

p, pois, parat € (0, 1], tem-se
L,
p(t) =t — =t < t,
2
e, parat € (1,00), obtem-se
p(t)=t—1<t,

como desejado. Para finalizar, basta mostrar que 7' satisfaz (4). De fato, se
x,y € [0, 1] e, sem perda de generalidade, x > y, tem-se que t = d(z,y) < 1.

Dessa forma,

d(T(x),T(y)) =

< t(l - %t) —o(8).

Caso z(ou ambos) ndo pertenga(m) ao intervalo [0, 1], tem-se d(z,y) > 1 e,

lembrando que 7'(y) < y,Vy € X, tem-se

d(T(x), T(y) <T(x)+T(y) <z —1+y=d(z,y)—1=pldxy)).

Portanto, o Teorema 4 ¢ aplicavel a T, que, como dito anteriormente, apre-

senta x = 0 como tnico ponto fixo.

Para finalizar, serd demonstrado que 7" ndo é uma contra¢gdo, ndo sendo
possivel aplicar o Teorema 1 a essa fung@o. De fato, suponha que 7T’ seja uma

contragdo, com constante k € [0, 1). Dado n > 1, tem-se

d(T(n), T(n+1)=2n—-1<k(2n+1)=kd(n,n+1).
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Reorganizando,

2n—1<k
2n+1 —

Tomando o limite de n tendendo a infinito, obtém-se que 1 < k, o que contradiz

a hipétese k < 1. Portanto, 7" nao é uma contragdo e o Teorema do Ponto Fixo

de Banach nio € aplicavel a 7. O
4 O Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata

Nesta secdo serd discutido o Teorema do Ponto Fixo obtido por Vittorino Pata,
apresentado em [7]. Convém observar que esse teorema se aplica a contracoes
fracas, uma hipdtese mais fraca que aquela apresentada pelo Teorema do Ponto
Fixo de Banach. Porém, como € de se esperar, mais condi¢cdes devem ser impostas

sobre a funcdo f, como serd visto a seguir.

Algumas definicdes devem ser realizadas antes de enunciar o Teorema do
Ponto Fixo de Vittorino Pata. Seja X um espaco métrico completo com métrica d.
Durante essa secdo, sempre que se referir a X, serd considerado que € um espaco

métrico completo com métrica d. Fixe zy € X arbitrario e defina a fungado
||z]| = d(x, x0), Vo € X. (17)

Convém observar que a funcio definida em (17) ndo representa, em geral, uma
norma, pois o espaco métrico X pode nao ser normado. Somente o caso em
que X seja um espago de Banach e xy = 0 que a fung@o ||.|| coincide com a
norma. Além disso, considere uma fungdo nao decrescente ¢ : [0, a] — [0, 00)
que satisfaga 1/(0) = 0 e seja continua no ponto 0 e crescente em uma vizinhanga

de zero. A partir disso, para todo o > 1, pode-se definir a sequéncia de fungdes
o\ o o
() = — - . 18
wn(@) (n) kz:;¢<k> (18)

Antes de enunciar o teorema principal deste trabalho, serd demonstrado que

essa sequéncia de fungdes € convergente.
Lema 6. A sequéncia de funcbes (w,(«)) tende a zero para todo o > 1.
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Demonstracdo: A demonstragdo serd dividida em dois casos: para v > 1 e
a = 1. Primeiramente, considere o« > 1. Analisando o n-ésimo termo da

sequéncia, tem-se que
o= () oo 0 5+ (3)]-

Como v é uma fungdo ndo decrescente, tem-se que Y (a) > ¢ (%) > >

a . - ‘o
W (—) . Com isso, podemos limitar o n-ésimo termo de (w,(«)) da forma
n

Ie% (67

ne) = (2) ot = (

(67

n nafl

) vl

Observe que, como o — 1 > 0, segue-se que n*~* tende a infinito quando n tende

a infinito e, por consequéncia, (w,(«)) tende a zero, como desejado.

Considere agora o caso em que o = 1. O n-ésimo termo da sequéncia é

won(1) = % [1/1(1) v G) bt <%)] |

. € .
Como v se anula continuamente no ponto zero, tem-se que, dado 5 > (), existe

N 1 .
no € N tal que n > ny implica que ¥ (—) < —. Desta maneira, tomando
n

€
2
n > ng, tem-se

= s ()o@ s () e )

1 €
< éo[now(l) ;‘_(”no—eno)ﬁ]

Tomando n tendendo a infinito, tem-se, pela expressao anterior, que o primeiro

€
termo tende a zero e o segundo a 5 e, desta forma,

wp(l) <
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Portanto, para todo o > 1, a sequéncia de fungdes (w,,(«)) tende a zero para

n suficientemente grande, como desejado. O
A partir disso, pode-se enunciar o principal resultado deste trabalho.

Teorema 7. (Teorema do Ponto Fixo de Vittorino Pata) Considere A > 0, o >
1e0 < B < « constantes. Seja f : X — X uma funcdo que satisfaca a
desigualdade

d(f(2). f(y)) < (L= e)d(z,y) + Ae™b(e)[L + [l2]| + |y[),  (19)

para todo € € [0,1] e para todo x,y € X. Entdo f possui somente um vinico
ponto fixo ., = f(x.). Além disso, considerando a n-ésima composta f o f...f o
f=f" tem-se que

(@, f"(20)) < Cwn(a), (20)
para uma constante positiva C < A(1 + 4||z.]])°.

Observacao 3. Fixar x( ndo é uma restri¢cdo nas condicdes do Teorema, pois

basta adaptar / de acordo com o x definido.

Observacao 4. Note que f é uma contracdo fraca. De fato, a equagdo (19)
¢ vdlida para todo ¢ € [0, 1] e, em particular, para ¢ = 0, quando tem-se

d(f(x), f(y)) < d(z,y).

Como a demonstragdo do teorema € extensa, a mesma serd dividida em
diversos resultados. Inicialmente serd demonstrada a existéncia de um ponto fixo

e, posteriormente, sua unicidade.

4.0.1 Existéncia de Ponto Fixo z,

Considere as seguintes sequéncias (z,,) e (¢, ) dadas por

Ty = f(xnfl) - fn(wo) € Cp = Han?

com ||.|| definida em xy conforme (17).

Primeiramente, serdo demonstrados alguns lemas para depois se provar a

existéncia de um ponto fixo.
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Lema 8. A sequéncia (c,,) é limitada.

Demonstracd@o: Como f é uma contracio fraca, segue-se que

d(w2, 1) = d(f(21), f(20)) < d(z1,70),
e, procedendo recursivamente,

d(xpi1, ) < d(zp, xp1) < ... < d(z1,20) = 1.

Utilizando-se da desigualdade anterior, da desigualdade triangular e lem-
brando que, por defini¢do, d(x, 1, 1) = d(f(x,), f(x0)), tem-se
Cn = d<xn7 Io) d(mn+17 xn) + d(anrl: l'())
d(zpi1, xn) + d(Tps1, 1) + d(x1, 20)
cr +d(f(zn), f(x0)) + 1 = d(f(wn), f(20)) + 2¢1.

IA A IA

Juntando esse resultado com a equacdo (19), obtem-se

en = d(Tn, o) < d(f(wn), f(20)) +2¢1
< (1= )d(n, o) + Ae™P(e)[1 + |||l + llzol )7 + 2¢4
= (1 —€)ep + A®P(e)[1 + ¢]° + 2¢4
< (1= €)cp + Ae*P(e)[1 + ¢ + 1]® + 2¢1.

Considere a desigualdade
(z+y)" <27(|z" + [y]"), 21

que é vélida para todo =, y, p > 0. Utilizando-acomx =1+ ¢,y =c,ep = [,

€ obtido que

(1—e€)c, + /16“1[)(6)25“1 + 01|B + |cn|'3) + 2¢4
(1 =€)y + A (€)2°¢8 + Ae*(€)2°(1 + ¢1)? + 2¢;.
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28
P
n
2c;. Note que tanto a quanto b sdo ndo negativos, pois sdo produtos e somas de

Para simplificacdo de notagao, tome a = e b= AcP(e)2°(1 4 ¢,)" +

termos ndo negativos. Reescrevendo a equacgdo anterior, tem-se
cn < (1 —€)cy, + ae*P(e)cy + b,
que também pode ser reescrita da forma

ecy, < ae®P(€)cy +b.

Suponha agora, por contradi¢do, que (¢, ) ndo seja limitada e, por isso, que

exista uma subsequéncia (c,,) que tenda a infinito, com ¢,, > 1 + b, Vn; € N.
1+

Tomando ¢; = para cada n;, de forma que ¢; < 1, tem-se que

uz

1+0 1+0\"
( - )Cniga( i ) ¢(€i)02i+b,

Cn, Cn,

(3 (3

o que € equivalente a
1 <a(l+0b)Y(e).

Como (cy,) tende a infinito, obtém-se que (¢;) tende a zero e, por consequén-
cia, (1(¢;)) tende a zero. Tomando o limite, chega-se a desigualdade 1 < 0,

contradi¢@o. Portanto, a sequéncia (c,,) é limitada. O

Para demonstrar o Lema 10, precisa-se antes do seguinte resultado.

Lema 9. Seja « > 1 e n € N Entdo vale a desigualdade

o
n «
I <
(n + 1) n—+1
Demonstragdo: Para comecar, considere a = 1. Nesse caso, tem-se a igualdade,

1 n 1_n+1—n_ 1 o «a
n+l)  n+1l  n+l n+1
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Suponha agora o > 1. Para esse caso, considere a fungdo auxiliar

1 \“ a
f(x)zl—(l—x+1) BEESY

Primeiramente, serd mostrado que a derivada de f é sempre positiva para z > 0,

i.e., f é crescente nesse intervalo. De fato, derivando f, obtem-se

fl(z) = —a<1— ! )a_l( L, _«©

1+x)2 (142)?

= (ke ]

a 7z . ’ ., .
Como o termo GENSY € sempre negativo, tem-se que f’ (a:) € posit1vo se
T

1 a—1
(1— ) < 1.
1+=z

Como a relagdo anterior € valida para todo = > 0, conclui-se que f € uma

funcdo crescente em [0, 00). Calculando f(0) e o limite de f quando x — oo,
tem-se
f(0)=1—a<0elim f(z)=0.

T—r00

Dessa forma, f € uma funcdo crescente variando de 1 — o a 0 quando
x € [0,00). Comisso, f(z) <0e

1 @ a
1—(1-— — < 0.
r+1 r+1

Reorganizando os termos, tirando o minimo dentro do parénteses e restringindo

a equacao aos naturais, obtém-se

n \“ a
- < ,
<n+1) “n+1

como desejado. a
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Lema 10. Para todo m,n € N, vale a desigualdade
d($n+m7 xn) S Cwn(a)a

em que

C = Asup[l + 2¢,)°. (22)

neN

Demonstracdo: Fixado m, defina a sequéncia
Pn = nad(mn—&—ma xn)
A partir da Equacdo (19), segue-se que

Pn+1 = (TL + 1)ad(f<xn+m>7 f(l'n))
< (n4+ 1)1 — e)d(Tpnam, Tn)+ (23)
+ (04 1) A P(E)[L + ||zl | + [[aal]]”.

O Lema 8 estabelece que (c,) é limitada superiormente e, portanto, tal

sequéncia possui supremo. Desta forma, como ¢, = ||z,|| e § > 0, tem-se

[+ [[Zmpnl] + [J2al]7 < sup[l + ¢, + ¢,)” = sup[1 + 2¢,)°.
neN neN

Aplicando essa desigualdade na equacdo (23), obtém-se

D1 < (n+ D)1 — €)d(xpim, Tn) + (n 4+ 1)*Ce“th(e).

n

(e}
Tome, paratodon € N, e = 1 — ( n 1) . Substituindo € na relacdo anterior,
n

tem-se

Pot1 < (n+1>°“<n+1>ad(a:n+m,xn)+
s weref- ()T o (- ()
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Pelo Lema 9, sabe-se que a seguinte relagdo € valida:

n \“ a
e=1-— < .
(n—l—l) n+1

Utilizando-se dessa desigualdade, simplificando alguns termos da expressao e

notando que o > 1 e v ndo decrescente, tem-se

Pri1 < (n+1)° (n Z 1) A( Ly, Tn) + (n+1)7C (nLH) 4 (nil) '

Simplificando os termos (n + 1)* presentes no numerador e denominador

(e
n < ad n+m,4n Ca .
Pnt1 < nd(Tptm, Tn) + @¢(n+1)

Note que p,, = n“d(xy1m, Tn) €, desta forma,

«
el < pn + Ca® .
Pnt1 S P (8 (n T 1)
Como py = 0, segue-se que

p1 < Ca™y (%)

e, em sequéncia,

oo (§) <ot o(3) v (3)]

Procedendo recursivamente, tem-se que

“ «
Pn = nad<xn+m7xn) <Ca” qub </€ T 1) :
k=1

Para finalizar, dividindo ambos os lados por n“, obtém-se

i <0 (2) S0 (127 20 (0) S (2) = e
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como desejado. a

A partir desses resultados, serd demonstrada a existéncia de um ponto fixo x,
desde que f satisfaca as condi¢cdes do Teorema 7. Além disso, serd demonstrada
a condicio d(z,, f"(xy)) < Cwy,(a), com C < A(1 + 4)|z.|])".

O Lema 10 mostra que (z,,) é, em particular, uma sequéncia de Cauchy, pois,
como demonstrado no Lema 6, (w,(«)) tende a zero quando n tende a infinito.

Como o espaco X é completo, existe x, € X tal que lim z,, = z,. Utilizando-se
n—oo

da desigualdade do Lema 10, segue-se que

d(xs, f(n_1)) = d(x4, ) = Hm d(Tpan, v,) < Cw,(a).

m—ro0

Devido a f ser uma contragao fraca, logo continua, pode-se fazer n tender a

infinito, obtendo-se

lim d(x,, f(x,—1)) = d (x*,f (T}Lngoxn_O) =d(z,, f(z.))

n—oo
< lim Cw,(a) =0

n—o0

e, portanto, obtém-se um ponto fixo z, = f(x,). Além disso, convém observar
que
d (Ts, f (Tn-1)) = d (s, f" (20)) < Coon (),

o que satisfaz a equagdo (20) do Teorema, restando apenas mostrar que
C < A(1+4|z.|])".
Para isso, visto que x, é um ponto fixo de f, é obtido que
(e, wn) = d(f(2.), f(2n1)) < d(we, 200) < o0 < (@, 20) = |2,
e, por consequéncia,

cn = d(Tn, 7o) < d(2p, 7o) + d(T4, 7o) < 2[|24]].
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Substituindo essa relacdo em C', que foi definido em (22), segue-se que

C = sup A(1+2¢,)° < A(1 + 4||.|]),
neN

como desejado. O

4.0.2 Unicidade do Ponto Fixo =,

Para demonstrar a unicidade, supde-se que existam dois pontos fixos x,y €

X. A equacdo (19) pode ser reescrita da forma

d(f(x), f(y)) < (1= €e)d(z,y) + Keyp(e), (24)

com K = Ae“ 1 + ||z|| + ||y|[]’ > 0. Como z e y sio pontos fixos, tem-se
que d(f(z), f(y)) = d(z,y) e substituindo na relagdo (24), é obtido que

ed(z,y) < eKi(e),
com € € [0, 1]. Para valores de ¢ diferentes de zero, tem-se

d(z,y) < Ky(e),

e pode-se tomar e tendendo a zero a direita nessa expressao. Pela continuidade de
1 em zero com (0) = 0, conclui-se que d(z,y) = 0, ou seja, x = y. Portanto,

o ponto fixo € unico e o Teorema 7 estd demonstrado. O

Corolario 11. Se v(¢) = € para algum v > 0, tomando ) = o + ~, a taxa de

convergéncia de (20) torna-se

Cv?

9—1"

A, f*(20)) < (25)

S

Demonstragdo: Considere v = o+ v, « > 1 e ¢(e) = €. Claramente, a
relacdo (19) € vdlida com o« = ¥} — . Trocando +y por v arbitrariamente pequeno,
tem-se ¥ — v > 1 — v e a desigualdade (19) também € valida com o = v — v.

Substituindo essas condi¢des em (18), segue-se que
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_ @_1ﬁ[1k1 1

1
= F*?*m*ﬁ}

1 1 )
Como = 1 > — para todo n > 1, pode-se majorar o termo em colchetes
n

por n. Além disso, observando que 1 <

,se 0 < v <1, tem-se

W-v'n_@W-v)'_ @-v’" _ @-»’ ,
wn (¥ —v) < | = (1—v)n?—v-1  (1-— V)nﬁfln '

Substituindo essa informac¢ao em (20), obtem-se

n (19 - V)ﬁ v
(s, f"(x0)) < Cwn(¥ —v) < Cmn ,
e, tomando v tendendo a zero, segue-se

CyY
9—1’

d(ZL‘*7 fn(xO)) S

S

como desejado. a

4.1 Comparacao do Teorema com Outros Resultados Conhecidos

Nesta se¢do, o Teorema de Vittorino Pata serd comparado a outros resultados

da Teoria de Pontos Fixos.

4.1.1 Comparacio com o Teorema do Ponto Fixo de Banach

O Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 1) tem por hipétese que

f X — X € definida no espago métrico completo e que

d(f(z), f(y)) < Ad(z,y),
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para 0 < A < 1. Desta forma, considerando A\ = 1 — € em (19), obtém-se
que se as hipéteses do Teorema do Ponto Fixo de Banach forem vélidas, as
condi¢des do Teorema 7 também serdo satisfeitas, fazendo com que o Teorema 7
seja mais geral que o Teorema do Ponto Fixo de Banach. No final desta secdo
serd apresentado um exemplo que satisfaz o Teorema do Ponto Fixo de Vittorino

Pata e ndo satisfaz o Teorema do Ponto Fixo de Banach.

4.1.2 Comparacao com o Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong

Nessa secao, serd apresentada uma versdo do Teorema do Ponto Fixo de
Boyd-Wong (Teorema 4), na qual p é continua e define-se em (0, c0), que sera
utilizada na comparacdo com o Teorema 7.

Teorema 12. (Teorema do Ponto Fixo de Boyd-Wong) Considere X um espaco
métrico completo e f : X — X. Seja p : (0,00) — [0, 00| uma fungdo continua

satisfazendo a desigualdade p(r) < r para todo r > 0. Se

d(f(x), f(y)) < pld(z,y)) (26)

para todo v,y € X, x # vy, entdo f possui um tinico ponto fixo x, e
d(x., f"(x)) — 0 para todo x € X.
Observacao 5. Pode-se redefinir p(r) como sup p(s) e, desta forma, assumir p
s<r
uma fun¢do nao decrescente.
Antes de relacionar os Teoremas de Vittorino Pata e Boyd-Wong, sera de-

monstrado o seguinte lema.

Lema 13. A funcdo 1 : [0,1] — R, definida por

0, ser =0,
plr) = rmin f(x), ser #0, 27)
z€[r,1]
em que f(z) =1— plz) com p : (0,00) — [0, 00) atendendo as condigdes do
x

Teorema 12, é crescente, positiva, continua e satisfaz

pu(r) <1-— @,‘v’r € (0,1].
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Demonstracdo: Para simplificar a notagdo, serdo definidas as fungdes &, ¢ :
(0,1] — R, com as seguintes leis de formagdo: {(r) = r e (1) = min,cp.11f(2).
Sabe-se que £ € uma funcdo continua e crescente e, na sequéncia, serd demons-

trado que ( também € continua.

Pode-se estabelecer algumas afirmagdes que, uma vez provadas, garantem o

resultado do lema.

Afirmacao 1. A fungdo ( é continua.

Pelas hipéteses do Teorema 12, f(x) é continua no intervalo (0, 1], pois
€ constituida por uma soma e um quociente, com denominador estritamente
positivo, de fung¢des continuas nesse dominio. A partir disso, fixado zy € (0, 1] e
dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

vy € (0,1, ]y — x| <0 = [f(y) = fzo)| <€

Com isso, dado z € (0, 1], suponha, sem perda de generalidade, que z > x

(o outro caso € andlogo), e tem-se que
‘C (950) - C (Z)| = ’minxe[xo,l}f(m) - minxe[z,l]f(x)}'

Além disso, considere z de forma que |z — xy| < J, o que implica que
|f(2) — f(zo)| < €. Existem duas possibilidades para min,c,,11f(x): ou tal
valor se encontra no intervalo [z, 1] ou em [z, 2]. Para o primeiro caso, tem-se
que

¢ (o) — ¢ (2)] = |mingeps 1) f(2) — mingep 1) f(2)] =0 <,

e ¢ é continua em xy. Para o segundo caso, observe primeiramente que ¢ nao é
decrescente. De fato, dados 1, x5 € (0, 1] tal que 21 < z3, entdo [xo, 1] C [x1, 1]
€, por Consequéncia, minaze[:vhl}f(x) < minze[xz,l]f(x)a isto é’ C(xl) < C(l’g)

Dessa forma, pode-se obter que

Vry € [2,1] = f(x1) > ((20) = minme[xo,l]f<x)7
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e concluir

Mingeeo1)f () — Mingep ) f()| = mingep 1 f(2) — mingep, 4 f(2)

< f(z) = minxe[wovz]f(:c) < €.

A ultima passagem é vdlida, pois Vy € [z, z], incluindo o valor em que f atinge o
minimo nesse intervalo, tem-se que |y — z| < J, o que implica | f(y) — f(2)] <€

pela continuidade de f. Logo, ¢ é continua.

Afirmacao 2. A funcdo i é crescente e positiva.

Como dito anteriormente, ( € uma func@o nao decrescente e £ € crescente
em (0,1]. Dessa forma, dados ri,r € (0, 1], com r; < 19, tem-se ((r;) <
((r2) e £(r1) < &(r2), o que implica pu(r1) = &(r1).C(r1) < &§(r2).C(r2) =
w(rs). Na sequéncia, basta mostrar que p € positiva para r # 0, obtendo-se a
monotonicidade da mesma em [0, 1]. Com efeito, observe que, uma consequéncia
imediata de 0 < p(z) < z, para todo = € (0,1], é que f(z) é positiva nesse
intervalo, o que implica na positividade de ( no mesmo. Como & € positiva para
r # 0, conclui-se que i € o produto de termos positivos para todo r € (0, 1],

sendo, portanto, positiva nesse intervalo.

Afirmacao 3. A funcdo ji é continua.

Como visto anteriormente, ¢ e £ sdo continuas em (0, 1] e, por consequéncia,
w também € continua em (0, 1], por ser o produto destas duas funcdes. Logo,

basta verificar a continuidade no ponto r = 0.

Como as fungdes positivas p e id(x) sdo tais que p(x) < x no intervalo (0, 1],

obtém-se que o quociente entre elas € limitado

p(z)

0< —= < 1.
xXr

Multiplicando-se a dltima expressdo por -1 e somando 1 em ambas as desigual-

dades € obtido

O<f(x):1—@<1.

Como esse resultado foi obtido para todo ponto do intervalo (0, 1], o mesmo ¢é
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vélido para (, pois cada valor obtido para ¢ € o minimo de f em um subintervalo
de (0,1]. Logo, ¢ € limitada em (0, 1]. Além disso, sabendo que £(r) tende a

zero se r tende a zero, pode-se tomar o limite de ;2 com 7 tendendo a zero

lim yu(r) = lim (r)¢(r) = 0 = u(0),
r—0 r—0
obtendo-se o resultado desejado.

Afirmacdo 4. u(r) < f(r) paratodo r € (0, 1].

Para mostrar a desigualdade, basta observar que o minimo de uma fungao
continua em um intervalo compacto é o menor valor atingido por essa fung¢ao
nesse intervalo. Dessa forma, para 0 < r < 1, € obtido que

p(r)

plr) = r¢r) < ¢(r) = mingepy f(2) < f(r) =1- ==,

como desejado. O

Observa-se que, mesmo fazendo uma extensdo (continua ou nio) de f para o

intervalo fechado [0,1], o resultado anterior permanece vélido.

Teorema 14. Se X for um espaco limitado, os Teoremas 7 e 12 sdo equivalentes.

Demonstragdo: Para simplificar, suponha que diam(X) < 1. Convém notar
que ndo hd perda de generalidade nesta consideracdo, o que € explicado na

Observacdo 7, pagina 46 de [6].

Primeiramente, serd demonstrado que o Teorema 7 implica no Teorema 12.
De fato, utilizando-se do didmetro de X, e redefinindo A como A = A3° >

A[L+ ||z|| + ||y||]?, da relagdo (19), segue-se que

d(f(x), f(y)) < (1= €)d(z, y) + A (e). (28)

Seja também ¢(r) = 1~ (vr), com v > 0 suficientemente pequeno, em que
€ definida na pagina 101. Note que ¢ € crescente, pois € a inversa de 1), que é

crescente na vizinhanga do zero. Além disso, tomando € = ¢(d(x,y)) na tdltima
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desigualdade, obtém-se

d(f(x), f(y)) < [1 = ¢(d(z,y))ld(z,y) + Alp(d(z, y))|*(d(d(x, y)))-

Considerando-se d(x,%) = r e substituindo ¢(r) = 1»~'(vr) na composigo

1 o ¢, a desigualdade é reescrita da forma

d(f(x), f(y)) < (1= ¢(r))r+ Alp(r)]vr.

A partir do termo a direita da ultima desigualdade, define-se a fungdo p para
r € (0, 1] (para tais valores pode-se definir tal p devido ao didmetro de X). Com

18s0, define-se

p(r) =r—ro(r)[1 —vA[p(r)*]. (29)

Porém, por hipétese, sabe-se que ) € continua somente em uma vizinhanga
de 0 e, desta forma, algumas observacdes devem ser feitas para que p satisfaca as

condi¢des do Teorema 12. Sdo elas:

* Qual escolha de v garante a continuidade de p?
* Qual escolha de v garante que p(r) € positiva?

* Qual escolha de v garante a condi¢@o p(r) < r?

Para satisfazer essas condicoes, serdo definidos valores de v;, 2 = 1, 2, 3, de
modo que o minimo entre eles fagca com que as trés questdes sejam respondidas
de modo satisfatorio. Primeiramente, considere v; > 0 suficientemente pequeno
de forma que a fungio crescente 1)~ ' seja continua em [0, ;). Tal escolha de v,

garante a continuidade de p para todo r € (0, 1].

Para a terceira situagdo, observe que, como r e ¢(r) sdo positivos, é suficiente
que o termo 1 — vA[¢(r)]* " seja positivo para obter p(r) < r. A partir dessa

informacao, precisa-se obter 5 tal que

1 — mA[p(r)]** >0,
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e isolando 1, segue-se que

Como se deseja que v satisfaca a condi¢@o para todo r € (0, 1], pode-se conside-
rar o maior valor de ¢(r) na expressdo anterior. Devido a ¢ ser crescente, esse

valor € obtido em r = 1. Com isso, pode-se definir v > 0 por

Além disso, como serd visto a seguir, para haver a positividade de p, respon-
dendo a segunda pergunta, deve-se tomar v suficientemente pequeno de forma
que ¢(1) < 1, isto é,

) =y (v) = ¢(1) < 1.

Seja v3 > 0 um valor que satisfaca essa condig@o. Tal valor sempre existira,
pois ¢(0) = 0 e ¢ é continua ao menos em uma vizinhanga da origem. Desta
forma, tome v = min{vy, 15, v3}. Com isso, serd demonstrado que este v é

suficiente para que p atenda as condi¢gdes necessdrias.

Para garantir a continuidade de p, basta notar que 0 < v < vy. Logo
1~ é continua em [0, 7], o que faz com que p seja continua em (0, 1]. Para a
condi¢d@o de p ser positiva, note que, por ¢ ser crescente, tem-se, ¢(r) < ¢(1)
para todo r € (0,1]. Multiplicando essa desigualdade por —r, segue-se que
—r¢(r) > —r¢(1). Substituindo tal desigualdade em (29), tem-se que

p(r) =1 —1¢(r) +ro(r)vAlg(r)]*~ >r —ré(r) = r[l - ¢(1)].

Como v < v3, tem-se que ¢(1) < 1 e, portanto, 1 — ¢(1) > 0. Como 7 também
€ positivo, obtém-se p(r) > 0 para todo r € (0, 1].

Afirmacdo 5. Com a escolha de v, a condi¢do p(r) <, r € (0,1], também é

satisfeita.
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De fato, tem-se
p(r) =1 —rd(r) + vAp(r)*r < r —ro(r) + 1aA[o(r)]"r.

Além disso, por ¢ ser crescente, tem-se que ¢(r) < ¢(1) e, por a — 1 > 0,
a—1
segue-se que [¢(r)]*1 < [p(1)]*7Y, ou seja, [%] < 1. A partir disso,

substituindo o valor de v,

pr) € 7= r0(r) + g Al
o(r) Tlo(r]]"
< r-ron e 2S5
< r— T’M
- 2
_ ¢(r)
%)
Para finalizar, note que o termo {1 — @} ¢ menor que 1, pois 0 < ¢(r) <

¢(1) < 1, sendo a dltima desigualdade vdlida, visto que v < v3 e v foi tomado

de modo a garantir ¢(1) < 1. Utilizando tal fato e a dltima relagdo, é obtido que

p(r)gr{l—@} <r-l=r.

Logo, a fungéo p obtida satisfaz as condi¢des do Teorema 12 para r € (0, 1].
Porém, no Teorema, a fungao p é definida para (0, c0). Desta forma, a funcéo

pode ser estendida, com a mesma notacdo de p, da seguinte forma para r > 1

o) = { r—ro(r)[1 — vAlg(r)]*Y], se0<r <1,
L= (ML —vAp)" ], ser>1,

o0 que define uma fungéo continua para todo r € (0, 00) e constante para r > 1.
Além disso, p(r) > 0 parar > 1, pois

p(r) = 1= 6(1) + vARB(D]* > 1 = ¢(1) > 0.
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Para finalizar, basta mostrar que p(r) < r parar > 1, o que acontece pois

plr) = 1= 91 =AD" £ 1= 6(1) |1 = 5 g A
5(1)

< 1l—-—=<1l<r.
< 5 r

Portanto, o Teorema 7 implica no Teorema 12.

Para a reciproca, considere que a relacdo (26) seja valida nas condi¢des
do Teorema 12. Como demonstrado no Lema 13 € possivel obter a funcao p,

definida em (27), continua, positiva e crescente tal que

pu(r) <1-— @,T € (0,1].

A partir disso, considere z,y € X com d(x,y) = r € (0, 1], o que abrange todos
os pontos de X devido a diam(X) < 1. A partir de (26) e da fungao u, tem-se

d(f(z), f(y) <plr) <r—rup(r) <r.

Dado € € [0, 1], existem duas op¢des possiveis: fi(r) > € ou u(r) < e. Parao

primeiro caso, tem-se que

d(f(x), f(y) <r—rp(r) < (1 —er,

0 que satisfaz a equacgdo (28). Para o segundo caso, como u € crescente, é
possivel obter sua inversa ;1. Aplicando-a a desigualdade ;(r) < e, é obtido

que r < p'(€) e, com isso,

d(f(z), f(y)) <rfer < (1—e)r+eut(r).

Por consequéncia, define-se ¢ : [0, ] — [0, c0) da forma

1, caso contréario,

Md:{u“@% se e < pu(1)

obtendo-se uma func¢do nao decrescente, que se anula com continuidade no
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zero. Como f : [0,1] — [0, 1] é crescente, o seu valor maximo € ;(1). Como
¢ necessdrio definir ¢ em [0, o], é realizada a extensdo constante, visto que
Y(p(1)) = pH(u(1)) = 1. Além disso, tomando A = 1, é possivel obter a
equacao (28) da forma

d(f(x), f(y)) < (L= €e)r + ley(e).

Portanto, o Teorema 12 também implica no Teorema 7, como desejado. a

Observacao 6. Os resultados obtidos abordam a equivaléncia em relacdo a
existéncia e a unicidade do ponto fixo em cada teorema e ndao em relagdo a taxa

de convergéncia de cada um deles.

Outro fato importante é que nao ha perda de generalidade em se tomar X
limitado na demonstracdo de que o Teorema 7 implica no Teorema 12, ou seja,
essa implicacdo € valida para todo espaco métrico completo, limitado ou ndo, o

que serd apresentado no resultado a seguir.

Corolario 15. Se X ndo for um espaco limitado, o Teorema 7 implica no Teorema
12.

Demonstragdo: De fato, tome z € X arbitrario tal que f(z) # z. Com isso,
defina r = d(f(z), z) e considere a seguinte bola B(x,r) = {£ € X/d(z,§) <
r}. Pela equagdo (26), segue que

d(f"(2), f" (=) = d(f(f"(2)), F(f"(2)))
< p(d(f" (=), f1(R))) < pP(Af T (2), S (R))),

e procedendo recursivamente
d(f"(2), f" (=) < p"(d(f(2),2)) = p"(r).

Pode-se obter uma sequéncia decrescente e limitada, isto €, convergente, a

partir de sucessivas composi¢des de p, pois

0<p™(r)=p(p"(r) <p"H(r) <p"2(r) < o < p(r) <
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Desta forma, pela convergéncia da sequéncia e pela continuidade de p, pode-se

obter

o = Tim g™ (r) = lim p(p"(r)) = p ( lim p"(r)) = p(0),

n—o0 n—oo n—o0

ou seja, o é ponto fixo de p. Porém, como 0 < p(r) < r para todo r, tem-se
pelo Teorema do Confronto que o tinico ponto fixo de p ocorre em r = 0. Desta

forma, o = 0 e tem-se que
d(f"(2), f"71(2)) < p"(d(f(2), 2)) = p"(r) = 0.

Visto que a func¢do p € ndo decrescente, como apresentado na Observagao
5, defina 79 = f"(2) e, como d(f"(z), f"*(z)) = 0e 1 — p(1) > 0, pode-se

tomar n suficientemente grande tal que

d(f (o), w0) = d(f(f"(2)), [*(2)) = d(f""(2), f*(2)) < 1= p(1).  (30)

Afirmacao 6. A desigualdade (30) implica que f(B(x¢,1)) C B(f(x0),p(1)) C
B(ZL’O, 1)

De fato, primeiramente serd demonstrado que f(B(xq, 1)) C B(f(xo), p(1)).
Dado y € f(B(xg,1)), existe € B(xo, 1) tal que y = f(x). Para tal z, vale
d(x, ) < 1. Juntando essa informacdo a hipétese (26) do Teorema do Ponto

Fixo de Boyd-Wong, tem-se

d(y, f(xo)) = d(f(2), f(20)) < pld(x, z0)) < p(1) = y € B(f(x0), (1)),

em que utilizou-se o fato de p ser ndo decrescente. Portanto, f(B(xg, 1)) C
B(f(wo), p(1)).

Resta ver que B(f(zo),p(1)) C B(xo,1). Dado x € B(f(x¢),p(1)), tem-
se que d(z, f(xg)) < p(1). Utilizando a desigualdade triangular e o fato de
d(f(x0),z0) <1 — p(1), segue-se que

d(z,z) < d(z, f(zo))+d(xo, f(z0)) < p(1)+1=p(1) =1 = z € B(xo, 1).
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Logo, B(f(xg),p(1)) C B(xg,1).

A partir destes resultados, pode-se concluir que, tomando z € X arbitrario,
pode-se montar a sequéncia convergente (f"(z)). Desta forma, para n suficien-
temente grande, pode-se obter um ponto zg tal que f(B(zg,1)) C B(xo,1), ou
seja, € possivel tratar X como um espaco limitado, como foi feito no Teorema 14.
Resumidamente, pode-se substituir todo o espago X pela bola unitdria B(zg, 1).
O

Observacao 7. Na proxima secdo, serd apresentado um espaco ilimitado no qual
se define uma fungdo para a qual a existéncia de ponto fixo pode ser garantida
pelo Teorema 7 mas ndo pelo Teorema 12. Isso ocorre pois o Teorema 12,
em certas situacoes, pode ndo conseguir lidar com a ocorréncia simultanea de

d(z,y) < 1e||lz|| + ||y|| > 1 para dois pontos x, y do espago métrico.

4.2 Exemplo

Para finalizar esta se¢ao, serd exibida uma fun¢do que nio satisfaz as condi-
coes suficientes dos Teoremas do Ponto Fixo de Banach e de Boyd-Wong, mas
satisfaz as condi¢Oes suficientes do Teorema 7. Primeiramente, serdo apresenta-
dos alguns lemas, quase todos envolvendo apenas conceitos de cdlculo. De posse

de tais lemas, serd possivel estabelecer o exemplo pretendido.

Lema 16. A funcdo F : [1,00) x (0,00) — R, dada por
Fz,r) =2V +r—Va] —4[Vz +r—Vz], 31)

€ positiva para todo x > 1 er > 0.
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Demonstragdo: De fato, rearranjando F'(z, ) é obtido que

F(z,r) (Vz+r—z] —4[Vz+r— z]
[\/x+r—2\4/a:+r] — 2 [V — 2v/x]
[

Ve+r—1]"—2-2[Vz - 24]

(Ve tr—1]"—2[vz—-1]?
{[Wotr -1 - [z -1)*)
(Ve+r—1+yr—1)(Va+r—1— vz +1)
(Ve+r—1+Vz—1)(Vo+r—z).

Note que, como z > 1 e r > 0, tem-se um valor positivo no primeiro parénteses,
pois é a soma de um termo positivo (v/x + 7 — 1) com um termo ndo negativo
(v/x — 1). No segundo parénteses também hd um valor positivo, pois, devido a

r>1ler >0, tem-se

Vo +r> Y.

Portanto, F'(x,r) é o produto de trés fatores positivos, ou seja, € positiva. a

Lema 17. A desigualdade

2

4(6/@—1)g2(m_1)—y— (32)

42+vy)

(SIS

é vdlida para todo y > 0.

Demonstragdo: Para comegar, defina a fungdo h : [0,00) — R

Y
h(y) =+/1+y—1— ————.
V8(2+y)
A partir da fun¢do “Nminimize" do software “Wolfram Mathematica," foi obtido
que o ponto de minimo global de / é o ponto y = 0, no qual h(y) = 0. Portanto,
h(y) > 0. Restringindo a fun¢@o para o dominio (0, c0), h continua ndo negativa,

e pode-se obter a expressao

Vty—-1-—2——>0
V8 (24 1)1
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Reorganizando os termos, € obtido que

Sry—1>—2L

\/§(2+y)%.

Note que os dois lados da expressdo sdo ndo negativos. Assim, € possivel

elevar os dois lados ao quadrado, obtendo

(M—l)Qz Y

8(2+y)%.

2

Além disso, multiplicando-se ambos os lados por -2 e reescrevendo um dos
termos /1 + y — 1 de forma conveniente, tem-se

2

2(YTHy—1) (~v/1+y+2-1) g—y—%.

42+ y)

Na sequéncia, reorganizando o lado direito, € obtido que

2

1(YTry-1) -2 (YVivy-1) (Vitg+1) < —— L

4(2 + y)%
e realizando o produto da soma pela diferenca, tem-se
2
4<\4/1+y—1) §2<\/1—|—y—1> S —

42 +y)?

como desejado. O

Lema 18. Para todo € € [0,1],r > 0 e x > 1, a seguinte desigualdade é vdlida

. 2
+ F(z,7) > F(z,7) — m >0,  (33)

Nj

—er + 62(295 +7)

N|w

em que F'(x,r) € definida em (31).

Demonstracdo: Para a primeira desigualdade, serd utilizado o quadrado da

Revista de Matemdtica da UFOP (2237-8103):  v.1 pp:124-130 2020 124



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2020

3
2

diferenca considerando a = 2¢(2z + )2 e b = r. A partir disso, é obtido que

0<(a— b>2 =a?—2ab+ b = 462(2x + 7“)3 — der(2x + 7’)% + 72,
Subtraindo ambos os lados por 7 e os dividindo por 4 (2z + 7“)%, obtém-se
2 3 r?
—er+e 2r+r)2 > ——-—,
4(2x +1r)2

e basta somar F'(z,r) em ambos os lados para obter a desigualdade desejada.

Para a segunda desigualdade de (33), serd utilizada a desigualdade (32), que

foi demonstrada no Lema 17. Como essa relacao estd definida para todo y > 0,

serd realizada a mudanca de varidvel y = r em (33). Isso é possivel poisr > 0 e
x

x > 1. Dessa forma, é obtido que

2
4(,4/1+f—1) g2(,/1+5—1)—r—3.
x x 122(2 + )3

Como = > 1, por consequéncia, Vo > 1. Consequentemente, pode-se

multiplicar somente o termo da direita por v/z sem afetar a desigualdade, obtendo

4@‘4“[2(@—1)‘@

Multiplicando ambos os lados por v/, tem-se

e reorganizando os termos e as raizes, é obtido que

[ NI

Y

N|wW

2

2 (VaFT—VE) 4 (Yot T — ) - ——— >0,

4(2x +r)
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ou seja,

T'2

Fz,r) = ——— =20,
4(2x +r)

Njw

como desejado. a

Ap0s esses resultados, pode-se trabalhar com o exemplo propriamente dito.

Exemplo 4. Considere a fungdo f : [1,00) — [1, 00) dada por
flx)==2+2 -2z + 4.

Essa func¢@o possui um dnico ponto fixo, dado por f(1) = 1. O grafico dessa
funcao € apresentado, em verde e linha continua, na Figura 3, em que o grafico
(a) apresenta a fungdo f em seu dominio e o gréfico (b) apresenta f em valores
préximos de seu ponto fixo. Para comparacio, foi adicionada a reta g(x) = z,

em vermelho e linha tracejada, nos dois graficos.

(a) (b)
Figura 3: Grifico da funcao f.

O comportamento de f pode ser melhor compreendido a partir da andlise de

sua derivada, dada por

R S
fl(x)=1 \/EjL{VF

O grifico da derivada é apresentado em verde e linha continua na Figura 4,
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juntamente com a fungdo constante i(z) = 1, em vermelho e linha tracejada,
para comparagdo. Observe que 0 < f’(z) < 1 para todo z € (1,00) e, desta
forma, f € uma funcdo crescente, mas que apresenta crescimento menor que o
da funcdo identidade. Portanto, as funcdes f e identidade ndo se interceptam

novamente, fazendo com que o ponto fixo de f seja Unico.

Figura 4: Gréfico da derivada de f.

Para os resultados seguintes, considere z > 1 e » > (. Realizando a
subtracdo de f(x + r) por f(x), tem-se

fla+r)—flx) = 24z+r—2Va+r+4ve+r—
- (242 -2Vr+4Vx)
- R(WEFT—VE) - A (Yr T - )]
= r—F(z,r),

em que F'(x,r) é definida em (31) € positiva como demonstrado no Lema 16.
Utilizando dessa equacdo, mostra-se que f ndo é contracdo, ou seja, ndo se pode
aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach a essa funcdo. Com efeito, suponha

que f seja contragdo e exista A € [0, 1) tal que, para todo z,y € [1, 00), tem-se

d(f(y), f(x) = |f(y) = f(z)] < Ay — 2| = Md(y, z).
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Considerando f(y) = f(z + ), segue-se que
[f(@+7) = f(@)] < Az +7 —a| = Alr],

e, observando que f € crescente e r > 0, pode-se retirar os médulos da equacgao

anterior. Além disso, substituindo f(z +r) — f(z) =r — F(x,r), tem-se
r—F(x,r) < Ar,
que pode ser reorganizada da forma

(1—=XNr < F(x,r).

Na sequéncia, tomando z tendendo a infinito, a fung¢do F'(x, r) tende a zero.
Desta forma, € obtido que
(1—=X)r <0,

1

e pode-se multiplicar por — em ambos os lados da desigualdade, pois » > 0.
T

Com isso,
(1-X)<0 = A>1,

contradi¢cdo. Portanto, f ndo é uma contracdo e o Teorema do Ponto Fixo de

Banach ndo pode ser aplicado a essa funcao.

Na sequéncia, serd demonstrado que f ndo possui uma fun¢do p como
definida no Teorema de Boyd-Wong. De fato, suponha que exista uma func¢ao p
como a definida no Teorema 12, tal que p(r) < r, ¥Vr € (0,00). Dessa forma,

segue-se que
r—Fa,r)=fle+r) = fl2) s ple+r—a)=plr) <m,
e tomando novamente x tendendo a infinito, é obtido que
r<p(r)<r,

contradi¢do. Portanto, ndo existe p tal que f satisfaca as condi¢des do Teorema do
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Ponto Fixo de Boyd-Wong. Note que, quando toma-se o limite de = tendendo ao
infinito, ocorre o que foi discutido na Observagdo 7, mostrando onde o Teorema
12 pode falhar.

Porém, serd visto que f satisfaz as condi¢des do Teorema 7. Utilizando da

desigualdade (33), demonstrada no Lema 18, obtém-se
—F(x,r) < —er + (27 + r)%,
e segue-se que

|f(x+r)—f(x)| =r—F(x,r) < ’I“—ET’—FEQ(Q[E—{-’I“)% < r(l—e)+e2(142z+7)2,

nlw

0 que pode ser reescrito da forma

e t+r) — f@)] < 71— )+ eFed (Lt o+l + |23,

. . . 3
A dltima relagdo satisfaz as condi¢des de (19) com 2y = 0, 8 = 5 &=
3 .
2 A=1e(e) = e2 sendo 1 uma fungao crescente com continuidade no zero.

Desta forma, pode-se aplicar o Teorema 7 a fungdo f para garantir a existéncia

de um tnico ponto fixo que, por inspec¢do, ja foi apresentado ser z = 1.

. 1., ) .~ 4.
Além disso, note que, como (€) = €2, ja se obtém a condi¢do do Coroldrio

11, com ¢ = 2. Com efeito, substituindo na equacdo (25), tem-se

" 22C 4C
d(@s, f*(20)) < =1 (34)
o NPT 1
e a estimativa da taxa de convergéncia obtida € da ordem de —. O

n
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