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Resumo

Os acordes musicais sdo elementos da musica que formam a base de todos os arranjos e
composi¢cdes musicais. Em uma orquestra, por exemplo, alguns instrumentos (como flauta,
violino solo, trompete) reproduzem frases compostas por uma sequéncia de notas musicais,
enquanto que outros (piano, conjunto de instrumentos de cordas) reproduzem notas simultaneas
que se combinam entre si, formando assim a base harmonica da musica. O papel desta base é
preencher os espacos de tempo e fazer uma conexdo com os instrumentos solos, ou o vocal. O
objetivo deste trabalho € converter estes elementos musicais em elementos matematicos, para
que possamos enxerga-los em uma outra perspectiva, e através de ferramentas computacionais
estudar a formacao, a identificacdo e a classificagdo destes acordes. Com base neste objetivo, foi
desenvolvido um algoritmo com esta finalidade. Em poucas palavras, este algoritmo (i) calcula a
transformada de Fourier do acorde para identificar suas componentes em frequéncia; (ii) aplica a
equacdo da escala temperada para estabelecer a relac@o entre estas frequéncias e (iii) classifica o
acorde a partir dos conceitos da Teoria Musical.
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1 Introducao

A musica € dividida em tr€s partes principais: a melodia, a harmonia e o ritmo [1]. A melodia
€ a combinagao de sons sucessivos (dados uns apds os outros), a harmonia é a combinagdo de
sons simultdneos (dados de uma s6 vez) e o ritmo € o que define o andamento da musica. Os
intrumentos musicais também podem ser separados em trés categorias: melodicos (saxofone,
flauta, trompete, etc.), harmonicos (violdo, piano) e ritmicos (bateria, percussao). Neste trabalho
abordaremos os intrumentos harmonicos, pois sdo eles que formam a estrutura base da misica,

constituida pelos acordes musicais.
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Um acorde musical é um sinal sonoro constituido por pelo menos 3 notas musicais simul-
taneas. Os acordes mais utilizados na musica sdo divididos em dois grupos fundamentais: os
acordes triades (com 3 notas) e os acordes tétrades (com 4 notas), ver Figura 1. Também existem
acordes com mais de 4 notas, mas a aplica¢do destes é mais rara nas musicas convencionais. Para
cada tipo de acorde, existe uma estrutura e uma representacdo diferente. Estas estruturas seguem
conceitos e defini¢des da Teoria Musical. Na pratica, os acordes formam a base de qualquer

harmonia musical: onde existe musica, existem acordes.

Acorde: "C" Acorde: "C7sus4"
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Figura 1: Exemplos de acordes executados em um teclado (acorde triade a esquerda / acorde
tétrade a direita).

Para compreendermos uma aplicacdo pratica do acorde, podemos dar o exemplo de um
musico tocando violao ou um piano. As posi¢des e montagens que o musico faz no brago do
violdo formam os acordes e seu som € caracterizado por produzir uma sensac¢ao de preenchimento
na musica. O mesmo ocorre no caso de um musico tocando o piano, as variagcdes dos dedos nas
teclas produzem acordes diferentes, conforme ilustra a Figura 1. Os acordes triades sdo mais
basicos e mais faceis de serem executados na prética, sendo amplamente utilizados por musicos
profissionais e iniciantes. Ja os tétrades exigem um maior dominio do instrumento musical e eles
sdo aplicados com maior frequéncia em estilos musicais mais sofisticados como o Jazz e a Bossa
Nova. Cada acorde possui um som bem caracteristico, uns transmitem uma sensagdo de alegria,
outros de tristeza e melancolia, outros de suspense; uns sdo mais brilhantes, enquanto outros sao

mais fechados.

Este trabalho tem como objetivo principal coletar os sinais sonoros de varios acordes
musicais executados em um piano (ou teclado), por exemplo, enviar estes sinais para o computador
e, através de técnicas matematicas e algoritmos, identifica-los e classifica-los. A Figura 2 ilustra

o0 esquema do processo.

Por se tratar de sinais sonoros, abordaremos alguns conceitos da fisica do som como, por
exemplo, amplitude (A) e frequéncia (F'). Estes pardmetros definem uma nota musical, onde
a amplitude estd associada a intensidade do som (ou volume) e a frequéncia estd associada a
altura do som, ou seja, notas mais graves (baixa vibrag¢ao / baixa frequéncia) ou mais agudas (alta

vibragdo / alta frequéncia).
Abordaremos também conceitos que permitirdo enxergar a musica de forma matemadtica.
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Figura 2: Diagrama esquematico do processo.

Falaremos sobre a modelagem de uma onda sonora e da representagdo matemadtica de um acorde
musical. Resumidamente, cada nota musical pode ser modelada por uma fungao periddica do tipo

f(t) = Asen (27 F - t)

onde F' € a frequéncia da nota musical e A sua amplitude. Com base nestas defini¢des, podemos

entender um acorde musical (acm) como uma combinacdo de ondas sonoras, ou seja,

acm(t) = Z A;sen (27F; - t)
i=1

onde F; e A; sdo, respectivamente, a frequéncia e a amplitude de cada onda sonora i.

Estudaremos também uma pequena introducio a Teoria Musical e apresentaremos a estutura
dos principais acordes utilizados por musicos e compositores. Utilizaremos o piano como base
e a partir dele mostraremos de forma pratica como aplicar os principais conceitos musicais na

classificacdo dos acordes.

Ap6s estes estudos tedricos e matematicos serd implementado um algoritmo, utilizando um
software gratuito, que realizard o processo computacional do trabalho. Neste algoritmo usaremos
uma ferramenta matematica, a saber, a Transformada de Fourier, que nos permitira extrair as
frequéncias das notas musicais presentes no acorde gravado. Em seguida, calcularemos a relagio
musical entre estas notas através da Equacdo da Escala Temperada (que definiremos ao longo
do trabalho) e, finalmente, classificaremos o acorde coletado com base nos conceitos da Teoria
Musical. Em termos praticos, o algoritmo receberd como entrada o atidio de um acorde gravado

e, como resultado, ele mostrard na tela qual acorde se trata.

Na parte final deste trabalho faremos uma pequena andlise grifica dos acordes, onde
identificaremos padrdes visuais que nos auxiliardo a classifica-los. Apresentaremos também uma

aplicacdo do trabalho no Ensino Médio.
Todas as figuras apresentadas ao longo do trabalho s@o de autoria prépria. Elas foram cons-
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truidas utilizando o Geogebra (https://www.geogebra.orqg) e o PowerPoint. O software
utilizado na implementag@o pratica deste trabalho foi o Octave (disponivel para download em:

https://www.gnu.org/software/octave/).

2 A Fisica do Som

Na fisica, existem dois tipos de ondas, a mecdnica e a eletromagnética, onde a primeira
depende de um meio para se propagar, e a segunda, ndo [10, 6]. Uma onda mecdnica pode ser
definida como uma perturbacdo que ocorre em um meio. Uma ilustracdo bem cldssica que nos
auxilia a entender esta definicdo € o lancamento de uma pedra em um lago. Quando a pedra
atinge a superficie da dgua, ela gera uma perturbac@o na dgua (meio), provocando o surgimento
de ondas que se propagam na superficie do lago [3, 10]. O som é uma onda mecanica, pois ele

necessita de um meio para se propagar (o ar, a dgua, etc.).

2.1 Ondas Sonoras

Em termos gerais, o som € classificado como onda sonora, e esta € obtida, por exemplo,
pela vibragdo de cordas, palhetas ou pelo atrito entre objetos e corpos. Estas vibragdes podem
ser regulares (produzindo notas musicais) ou irregulares (produzindo ruidos) [1]. Neste trabalho
estudaremos a relacio entre as vibracdes regulares produzidas por instrumentos musicais. Especi-
ficamente, utilizaremos o piano, que é um instrumento baseado na vibrag@o de cordas, acionadas

por martelos acoplados as suas teclas.

No estudo das ondas, utilizamos alguns pardmetros para caracterizd-las, como frequéncia
(F'), amplitude (A), comprimento (A), velocidade (v), entre outros. A Figura 3 ilustra uma onda

sonora elementar. A combinagdo de ondas sonoras também é uma onda sonora.

Figura 3: Onda Sonora.

1. Amplitude (A): altura da onda, ou seja, distancia do eixo da onda até o pico [7]. A

amplitude da onda define a intensidade (volume) do som reproduzido;

2. Frequéncia (F): representa numericamente o nimero de ciclos por unidade de tempo [10].
A unidade que utilizamos para este parimetro é o Hertz (Hz) e ela € dada em nimero de

ciclos por segundo (Ex: uma onda de 100Hz produz 100 ciclos a cada segundo);
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3. Periodo (7T'): tempo necessdrio (em segundos) para a onda completar um ciclo, ou seja,
o inverso da frequéncia (Ex: para uma onda de 100Hz, cada ciclo é completado em 10
milisegundos, ou 0, 01 segundo)

1
T=—; 1
jak ey

4. Frequéncia angular (w): expressa a velocidade angular (velocidade de giro) e é dada em
radianos por segundo (rad/s) [7]. (Ex: uma onda de 1Hz possui uma frequéncia angular de
27 rad/s, em graus isso equivale a um giro de 360 graus por segundo)

27
= 2 F = — 2
w=2m T @

5. Comprimento (\): é o tamanho de um periodo de onda, ou comprimento de “um ciclo de

onda”;

6. Velocidade (v): razdo da distincia percorrida pela unidade de tempo
v=—. 3)
Com base nas defini¢cdes acima, podemos expressar a relacdo entre as grandezas fisicas citadas:

=\ F=2= )

O parametro principal que serd analisado neste trabalho € a frequéncia, pois ela determina
uma caracteristica muito importante da onda sonora, a altura do som. A altura estd relacionada
com os sons graves e agudos. Sons graves sdo aqueles de baixa frequéncia (menor nimero de
vibragdes por unidade de tempo) e sons agudos sdo aqueles de alta frequéncia (maior nimero de
vibragdes por unidade de tempo) (Figura 4). Podemos exemplificar este parametro utilizando a
voz humana: homens possuem uma voz mais grave enquanto que as mulheres possuem uma voz

mais aguda.

Frequéncia baixa Frequéncia alta

Figura 4: Frequéncia baixa (som grave) x Frequéncia alta (som agudo).

O leitor menos familiarizado com estes termos técnicos pode até achar que o volume do
som tenha alguma relagdo com som grave e agudo, mas € a amplitude da onda que reflete no

volume do som (Figura 5).
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Alta amplitude Baixa amplitude
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Figura 5: Alta amplitude (volume alto) x baixa amplitude (volume baixo).

2.2 Modelagem de Uma Onda Sonora

Para compreendermos a modelagem matemadtica de uma onda sonora, precisamos primeiro

definir fun¢do periddica.

2.2.1 Funcgoes Periodicas

Definicao 1. Uma funcgdo f é dita periddica se
f®)=ft+T) ViteR

onde T ¢ o seu periodo fundamental (menor valor de T’ que satisfaz a condicdo de periodicidade

da fungdo) e F = 1/T sua frequéncia fundamental.

FO L fe--

Figura 6: Funcéo Periddica.

Na Figura 6 vemos entdo que dado um valor de ¢ temos que f(t) = f(¢+T'). Mas podemos
generalizar, ou seja, tomando agora o ponto ¢ + T’ como a referéncia e aplicando a definicio

temos
fE+T)=f(t+T)+T)=f(t+2T)

e realizando esse procedimento sucessivas vezes obtemos
fO=ft+T)=---=ft+kT) V k €Z. 4)

As fungdes periddicas mais conhecidas sdo as fungoes trigonométricas. Em especial, podemos
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destacar as fungdes seno (sen ) e cosseno (cos) (Figura 7):

f(t) = sent e g(t) = cost.

sen(t)
1 ——
/\& )
~
s ~ ’
4 ~ 4
4 A 4
7}\ /’2
/ /, ~ 4T g
rd ~ 4
” ~ 4
4 cos(t) S i

Figura 7: Fung¢des Trigonométricas.

Estas fungdes possuem periodos iguais a 27 e amplitudes iguais a 1. Se quisermos, por
exemplo, uma fun¢do seno com periodo igual a 7, devemos multiplicar o argumento ¢ por
27 /m = 2, ou seja, f(t) = sen (2t). Semelhantemente, se quisermos uma fungdo seno com
periodo igual a 1, devemos multiplicar ¢ por 27/1 = 27, ou seja, f(t) = sen (2xt). Sendo T' o

periodo da funcdo trigonométrica seno e A a sua amplitude, sua equagio pode ser escrita como

2
t) = As — -t
Fio) = Asen (1),
e sabendo que w = 27 /T podemos escrever

f(t) = Asen(w-t). (6)

2.2.2 Representacio de uma Onda Sonora

Como foi apresentado no inicio desta secdo, uma onda sonora possui caracteristicas (frequén-
cia, periodo, amplitude) que podem ser modeladas por uma fun¢do periddica. As funcdes trigo-
nométricas sdo ideais para a modelagem de fendmenos repetitivos como, por exemplo, marés,

cordas vibrantes e ondas sonoras [11]. Neste trabalho utilizaremos a funcio seno:
2
f(t)=Asen(w-t) = Asen (2nF - t) = Asen (T~t> @)

onde w € a sua frequéncia angular, dada por w = 27 F, A sua amplitude e ¢ o tempo dado em
segundos.

A Figura 8 ilustra duas ondas sonoras de mesma frequéncia angular (w = 7 rad/s) e
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amplitudes diferentes, onde a amplitude de uma € o dobro da outra, ou seja,
f1(t) = 1sen (w - t) e fa(t) = 2sen (7 - t).

O periodo destas funcdes é dado por:

f2(t) = 2sen(mt)
’f\‘ fl(t):sen(nt)ln / N -~

~

[}
! 1
I

Figura 8: Gréficos de f1(t) e fa(t).

Ja a Figura 9 ilustra duas ondas sonoras de frequéncias diferentes (uma de 2207 rad/s e
outra de 1107 rad/s) e amplitudes diferentes (A ey =2e Ag(t) =1)

f(t) = 2sen (2207 - t) e g(t) = 1sen (1107 - t).

Figura 9: Graficos de f(t) e g(t).

Os perfodos de f e g sdo, respectivamente, 9,09 ms € 18, 18 ms, ou seja, em um ciclo de g,
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f completa dois ciclos. Realizando, por exemplo, a soma destas duas ondas sonoras obtemos:
h(t) = f(t) + g(t) = 2sen (2207 - t) 4+ sen (1107 - £)
mostrada na Figura 10.

h(t)

Figura 10: Gréfico de h(t).

A composi¢do de trés ou mais ondas sonoras constitui um acorde musical (acm). Co-
nhecendo a frequéncia das notas musicais associadas a essas ondas sonoras podemos obter a
representacdo matemadtica deste acorde, ou seja,

n

acm(t) = Z A;sen (27F; - t) 8)

i=1
onde F; e A; sdo respectivamente, a frequéncia e a amplitude de cada onda sonora i.

Na Secdo 6 apresentaremos a rela¢@o entre as frequéncias das notas musicais e a estruturacao
dos acordes. Também apresentaremos uma introdugdo a Teoria Musical na Secdo 5 para facilitar

a compreensdo da etapa final do trabalho.

3 Séries de Fourier

3.1 Introducio sobre Séries

No estudo da matemadtica lidamos diariamente com equacdes e expressdes que nos auxiliam
a modelar determinado problema pratico. No Ensino Médio, os alunos tém seu primeiro contato
com as fungdes elementares: funcdes de primeiro grau, fungdes de segundo grau, funcgdes
polinomiais, func¢des logaritmicas e exponenciais, funcdes trigonométricas, etc.. Estas funcdes
possuem caracteristicas distintas e cada uma se aplica em determinada drea. Na fisica, por
exemplo, as funcdes de segundo grau sdo utilizadas para estudar lancamentos obliquos, as

fungdes trigonométricas sdo aplicadas no estudo de fendmenos oscilatdrios; na biologia, as
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fungdes exponenciais sdo utilizadas para estudar o crescimento da populacio de bactérias; entre

outras aplicagdes.

Na vida prética, existem muitos problemas que nao podem ser modelados pelas fun¢des
elementares. Existe entdo a necessidade de combind-las entre si para obter um modelo mais
preciso. E aqui que entra a necessidade do conceito de Séries. De modo resumido, podemos
pensar em Série como uma combinag@o de funcdes elementares que conseguem representar
uma funcdo mais complicada. As Séries de Poténcia sdo as mais conhecidas e seu objetivo é
representar fungdes complicadas a partir da combinagdo de polindmios. Nao iremos entrar em

detalhes nos cdlculos destas séries, mas vamos ilustrar um exemplo.

Uma série de poténcia possui o seguinte formato:

oo

FO =) enlt—a)" =co+cr(t —a) + eat —a)’ + es(t —a)® + ... ©)
n=0

onde c¢,, sdo os coeficientes das poténcias de ¢, e a € o centro da série.

Um caso especial das séries de poténcia € a Série de Taylor, equagdo (10), e aplicando sua
defini¢do podemos representar as fungdes exponenciais, trigonométricas, logaritmicas, etc. como

uma soma de poténcias:

o0
At —a)”
fy =3 U —a <R, (10)
n=0
onde f(™ (a) representa as n-ésimas derivadas da funcfo f(t) aplicadas no ponto t = a e R éo
raio de convergéncia da série. A equagao (11) ilustra um exemplo cldssico da série de Taylor,
onde expressamos a fungio e’ como uma soma de polindmios:
(o)
tn 2 3
t_ L Lo —
e—zn!_1+t+2!+3!+4!+... R = 0 )
n=0

Uma aplicagio interessante €, por exemplo, se quisermos calcular uma aproximacao para o valor
de ', neste caso, basta aplicarmos ¢ = 1 na equagio (11). Estas séries sdo amplamente utilizadas
por computadores e calculadoras graficas, pois permitem transformar calculos complexos em

operagdes basicas de soma, subtracdo, multiplicacio e divisao.

Acima apresentamos as séries formadas pela combina¢do de funcdes polinomiais, mas
existem casos em que € interessante realizar a combinagd@o de fungdes trigonométricas harmonica-
mente relacionadas (somas trigonométricas ou séries trigonométricas), ou seja, cujas frequéncias

sdo multiplas de uma frequéncia fundamental wy. Exemplos:

f(t) = sen (t) + 2sen (2t) — cos (t) + 4 cos (3t) + %cos (4t),
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Z ap, cos (nwot) + by, sen (nwot)] .

Este estudo vem sendo realizado desde a época dos babildnicos, e durante anos matematicos
como L. Euler, J. L. Lagrange e J. B. J. Fourier discutiram e debateram sobre este assunto, até
que finalmente Fourier conseguiu publicar seus resultados [5]. Os estudos de Fourier contribui-
ram significativamente nas dreas de engenharia, principalmente nas engenharias elétrica e de

telecomunicacdes, que trabalham com modelos baseados em combinagdes de fungdes periddicas.

3.2 Representacio de Funcoes Periddicas em Séries de Fourier

Nos seus estudos, Fourier demonstrou que é possivel representar fungdes periddicas a partir
de séries trigonométricas [5]. Em homenagem as contribui¢des de Fourier temos entdo as Séries
de Fourier, cuja defini¢do € resumidamente apresentada abaixo.

Definiciio 2. Seja f(t) uma funcdo periddica, de periodo fundamental T e de frequéncia angular
Sfundamental wy = 27 /T. Sua Série de Fourier, denotada por SF|f(t)], é dada por:

SFE[f(t)] = ?O Z an, cos (nwot) + by, sen (nwot)] (12)

onde nwy s@o os harménicos {wy, 2wo, 3wy, - . .} da frequéncia fundamental.

No Apéncide A.9 apresentamos o Teorema de Convergéncia de Fourier, que nos mostra as
condi¢des necessdrias para que a Série de Fourier de uma fungdo convirja para essa funcao em
todos os pontos. As fungdes apresentadas neste trabalho atendem as condigdes deste teorema,

portanto, escreveremos f(t) = SF[f(t)].

Para encontrarmos a representacdo em Séries de Fourier de uma fung@o periddica f(t), basta

calcularmos os coeficientes da série, dados por

2 T+T
w=2 / F(t)dt, (13)
) T+T
= T/ f(t) - cos (nwot) dt, (14)
9 T
n = f/ f(t) - sen (nwot) dt (15)

onde o intervalo [7, 7 + T representa um periodo de f, sendo 7 € R.

A maioria dos livros apresenta estas equacoes para 7 = —71'/2 (ponto de partida). Como a
funcdo f € periddica, basta tomarmos um intervalo que contemple um periodo completo (Figura
11). Desta forma, temos meio periodo a esquerda do eixo vertical e meio periodo a direita do
eixo vertical. Aplicando 7 = —T'/2 no intervalo [7, 7 + T'] obtemos [—-1/2,T/2], ou [-L, L],
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f@®

T2 T/2

Figura 11: Escolha do intervalo.

com L = T'/2. Substituindo este intervalo nas integrais acima temos:

1 L

ag = Z[L F(t)dt, (16)
1 L

an = —/ f(¢) - cos (nwot) dt, a7
L) g
1 L

by = L / F(t) - sen (nwot) dt. (18)
LJ g

3.3 Séries de Fourier de Funcoes Pares e Impares

Algumas fun¢des t€ém propriedades importantes que podem auxiliar no cdlculo dos coefici-
entes da série de Fourier, uma vez que temos trés integrais bem trabalhosas. Dependendo das

caracteristicas da fungdo f(¢) podemos eliminar algumas destas integrais.
3.3.1 Funcoes Pares e Impares
Definicdo 3. Uma fungdo h(t) é par se

h(t) = h(—t), ¥t no dominio de h

ou seja, h(t) € simétrica em relacdo ao eixo y.

Exemplo 1. A funcdo f(t) = 2 — t* é par, pois

f(=t)y=2— (=) =2—(=1)* - t* =2 —t* = f(1).
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Definicio 4. Uma fungdo h(t) é impar se
—h(t) = h(—t), ¥Vt no dominio de h

ou seja, h(t) é simétrica em relagdo a origem.

Exemplo 2. A funcdo g(t) = t° — t é impar, pois

9t) = (0 = () = (~1° £ 4t =~ £ = —( ~ 1) = ~g(0).

Com base nestas definicdes, observamos que a fungdo seno é impar e a funcéo cosseno é
par, pois

—sent = sen (—t) e cost = cos (—t).

cos(—t) = cos(t)

cos(t)

—sen(t) = sen(—t)
Figura 12: Funcgdes pares e impares.

Muitas fungdes sao geradas por combinacdes de fungdes pares e impares. Abaixo temos

algumas propriedades que expressam essas relagdes.

1. A soma (ou subtragcdo) de duas fungdes impares resulta em uma fung¢do impar;
2. A soma (ou subtracdo) de duas funcdes pares resulta em uma fungdo par;

3. O produto (ou quociente) de duas fun¢des impares resulta em uma fungao par;
4. O produto (ou quociente) de duas fungdes pares resulta em uma funcao par;

5. O produto (ou quociente) entre uma fungio par e uma fun¢io fmpar resulta em uma fungao

fmpar;
6. Sejam ¢(t) uma fungdo impar e h(¢) uma fungio par, entdo temos as seguintes propriedades:

@) ;
/ g(t)dt =0 (19)

—L
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(b)
L L
/ h(t) di = 2 / h(t) dt; 20)
—L 0

(c) pela Propriedade (5), temos que g(t) - h(t) é uma fungéo impar, logo

/L g(t) - h(t)dt = 0. 1)

—L

Podemos aplicar estas propriedades nos cdlculos dos coeficientes da Série de Fourier.

1. Se f(t) for uma fun¢do impar, entdo ag = a,, = 0, pois pelas Propriedades (5) e (6) temos
que
L L
/ f)dt=0 e / f(#) - cos (nwot) dt = 0.
—L —L _/_/
fmpar

Este caso é conhecido como Séries de Fourier dos Senos, ou seja,
o0
fi) = Z by, sen (nwot). (22)
n=1

2. Se f(t) for uma fungdo par, entdo b,, = 0, pois pelas Propriedades (5) e (6) temos que

L
f(t) - sen (nwot) dt = 0.
— [ Y————

fmpar

Este caso é conhecido como Séries de Fourier dos Cossenos, ou seja,

o0
f@) = % + Z ay, cos (nwot). (23)
n=1
Exemplo 3. Seja f(t) a fungdo dada pela Figura 13 (fung¢do dente de serra) e t em segundos.
Vamos obter a sua representagcdo em série de Fourier e esbogar os grdficos desta aproximagdo

paran =1,...,4.

Temos que o periodo fundamental desta fungdo é 1 segundo e em um periodo ela é definida
por uma semi-reta. A frequéncia angular desta fungdo é wy = 27 /T = 2w rad/s, ou seja, em
1s a fungdo completa um ciclo de 360 graus. Encontrando a equagdo desta semireta a partir dos

pontos do grdfico obtemos:

f(t) = 2t, para —1/2 <t <1/2. (24)
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B |

Figura 13: Fung¢@o dente de serra.

A partir da expressdo de f(t), podemos aplicd-las nas Equagées (16), (17) e (18) para
determinar os coeficientes da série (L = T /2 = 1/2). Mas, pelo grdfico de f(t), observamos

que esta funcdo é impar, logo, podemos afirmar que ag = a,, = 0.

Para o cdlculo de b,, temos:
—1/2 —1/2

1 [z 1 1/2

Resolvendo esta integral e aplicando os limites de integracdo obtemos

L

dmn 4mn (2mn)2  (2mn)?

p 2 {_cos (mn)  (cos(—mn))  sen (mn) sen(—ﬂn)} B

L[] - [ - [ -2
2(_1)n+1 .

™

by =

Para simplificarmos estes resultados, aplicamos no desenvolvimento as seguintes equivaléncias:
cos (0) = cos(2mn) = 1, cos(mn) = (—1)", sen(mn) = 0, sen(—mn) = 0 e cos(—7mn) =

cos(mn).
Substituindo estes resultados na equagdo (12) obtemos finalmente que

_1 n+1

SE[f() == % sen (2mnt). (25)
n=1
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Abrindo este somatdrio até n = 4 temos as seguintes aproximagoes, g, (t), para SF|f(t)]:

SFIF()] % 1(1) = = sem (2m) (n=1)
2 1
SF[f(t)] = ga2(t) = —sen (2nt) — —sen (4mt) (n=2)
SF[f(t)] = g3(t) = %sen (27t) — %sen (4mt) + % sen (67t) (n=3)

SF[f(t)] = ga(t) = %sen (2mt) — %sen (4mt) + 3% sen (67t) — % sen (87t) (n=4)

conforme ilustram as Figura 14 e 15.

AN

VYV
AN

ARaNAs

Figura 14: Aproximagdes pela Série de Fourier.

A medida que n cresce obtemos uma aproximagdo mais fiel para SF[f(t)]. Se n — oo

entdo pelo Teorema de Convergéncia da Série de Fourier (Apéndice A.9) obtemos

lim g,(t) = SF[f(t)] = f(t).

n—oo
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Figura 15: Dente de serra e a aproximagao da série de Fourier com n = 4 (os tragos verticais no
gréafico de f(t) sdo apenas ilustrativos).

3.4 Série de Fourier Complexa

Como vimos anteriormente, uma func¢io f periddica pode ser representada pela Série de

Fourier. Mas em algumas andlises, € mais interessante reescrever esta definicdo em termos de

exponenciais complexas. Para isso, aplicamos a relacdo de Euler, equacio (26), nas equagdes
que definem a Série de Fourier:

e’ = cos () + jsen (6), (26)
onde j = v/ —1 (ndmero imaginériol).

Partindo das equacdes que definem a Série de Fourier e realizando algumas manipulacdes e
simplificacdes matemadticas (Ver Apéndice A.10) chegamos ao seguinte resultado:

fey= > cpedm™t, @7
onde

1 T+T )
n = / F(t)e ot gt (28)

A equacido (27) é conhecida como Série de Fourier Complexa, sendo esta utilizada na
demonstragdo da Transformada de Fourier.

'Usualmente, utiliza-se a letra i para representar o nimero imagindrio v/— 1, mas neste trabalho utilizaremos a letra ,
pois os livros que abordam as aplicagdes praticas das Séries e Transformadas de Fourier (por exemplo, na fisica e na
engenharia) utilizam esta representagio, uma vez que a letra ¢ é utilizada nestes livros para representar a corrente elétrica.
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4 Transformada de Fourier no Tempo Continuo

“A Transformada de Fourier pode ser entendida como uma generalizacdo da Série de

Fourier™

. Mostraremos que ela pode ser utilizada para representar sinais periddicos e aperiddicos.
A utilizacdo desta ferramenta matemadtica neste trabalho se da pelo fato das frequéncias das notas
musicais ndo serem harmonicamente relacionadas e, portanto, suas combinagdes ndo podem ser

representadas pela Série de Fourier.

Na secdo anterior apresentamos as Séries de Fourier, que sdo aplicadas nos casos em
que as funcdes s@o periddicas. Neste contexto, as frequéncias obtidas na decomposi¢cdo da
funcdo estdo harmonicamente relacionadas, ou seja, as frequéncias sdo multiplos inteiros da
frequéncia fundamental (wg, 2w, 3wo, - - .). Nos casos de fun¢des aperiddicas, as frequéncias
estdo infinitesimalmente proximas e a representacdo realizada por combinagdes lineares se
torna uma integral [5]. Nos seus estudos, Fourier observou que um sinal aperiédico pode ser
representado por um sinal periédico de periodo infinito (7" — o). Na Sec¢do 4.1 apresentaremos

a construcdo deste resultado.

Antes de entrarmos na demonstracdo, faremos uma pequena anélise do efeito provocado

pelo aumento do periodo T'. Sendo wy = % a frequéncia fundamental de uma funcao periédica

- ~ . . 2mn . o .

Z(t) com representagdo em Série de Fourier e nwy = T os multiplos inteiros desta frequéncia,
observamos que estes valores se tornam muito préximos a medida que aumentamos o periodo,
ou seja, esta distribui¢do toma a forma de um conjunto continuo [5]. Para entendermos melhor
esta afirmacio, vamos considerar inicialmente a sequéncia dada por {z,,}*_, = {27m ko=

T n=0
2m 4w 6 21k
{0, %, %, %, e % ...y}, com k — oo. Aumentando o valor de T', podemos observar

que o espagamento entre os elementos desta sequéncia (Ax = 27 /T ird se reduzir cada vez
mais. Fazendo T' — oo, este espacamento tenderd a 0 (Az — 0), isto é, os elementos desta
sequéncia formar&o um conjunto continuo no intervalo [0, 0o):
2rn 2m(n—1) 27
lim Az = lim (2, —xp_1)= lim |— — ———| = lim — =0.

T—o0 T—)oo( " " 1) T—o0 T T T—oo T
A Figura 16 ilustra este resultado. Aumentando 7 significativamente, a distribui¢do dos elementos
desta sequéncia converge para uma distribuicao continua de valores reais.

. . 2mn
Semelhantemente, considerando a sequéncia {z,}*__, = {T}ﬁz_ s comk — 0o, e

fazendo T' — oo, obtemos um conjunto continuo no intervalo (—oo, 0c0), pois como demonstra-
mos, o espagamento entre os elementos desta sequéncia tende a 0. Matematicamente, a soma
de Fourier, equacdo (29), transforma-se em uma integral, equagdo (30), ou seja, a soma das
exponenciais complexas harmonicamente relacionadas torna-se uma soma infinitesimal (integral).

Em outras palavras, podemos dizer que ao invés de representarmos a fungdo xz(t) através da

2Deﬁnigz"lo simplificada dada pelo autor.
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Xo X1 Xz X3 Xk

0 2 4_1T 61 2k
T T e Ax T

Xo X
X1 | X3 Xk
0L |

0 o 2rk

S =

Figura 16: Ilustragdo simbdlica para representar o espacamento entre as frequéncias quando
T — 0.

combinag@o de componentes discretas (multiplas de wy), agora podemos representa-la por uma

combinag¢do formada por todas as frequéncias (w € R):

z(t) = Y cpel™l (29)
x(t):% / X (jw)ed*t dw, (30)

onde X (jw) é a Transformada de Fourier no Tempo Continuo.

4.1 Representacio de Sinais Aperiodicos

Para demonstrar o resultado obtido por Fourier, vamos tomar Z(¢) uma fungéo periddica, de
periodo fundamental T e frequéncia fundamental wy = 27 /T, e utilizd-la para representar um
sinal aperiédico, x(t). A Figura 17 ilustra este processo. Para obtermos x(t), basta calcularmos a

série de Fourier de Z(t) e fazermos T' — oo.

oo

i(t) = Z e, einwot 31

n=—oo

Os coeficientes da série de Fourier para esta fungo sdo dados por

1 T+T ) 1 L1 )
Cp = ?/7_ fi(t)eijnth dt = T /Ll i’(t)eijnwot dt. (32)
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x(t)
I L, t
%(t)
T — . T t

Figura 17: Sinal aperiédico z(t) e sinal periédico Z(t) construido para ser igual a z(¢) no
intervalo [— L1, L1].

No intervalo —L; < ¢ < L; temos que Z(t) = x(t), fora deste intervalo x(¢) = 0. Desta forma

a equacdo (32) pode ser escrita como

= I/Ll (e Imot dt = l/m (t)e 9™t dt (33)
Cn_T,le e —Tioox e .
Escrevendo oo
X (jnwo) :/ x(t)e "ot dt, 34)
temos que
1
Cn = TX(jnwo). (35)

Substituindo (35) em (31), podemos expressar Z(¢) em fungdo de X (jnwy):

Bt)= Y TX(jnwo)eWOt. (36)
2T
Usando T = — escrevemos
wo
Bt)= Y ;—;X(jnwo)ef"“‘”:g > X(jnwo)e’ ™ w. (37

Fazendo T' — oo, vemos que graficamente Z(t) = x(t), e no limite, este resultado pode ser
utilizado para representar x(¢). Como discutimos anteriormente, quanto 7' — 0o, 0 somatério
das exponenciais complexas harmonicamente relacionadas (nwg) converge para uma soma
infinitesimal com contribui¢do de todas as frequéncias (w). Fazendo uma analogia com o

espacamento Az da Figura 16, podemos determinar o espagamento entre as componentes em
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frequéncia da série de Fourier de Z(¢) (Aw):

2mn 27(n—1 2
Aw:wn_wn—lzT_%:T:wO- (38)

Voltando a equagdo (37) e usando o resultado da equagdo (38) obtemos

Bt) == > X(jnw)e!™ 0 Aw. (39)

O limite do somatério do produto X (jnwg)e’™ " Aw, representa a definicdo da integral. Mos-
tramos também que Aw — 0 quando 7" — 0, ou seja, Aw — dw. A partir destes resultados, as

equacdes (39) e (34) tornam-se respectivamente,

z(t) = %/w X (jw)el*tdw, (40)
€ (o]
X(jw):/ z(t)e I+t dt. 41)

A equagdo (41) € chamada de Transformada de Fourier (TF) e a equagao (40) é chamada de

Transformada Inversa de Fourier (TIF).

Resumidamente, para sinais periddicos, os coeficientes da série de Fourier (¢,,) formam
um conjunto discreto. Estes valores estdo associados as amplitudes das exponenciais complexas
e estas estdo harmonicamente relacionadas (wg, 2wy, . . .). Ja para os sinais aperiddicos, estas
exponenciais tendem a formar uma curva continua na escala de frequéncia. Neste caso, as
amplitudes das exponenciais sdo dadas por X (jw)(dw/27) (equacdo (40)). A fun¢do X (jw) é
também conhecida como espectro da fungdo x(t) e, a partir deste espectro, podemos recuperar o
sinal z(t) aplicando uma combinagio linear de senos e cossenos associados as frequéncias que

compdem o grafico de X (jw) [5, 4].

Antes de prosseguirmos com a andlise, iremos definir o pulso de curta durag¢do e o impulso

unitdrio, que serd amplamente utilizado na andlise final deste trabalho.

Definiciio 5. Seja I (t) um pulso de curta duracd@o de drea igual a 1, mostrada na Figura 18 e

expressada pela equagdo (42).

1
Sall)={ A 0<t<A 2)
0, ¢t<0 ou t>A.

Definindo a drea de da(¢) como uma fungdo de A, A(A), observamos que A(A) = 1,
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8x(1)

| =
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Figura 18: Pulso de curta duragdo, da (t).

independentemente do valor de A, desde que A # 0, ou seja,
A(A) = / oa(t)dt = 1.

Defini¢iio 6. A fungdo impulso unitdrio, denotada por §(t), é um pulso de curta duracdo com
A — 0, isto é,

5(t) = lim da(t). (43)

Para simplificar este resultado, podemos expressar a fungdo impulso unitdrio por duas proprie-
dades:
5(t) =0, t£0; (44)

/m§@ﬁ:1. (45)

A medida que A — 0 (Figura 18), a largura do pulso 6 (t) se estreita cada vez mais, sua
altura aumenta proporcionalmente ao inverso da largura, portanto, a drea destacada continua

sendo unitdria, ou seja, a integral no intervalo (—oo, co) continua sendo igual a 1.

A fungio §(t) é conhecida como fungéo Delta de Dirac’. Graficamente ela pode ser vista
como um impulso em ¢t = 0 e para t # 0 ela assume valor O [2]. Para facilitar a representacdo do
impulso unitdrio, iremos representi-lo por uma “seta” centrada em ¢ = 0, e o nimero 1 indicado
préximo a esta seta representa a drea deste impulso, Figura 19, que pela equagdo (45) é igual a 1
[5, 4].

A partir destes resultados, podemos obter a fung@o impulso unitdrio em um ponto arbitrrio
t = ty. Graficamente temos um deslocamento do impulso ao longo do eixo ¢, conforme mostra
3Paul A. M. Dirac (1902-1984), fisico e matematico inglés [2].
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11 8(t)

Figura 19: Fungdo impulso unitdrio, 6(t).

Figura 20, e as propriedades que o descrevem sdo dadas por:

§(t—t0) :0, t;’éto;

Figura 20: Fung@o impulso unitério arbitrdria, 6(t — to).

Aplicando as propriedades de integragcdo temos que

/ k- 8(t — to)dt = k,

— 00

0 Lo t‘

(46)

(47)

(48)

onde k é uma constante qualquer. Outra propriedade importante da fungido impulso unitrio que

serd utilizada neste trabalho é mostrada na equacio (49), que também decorre das propriedades
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de integracéo:

|-t st = (o) 49)

Exemplo 4. Seja x(t) = 0(t) (fun¢do impulso unitdrio). Vamos determinar sua transformada

de Fourier e esbogar o grdfico de X (jw).

Aplicando a transformada de Fourier obtemos:

X(jw) = / S(t)e tdt = €0 =1,

— 00

ou seja, a funcdo 6(t) possui contribuicdes iguais de todas as frequéncias.

X(Gw)

Figura 21: Espectro da fungdo 0(t).
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e—altl

Exemplo 5. Seja xz(t) = . Vamos determinar sua transformada de Fourier e esbogcar o

grdfico de X (jw).

x(6)

Figura 22: z(t) = e~ I*l,

Aplicando a defini¢do da fungdo |t| e a transformada de Fourier obtemos:

00 0 oo
X(jw) = / e~ ltlemiwt gy — / eIt gt 4 / e~ MeTIwt gt =
0

— 00 — 00

0 )
. . 1 1
:/ WﬂWﬁ+/ emmmﬁ( ,0>+@+ .>
o 0 a— jw a+ jw

a—jw—+a+ jw 2a 2a

C (a—jw)(a+jw)  a?—j2w? a2 +w?’

Graficamante temos o resultado mostrado na Figura 23.

%/

Figura 23: Espectro da funcdo z(t) = e~/

Interpretando este grdfico, podemos dizer que a fungdo x(t) = el possui componentes
espectrais em todas as frequéncias, e as amplitudes das exponenciais complexas que a compdem
sd@o proporcionais a X (jw). Por exemplo, essa fungdo possui uma componente constante
(frequéncia zero, w = 0 rad/s) de valor proporcional a 2/a; possui uma componente de frequéncia
w = a rad/s de amplitude proporcional a 1/a; possui uma componente de frequéncia w = 2a

rad/s de amplitude proporcional a 2/(5a), etc.
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4.2 Transformada de Fourier para Sinais Periddicos

Anteriormente, estudamos a representacdo das funcgdes aperiddicas através da transformada
de Fourier. No entanto, esta andlise também pode ser estendida as fun¢des periddicas e desta

forma, podemos tratar ambos os casos a partir de uma tnica formulagdo matematica.

A transformada de Fourier de uma funcio periddica estd diretamente ligada com a sua
representacdo em série de Fourier [5]. Para observarmos esta relagéo, vamos considerar X (jw)

como um impulso no dominio da frequéncia de drea 2, dado por:
X(jw) = 276(w — wo),
conforme ilustra a Figura 24.

X(jw)
2n

0 wg @

Figura 24: X (jw) = 276(w — wp).

Aplicando a TIF, podemos obter o sinal z(t) que possui X (jw) como transformada.

1 [ . 1 . .
x(t) / 2760 (w — wp) - &7 dw = o’ 27 - eIt = gIwol,

27 J_ o i

Considerando agora X (jw) como um trem de impulsos igualmente espagados em frequéncia

e com 4reas proporcionais a 2mc,,, ou seja,
o0
X(jw) = Z 2mend(w — nwyp), (50)

e aplicando a TIF e as propriedades das equagdes (48) e (49) obtemos:

1 o) 0 . > ;
x(t) = %/ Z 2me, 0 (w — nwg) - €7 dw = Z cped™0t, (51)

Esta udltima equagdo € a propria defini¢do da série de Fourier complexa, que nos diz que

uma funcdo periddica, de periodo fundamental 7', pode ser escrita como a combinag¢io de
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X(w)

ZT[C(_:;) ZTIC(_Z) ZTEC(_]_) 2mco ZT[Cl 21, 2me

NRRNARE

3w, -2wp -Wg 2wy
exponenciais complexas harmonicamente relacionadas ou, em outras palavras, a combinagéo de

Figura 25: Trem de impulsos.

senos e cossenos. De modo geral, temos que a transformada de Fourier de uma fung¢do periddica,
com representacdo em série de Fourier, pode ser vista como um trem de impulsos no dominio da
frequéncia e cujas areas dos n-ésimos impulsos sdo proporcionais aos coeficientes da série de

Fourier (c;,), ou seja, a drea de um impulso & de frequéncia kwq é igual a 2mwcy, Vk € Z [5].

Exemplo 6. Obter a transformada de Fourier da fungdo x(t) = sen (wgt).
Pela relagcdo de Euler podemos escrever

eJwot _ o—jwot

=c eijt cr e—jUJOt
2 1 ¢

sen (wot) =
onde as constantes c1 e c(_y) sdo justamente os coeficientes da série de Fourier complexa desta
fungdo:
1 1
e

=3 ¢-1) = 5

C1 2] .

Desta forma, a TF da fungdo seno é dada por dois impulsos no dominio da frequéncia:

1 1
X (jw) = 2mc16(w —wo) +2mc—1)0(w+wo) = 27r-2—j-5(w—w0)+2ﬂ'~ (—2]) “6(w~+wp),

X(jw) = g S §(w — wo) — §~6(w+wg). (52)

Exemplo 7. Obter a TF da fungdo x(t) = cos(wot).
Para a fungdo cosseno o processo é andlogo e obtemos:

elwot 4 e—jwot

cos(wot) = 5

= cleﬂwﬂt + C(_l)e*]"dot

com 1
C1 = 5 e C(,l) == 5
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X(jw)

—wy

=
S 9
[=]
g

n
J
Figura 26: Transformada de Fourier da fungéo x(t) = sen (wpt).

Assim, a TF da fung¢do cosseno é dada por:

X (jw) = 2mc16(w — wo) + 2me(—1)0(w + wp) = 27 - % 0w — wp) + 27 - <;> - 0(w + wo),
X(jw)=m- 6w —wp) + 75 (w + wp). (53)
X(jw)
T n
—wo 0 W, w®

Figura 27: Transformada de Fourier da fungéo x(t) = cos(wpt).
Exemplo 8. Aproveitando os exemplos acima, vamos calcular a TIF da fungdo
) s T
X(jw) = ;~5(w—w0) ~3 < 0(w + wo)

e mostrar que x(t) = sen (wot).
Aplicando a equacdo da TIF e as propriedades da fungdo § temos:

s

z(t) 1 / ( . 5(&] _ WO) _ g . 6((4) + WO)) Wt Ju = 2i (ejwot _ e*jwot) )

T2 ) \J j

Aplicando a relacdo de Euler, equacdo (26), obtemos:

x(t) = % [(cos (wot) + 7 sen (wot)) — (cos (wot) — 7 sen (wot))] = sen (wot).
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Na préxima secéio apresentaremos uma introducgao a Teoria Musical e na sequéncia voltare-

mos a andlise da transformada de Fourier aplicada no estudo dos acordes musicais.

5 Tépicos Basicos da Teoria Musical

O estudo da musica engloba uma grande quantidade de conceitos e definicdes que auxiliam
na compreensao pratica da mesma. Nesta se¢@o apresentaremos os contetidos que estdo associados

a proposta do trabalho.

5.1 As Notas Musicais

A misica é constituida por sete notas musicais fundamentais: D6, Ré, Mi, Fa, Sol, La e Si.
Estas notas sdo chamadas de naturais e uma sequéncia ordenada destas sete notas com a repeti¢ao
da primeira é conhecida como Escala Diaténica, ou escala de oito sons (Ex: D6, Ré, Mi, F4, Sol,
La, Si e D6). A extensdo de uma escala diatonica é chamada de oitava [1]. Geralmente, estas
notas sio representadas por cifras (letras de A a G). A Tabela (1) mostra a relacdo entre as notas

musicais e suas cifras.

A|/B|C|DJ|E|F| G
La | Si| D6 | Ré | Mi | Fa| Sol

(€N

Tabela 1: As 7 notas musicais naturais.

Neste trabalho utilizaremos o piano para compreendermos a relagio entre as notas funda-
mentais e suas variagdes, pois este € o instrumento que possui a maior extensdo musical (88

notas). A Figura 28 ilustra a distribui¢do destas notas ao longo de uma oitava do piano.

CDIEIF|IGIA/B|C

Figura 28: As notas naturais e o piano (uma oitava — escala diat6nica).

Na extensao do piano existem 71 oitavas e o que difere uma oitava da outra € a caracteristica
sonora, ou seja, a medida que deslocamos para a esquerda do piano obtemos notas mais graves e
a medida que caminhamos para a direita obtemos notas mais agudas (Figura 29). A primeira nota
de um piano € o L4, denotada por Ay, o segundo L4 do piano, por Aj; e assim sucessivamente.
Entre Ag e A; temos uma oitava, o mesmo ocorre entre Cy e Cy, entre D3 e Dy, etc. Algumas
literaturas comegam essa enumeragao a partir do A, mas neste trabalho utilizaremos a contagem

a partir do Ag.

Revista de Matemdtica da UFOP (2237-8103):  v.1 pp:179-237 2020 179



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2020

Notas mais Notas mais
graves agudas

Y I D6 central

1 oitava

Figura 29: Extensao musical do piano.

Além das notas naturais (teclas brancas), existem outras 5 notas (teclas pretas) no intervalo
de 1 oitava. Antes de vermos suas nomenclaturas, precisamos apresentar alguns conceitos

musicais. Vejamos:

« Semitom: E a menor distancia entre dois sons (ST).

 Tom: E a soma de dois semitons (D).

Podemos dizer entdo que 1 ST equivale a 1/2 T.

* Acidentes: S3o alteracdes que modificam a altura das notas [1]. Os acidentes musicais sio:

o sustenido (), o bemol (b), o dobrado sustenido (x), o dobrado bemol (bb) e 0 bequadro (f).

Sustenido: Eleva a nota 1 semitom (f).

Bemol: Abaixa a nota 1 semitom (b);

Dobrado sustenido: Eleva a nota 1 tom (x);

Dobrado bemol: Abaixa a nota 1 tom (bb);

Bequadro: Anula o efeito do sustenido ou do bemol (f).

O intervalo entre duas teclas consecutivas do piano é dada por 1 ST (1/2 T) (Figura 31).
Percebemos entiao que entre as notas D6 (C) e Ré (D) existe um intervalo de 2 ST, ou 1 T. A
partir das defini¢cdes do sustenido e do bemol, esta tecla preta que esta entre as notas C e D pode
receber dois nomes: Cf (pois elevamos a nota C em 1/2 tom) ou Db (pois abaixamos a nota D
em 1/2 tom).

O mesmo ocorre para as demais teclas pretas que se localizam entre duas notas naturais.

Desta forma, temos todas as notas musicais que constituem 1 oitava (Tabela (2)).

Nas figuras acima, observamos que entre as notas E e F a distincia é de 1/2 tom. Isso ocorre,

pois nfo existe uma tecla preta entre essas duas notas. Assim, Eff é a mesma nota que F, e Fb é a
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STST ST ST T STST

Ach A s b

S 7
T ST T ST

Figura 30: Distribui¢do de tons e semitons no piano.

1/2 tom 1/2 tom

Figura 31: Identificacdo dos nomes das demais notas musicais.

Figura 32: As 12 notas musicais que formam uma oitava.

[C[Ci/Db [D[Df/Eb [E[F[Fi/Gh [ G[Gi/Ab [A] Aj/Bb [ B |

Tabela 2: Notas compreendidas em uma oitava.
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mesma nota que E. O mesmo ocorre entre B e C (Chb = B e Bff = C). Observamos entio que as
notas musicais possuem duas representacgdes, este efeito € conhecido como enarmonia, mesmo

som, nomes diferentes [1].

5.2 Os Intervalos Musicais

A partir das defini¢cOes de tons e semitons apresentadas na se¢@o anterior, podemos compre-
ender os 5 intervalos musicais. Sdo eles: M - maior; m - menor; J - justa, A - aumentadae D -
diminuta. O que difere um intervalo do outro é a quantidade de tons e semitons contidos entre as
notas [1]. As combinag¢des destes intervalos formam a base das escalas musicais e dos acordes
que veremos na proxima se¢@o. Suas variacdes sdo apresentadas na Tabela (3) e na sequéncia
de forma mais detalhada. Todos estes intervalos sdo contados a partir da toénica (7"), nota de

referéncia (ndo confundir 7" de tdnica com T de tom).

Intervalo | 2%m | 2°M | 3%m | 3°M | 4°J 4°A 5D
Valor 1ST | 2ST | 3ST | 4ST | 5ST 6 ST 6ST

Intervalo | 5J | 5%A | 6%m | 6°M | 7*m | T°M 8¢
Valor 7ST | 8ST | 8ST | 9ST | 10ST | 11 ST | 12ST

Tabela 3: Tipos de intervalos.

* Segunda Menor (2°m): 1 semitom — 1/2 tom;

¢ Segunda Maior (2 M): 2 semitons — 1 tom;

e Terca Menor (3“m): 3 semitons — 1 tom e 1 semitom;
¢ Terca Maior (3*M): 4 semitons — 2 tons;

¢ Quarta Justa (4%.J): 5 semitons — 2 tons e 1 semitom;

¢ Quarta Aumentada (4% A): 6 semitons — 3 tons;

¢ Quinta Diminuta (5% D): 6 semitons — 3 tons;

¢ Quinta Justa (5%J): 7 semitons — 3 tons e 1 semitom;

¢ Quinta Aumentada (5 A): 8 semitons — 4 tons;

¢ Sexta Menor (6°m): 8 semitons — 4 tons;

¢ Sexta Maior (6° M): 9 semitons — 4 tons e 1 semitom;
¢ Sétima Menor (7%m): 10 semitons — 5 tons;

e Sétima Maior (7*M): 11 semitons — 5 tons e 1 semitom;
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¢ Oitava (8%): 12 semitons — 6 tons.

Além destes, existem outros intervalos (por exemplo, nona maior (9 M), etc.), mas estes

casos ndo serdo abordados neste trabalho.

Exemplo 9. Dadas as ténicas C, D e Ab, vamos determinar os intervalos correspondentes.

Tonica | 3M | 3m | 4J | 5D | 5J | A | 6M | TM
C E |Eb | F |G |G |G| A | B
D |F | F | G|A | A |Af| B | Ct
Ab C Chb | Db | Ebb | Bb | E F G

Tabela 4: Identificag@o dos intervalos a partir da tonica.

Se C ¢ a tonica, e desejamos obter sua 3% M, devemos pegar a nota que estd 2 tons acima
dela, ou seja, a nota E. Se ja temos a 3° M e desejamos obter a 3“m, basta descermos 1/2 tom,
isto equivale a acrescentar um bemol na nota da 3% M, e portanto, temos Eb. Para obtermos a
4% J pegamos a nota que estd a 2 tons e 1/2 acima da tonica, F. Para obtermos a 5*.J pegamos a
nota que estd a 3 tons e 1/2 acima da tonica, G. A partir da 5*J obtemos a 5* D (acrescentando
um b) e a 5% A (acrescentando um f). O raciocicio é andlogo para os demais intervalos e para as
outras tonicas do exemplo. Vale ressaltar que na musica existem critérios para determinar os
intervalos de maneira mais sistematica. Anteriormente, vimos que uma nota pode possuir mais
de uma nomenclatura. Para obtermos a representacio correta das notas que formam os intervalos,
devemos seguir a estrutura da Escala Maior. Mas, para ndo estender muito, ndo iremos entrar

nesses detalhes.

5.3 Os Acordes Musicais

Os acordes musicais sdo formados pela combinacdo simultdnea de 3 ou mais notas musicais.
O que difere um tipo para o outro € a estrutura de intervalos utilizados. A seguir, apresentaremos
a estrutura das triades e tétrades utilizadas no desenvolvimento deste trabalho. Assim como as
notas musicais, os acordes também sdo representados por cifras. Neste caso as cifras especificam
a tonica do acorde e a elas sdo acrescentados caracteres ou simbolos que permitem distinguir um

acorde do outro.
Para ndo gerar confusdo ao leitor, visto que podemos representar as notas musicais e os
acordes por cifras, adotaremos as seguintes representacdes que fardo essa distin¢ao:
1. Utilizaremos letras maitisculas para representar uma nota musical (ex: C — refere-se a nota
de D9);
2. Utilizaremos letras maiisculas em negrito para representar uma acorde musical (ex: C —

refere-se ao acorde de D6 maior).
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5.3.1 Triades

Conforme apresentamos na introducio do trabalho, os acordes triades sdo aqueles que
possuem estruturas mais simples e que sdo de facil entendimento para os alunos iniciantes
da musica. Suas montagens e formagdes no violdo (ou no piano) nio exigem tanta técnica e
habilidade com o instrumento. No entanto, eles sdo muito importantes, pois observando as cifras
das misicas e as composi¢des de modo geral, notamos que eles estao sempre presentes em maior
quantidade. Conhecendo os acordes triades € possivel que um musico faga o acompanhamento
de qualquer musica de maneira simples e objetiva. Os mais utilizados sdo os acordes maiores e
menores. Em termos sonoros, um acorde maior produz uma sensacao de alegria, enquanto que o
menor desperta tristeza e melancolia. A seguir apresentaremos a estrutura dos acordes triades

mais comuns.

Defini¢io 7. Acorde Maior: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+4+3M+5J.

Obs.: Os acordes maiores sdo representados por letras mailisculas e quem define o seu nome é a

tonica. Ex: C — acorde de D6 Maior.

Definicio 8. Acorde Menor: E formado pela seguinte estrutura:
X =T+3m+5J.

Obs.: Os acordes menores sdo representados por letras maivsculas acrescidas de “m”, e quem

define o seu nome é a tonica. Ex: Cm — acorde de D6 Menor.

Definiciio 9. Acorde diminuto: E formado pela seguinte estrutura:

X =T+43m+5D.

Obs.: Os acordes diminutos sdo representados por letras maitsculas acrescidas de “dim” ou “°”

e quem define o seu nome é a tonica. Ex: Cdim ou C® — acorde de D6 Diminuto.

Definiciio 10. Acorde Suspenso (ou com quarta): E formado pela seguinte estrutura:
X=T+4J+5J.

Obs.: Os acordes suspensos sdo representados por letras maitisculas acrescidas de “4” ou “susd”

e quem define o seu nome é a tonica. Ex: C4 — acorde de D6 Suspenso.

Defini¢io 11. Acorde Aumentado: E formado pela seguinte estrutura:
X =T+3M + 5A.

Obs.: Os acordes aumentados sdo representados por letras maiisculas acrescidas de “54” e
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quem define o seu nome é a tonica. Ex: C54 — acorde de D6 Aumentado.

5.3.2 Tétrades

Os acordes tétrades sdo aqueles mais encorpados e brilhantes. Sao aplicados em grande
escala na criagdo de arranjos musicais e em estilos mais sofisticados, como o Jazz. A presenca de
acordes tétrades melhora a qualidade de uma musica e aumenta o prazer em ouvi-la. Exemplificar
este comportamento em termos literdrios parece ser abstrato, por isso recomendamos que o leitor
procure algum musico experiente para ilustrar estas diferencas que estamos apresentando neste
trabalho.

A execugdo destes acordes exigem uma habilidade maior com o intrumento musical. Os
acordes triades formam a base para os acordes tétrades, ou seja, acrescentando uma quarta nota
nos acordes triades obtemos os tétrades. Variando esta quarta nota e combinando-a com as

estruturas triades formamos as estruturas tétrades. A seguir apresentaremos as mais usuais.

Defini¢io 12. Acorde Maior com Sétima Maior: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3M+5J+ 7M.

Obs.: (Representacdo) Ex: CTM — acorde de D6 Maior com Sétima Maior.

Defini¢io 13. Acorde Maior com Sétima Menor: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3M+5J+7m.

Obs.: (Representagdo) Ex: CT — acorde de D6 Maior com Sétima Menor.

Definicio 14. Acorde Menor com Sétima Menor: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3m+5J+7Tm.

Obs.: (Representacdo) Ex: Cm' — acorde de Do Menor com Sétima Menor.

Defini¢do 15. Acorde Meio Diminuto: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3m+5D+7Tm.

Obs.: (Representagio) Ex: Cm'7b5 — acorde de D6 Meio Diminuto.

Defini¢io 16. Acorde Suspenso com Sétima Menor: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+4J+5J+ ™m.

Obs.: (Representagdo) Ex: CTsusd — acorde de Do Suspenso com Sétima Menor.
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Defini¢io 17. Acorde Maior com Sexta Maior: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3M+5J+6M.

Obs.: (Representacdo) Ex: C6 — acorde de D6 Maior com Sexta Maior.

Definicio 18. Acorde Menor com Sexta Maior: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+3m+5J+6M.

Obs.: (Representacdo) Ex: Cm6 — acorde de Do Menor com Sexta Maior.

Definicio 19. Acorde Aumentado Tétrade: E formado pela seguinte estrutura:
X=T+4+3M+5A+ 7M.

Obs.: (Representacdo) Ex: CTM54 — acorde de Do aumentado com Sétima Maior.

Acorde: "C" Acorde: "Cm"
® o o ® o
C E G (] Eb G
Acorde: "C7sus4" Acorde: "C7TM"
O ®e ® o o |©
C F G B® (& E G B

Figura 33: Exemplos de Acordes (T6nica = C).
A Figura 33 ilustra 4 tipos de acordes executados em um teclado. A formacgao destes foi
baseada nos tipos de intervalos e nas estruturas apresentadas.

Vale ressaltar que existem outras formas de representar a escrita dos acordes, mas neste

trabalho utilizamos as representagdes mais populares e utilizadas no mundo musical.

5.4 Classificacao de Acordes Musicais

Com base nas defini¢Oes apresentadas nas secdes anteriores, podemos classificar os princi-
pais acordes utilizados na musica. Na Figura 34 temos um exemplo. Para classificar um acorde,
precisamos basicamente de duas informacdes: a tonica; e a relacio da tdnica com as demais notas

(intervalo entre elas).
No exemplo ilustrado, a tonica corresponde a nota A (L4). Os niimeros representam a
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Figura 34: Exemplo da classificacdo de um acorde.

quantidade de semitons contados a partir da tonica. Desta forma, temos que: entre a tonica e
a segunda nota do acorde existem 4ST (2T); entre a tOnica e a terceira nota do acorde existem
7ST (3T e 1ST); e entre a tonica e a quarta nota do acorde existem 10ST (5T). Estes intervalos
correspondem respectivamente a 3*M, 5%J e 7%m. A estrutura que estd associada a estes
intervalos é a do Acorde Maior com Sétima Menor, logo, o acorde ilustrado na figura é A7 (L4
Maior com Sétima Menor).

6 A Escala Temperada

6.1 Resumo Histérico

Antes de Cristo (a.c.), matematicos e filésofos, como Pitdgoras, ja estudavam modelos
matematicos que permitiam compreender a disposicao das notas musicais ao longo da vibracao
de uma corda [6]. Foram estabebelecidas relagdes fraciondrias da vibragdo de uma corda que
permitiam gerar estas notas, construindo assim a Escala Pitagorica. Por exemplo, dada uma
corda fixa de comprimento ¢, sua vibragdo livre produz uma nota musical X; de frequéncia Fj.
Vibrando esta mesma corda, porém pressionando-a na fragdo ¢/2, obtemos a nota equivalente a
X, uma oitava acima (denotada por X, 1), que em termos praticos possui o dobro da frequéncia
Yy (ver Figura 35). O estudo de Pitdgoras contribuiu para a descoberta das 12 notas musicais e

para cada uma delas existe uma fragdo da corda que a produz.

Apds o Renascentismo, descobriu-se que o modelo da escala Pitagérica ndo era tao eficiente,
pois ela ndo favorecia certos procedimentos como, por exemplo, a transposicdo das tonalidades das
musicas, pois os intervalos entre as notas variavam de acordo com o tom escolhido, produzindo
um efeito de desafinacdo [6]. Na época de Pitdgoras e seus seguidores, eles pensavam que
poderiam modelar o mundo apenas com nimeros inteiros e fragdes de inteiros, dai um dos
motivos para o problema. Mas com o avango do conhecimento matematico e com o estudo dos

ndmeros irracionais, estes modelos foram aperfei¢coados até chegar na Escala Musical Temperada.
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Repouso

Fo

2F,

c
2 2
Figura 35: Notas geradas a partir da vibragdo de uma corda.

O objetivo da Escala Temperada foi corrigir o temperamento da escala, de modo a produzir
intervalos com a mesma distancia, o que era um problema no modelo de Pitdgoras [9, 6]. Este
novo conceito foi difundido na Europa apés J. S. Bach* langar sua obra intitulada “O cravo bem

temperado”, que utiliza a escala temperada [9].

Portanto, podemos definir a Escala Temperada como um modelo matemético onde o
intervalo entre duas notas consecutivas sdo sempre iguais. Entdo a partir das 12 notas musicais
apresentadas, devemos estabelecer uma rela¢do entre as frequéncias destas notas de modo que elas
estejam igualmente espacadas. Sejam {Fy, F', ..., Fi1} as frequéncias das 12 notas musicais e
F19 afrequéncia da nota que estd uma oitava acima da primeira. Com base no experimento da
Figura 35, temos que F12 = 2F}. Para exemplificar, tomaremos a sequéncia de 13 notas que vai
do D6, (Cy) até 0 D6, (Co) (Tabela (5)). Vale ressaltar que de C; até Co temos 13 notas musicais

distintas e entre elas existem exatamente 12 intervalos musicais.

Ci |C#i | Dy |Dffs | Ei | Fi | Fth | G1 | G | Ao | Als | Ba | C
Fo| Fy | Fy | F3 | Fy | F5 | Fs | Iy | Fs | Fo | Fio | Fi1 | Fio

Tabela 5: Distribui¢do das frequéncias de C; até Ca.

Matematicamente, o espacamento entre estas notas pode ser modelado de duas formas,
aplicando uma (i) Progressao Aritmética (P.A.) ou aplicando uma (ii) Progressdo Geométrica
(P.G.):

EF,=Fy+n-r (P.A))
F,=Fy-q" (P.G.)
onde r e ¢ sdo respectivamente as razdes destas progressdes, Fy o valor inicial e n um inteiro.

Graficamente, uma P.A. tem um comportamento linear enquanto que a P.G. tem um com-

#Johann Sebastian Bach (1685-1750), misico e compositor alemao.
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portamento exponencial. O modelo que mais se encaixou na solu¢cdo do problema da escala
temperada foi o modelo exponencial, ja que as frequéncias sempre dobram de uma oitava para a
outra. Aplicando entio a defini¢do da P.G., temos que a razdo entre as frequéncias de duas notas

consecutivas € sempre constante:

P B I F, Fo-q"

ROR TR T TR R Y

6.2 A Equaciao da Escala Temperada

Afirmacao 6.1 (Escala Temperada). Dada a frequéncia (Fy) de uma nota musical X, obtemos a

frequéncia (F),) de qualquer nota Y por
F, = ( \/5) - Fy (54)

onde n é a quantidade de semitons que separam estas notas.

Demonstracdo: Seja Fjy a frequéncia da nota de referéncia. A cada 12 intervalos musicais
(1 oitava), a frequéncia dobra de valor, ou seja, a frequéncia do Co é o dobro da frequéncia
de Cy; a frequéncia do Cs é o dobro da frequéncia de Cs, e isto vale para qualquer nota de
referéncia. A fungdo que descreve este comportamento é a fungdo exponencial, F,, = Fy - ¢".

Como F19 = 2Fy podemos determinar o valor da constante q:
Flo=Fy ¢ <= 2F)=Fy-¢'? < 2=¢"? < ¢= V2~ 1,059463

logo,

F, = (\/i)nFo

A partir da frequéncia do La central do piano (A3), podemos determinar a frequéncia das 88
notas que constituem a extensao do piano. Estas frequéncias sdo padronizadas (em torno do L4
central) e sdo utilizadas na afinacdo e na construcao dos instrumentos musicais. A frequéncia
padrdo do As é F4, = 440Hz [6]. Se quisermos saber a frequéncia do D6 central (Cs) basta
aplicar n = 3 na equacdo (54), pois do Az ao C3 deslocamos 3 semitons a direita:

3
Fo, = (1\2/5) - 440Hz ~ 523, 25Hz.

Semelhantemente, a partir do D¢ central, podemos obter a frequéncia de todas as notas da oitava
central do piano (Cs ao C4). Aplicandon = 0,1,...,12 na equagdo (54), obtemos a Tabela

(6). Como o piano comega no Ag, apds o Gy, o indice € acrescido de 1. Nesta tabela também
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podemos observar a razdo entre as frequéncias das notas e a nota de referéncia. No Apéndice A.6

apresentamos uma tabela completa com as 88 notas do piano.

Nota | n | 2" | Frequéncia (Hz)
Cs 0 | 1,0000 523,25
Ctis 1 | 1,0594 554, 37
Dy | 2 | 1,1224 587,33
Dis | 3 | 1,1892 622,25
Es | 4 | 1,2599 659, 26
F3 5 | 1,3348 698, 46
Fis | 6 | 1,4142 739,99
Gs | 7 | 1,4983 783,99
Giis 8 | 1,5874 830,31
Ay 9 | 1,6817 880,00
Ay | 10 | 1,7817 932,33
By 11 | 1,8877 987,77
Cy 12 | 2,0000 1046, 5

Tabela 6: Frequéncia das notas centrais do piano.

Para conhecermos as frequéncias das notas correspondentes associadas as demais oitavas,
basta multiplicarmos ou dividirmos estes valores por 2 a medida que deslocarmos de uma oitava
para outra: multiplicamos por 2 ao deslocarmos para direita e dividimos por 2 ao deslocarmos
para a esquerda. Este processo € mais pratico, mas também podemos aplicar a equacio da escala
temperada para determinar estes valores, basta tomarmos n > 0 ao deslocarmos para direita
e n < 0 ao deslocarmos para a esquerda, pois esta equacgdo € vélida para n € Z. Entdo, para
encontrarmos, por exemplo, a frequéncia do As, basta dividirmos a frequéncia do Ag por 2, ou
equivalentemente aplicar n = —12 (1 oitava abaixo ou 12ST a esquerda) na equacio apresentada,
isto é,

—12

-12 1
Fay = (¥2) " Fa,=(¥2) - 440Hz = - 440Hz = 220Hz.

6.3 Relacao entre as Frequéncias Musicais

Conhecendo a frequéncia de duas notas musicais, podemos estabelecer a relacdo musical

das mesmas, ou seja, determinar quantos semitons existem entre elas. A partir da equacédo (54)

m=(v)"

Aplicando a funcdo logaritmo natural em ambos os lados e usando suas propriedades temos

obtemos:

F n
In (FZ> —In {( 1\2/5) } s InF, —InF = %1112

isto €,
12
" In?2
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Sendo Fj a frequéncia da nota de referéncia (no nosso caso, a tonica do acorde a ser analisado),
podemos determinar o intervalo musical correspondente a frequéncia da nota (F,,) de acordo

com as definicdes apresentadas.

6.4 Classificando um Acorde a partir de suas Frequéncias

Anteriormente, apresentamos uma metodologia para classificar um acorde com base na
sua representacdo esquematica em um piano, por exemplo. Nesta primeira situagdo bastava
identificar a tonica do acorde e suas relacdes com as demais notas. Nesta secio apresentaremos
os procedimentos necessarios para classificar um acorde baseado nas frequéncias das notas que o
compdem.

Exemplo 10. Seja um acorde musical constituido das seguintes frequéncias:
440, 00Hz; 554, 37Hz; 659,26Hz e 783, 99Hz.
O objetivo é determinar qual estrutura estas notas obedecem.

1. Identificar a menor frequéncia (Fy) (tonica);

2. Calcular a quantidade de semitons (n) entre a tonica e as demais frequéncias.

Neste exemplo, temos que Fy = 440H z, e esta frequéncia corresponde a nota Ld (ver quadro do

Apéndice A.6). Agora devemos calcular nq, ny e ng, para isso aplicamos a equagdo (55):

12 12

ny = E(lnFl —InFy) = E(ln 554,37 — In440) = 4,000147 ~ 4
*E(lFfl F)*1—2(1 659,26 — In440) = 7,000128 ~ 7

n2—1n2n2 n0—1n2n 5 n =1, ~
—E(l F;—1 F)—E(l 783,99 — In440) = 9,999981 ~ 10

nd_anHS no_ln2n ’ . v -

Assim temos n1 = 4ST = 2T, ny = 75T = 3T 15T e n3 = 10ST = 5T. Concluindo,
observamos que esta estrutura corresponde ao Acorde Maior com Sétima Menor, logo, o acorde
que possui as frequéncias 440, 00Hz; 554, 37Hz, 659, 26Hz e 783,99Hz ¢ 0 acorde de Ld Maior
com Sétima Menor (AT7).

Neste trabalho, consideraremos a menor frequéncia sempre como a tdnica do acorde embora
nem sempre isso seja verdade, pois existem acordes invertidos, ou seja, uma determinada nota
pode ser substituida por uma equivalente da oitava anterior ou posterior sem alterar a relagéo
absoluta entre elas. Exemplificando, podemos ter o acorde de La Maior (A), formado pelas
frequéncias 440, 00Hz (A3), 554, 37Hz (Ct3) e 659, 26Hz (E3), mas substituindo 659, 26Hz por
329, 63Hz (nota E5), temos o acorde de La Maior invertido, onde a nota Mi corresponde a nota
mais grave (frequéncia mais baixa), e neste caso a representacéo do acorde seria A /E (L4 com

baixo em Mi).
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7 Aplicando a Transformada de Fourier no Estudo dos Acordes Musicais

Para iniciarmos a parte final deste trabalho, realizaremos o cdlculo da TF de um acorde
musical formado pela combinacdo das frequéncias: 261, 63Hz, 329,26Hz e 392, 00Hz, que
correspondem ao acorde de C (D6 maior). As amplitudes destas componentes foram fixadas em
1. Matematicamente podemos expressar este acorde pela equacdo (56):

acm(t)

= Aj sen (wit) + Ag sen (wot) + Az sen (wst). (56)

Substituindo os valores das frequéncias e amplitudes (4; = A = A3 = 1) obtemos:

acm(t) = sen (2 - 261, 63t) 4+ sen (27 - 329,26t) + sen (27 - 392, 00¢).

Acorde de D6 Maior

3 T
| I! ’ ll ‘1 ‘
i ‘ d ol |' N
I‘. ‘ wf | I “‘ ﬂ
X ‘ I Hitte \” *\‘ W
E |‘Iu!| H ‘ ll“ |‘| | ‘ m | | ‘
z u‘|.|\. ‘“‘M |‘ | ' “ ‘ ||‘ H
= |‘ |. ‘ \l |“J| M\. || |‘ ‘ ‘|||‘
A \ \ ‘ || \ ‘|\~'||; I
|| ‘ \\ ‘,‘ | |‘|1 il I |
S \'. | L
" 1 1
_30 O.IUZ 0.64 s 0.66 U.OIS 0.1
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Figura 36: Acorde de C.

Aplicando a equacdo (41) temos que

X = [

Usando as propriedades de integrais temos

oo

acm(t)e It dt = /

— 00

A sen (wit) + As sen (wat) + Ag sen (wst)] e 7 dt.
[ (wit)

o0
o0

XGe) = [

Como demonstramos nas se¢des anteriores, a TF da fungéo sen (wot) é dada por

o0 o0

sen (wit)e 7@t dt + / sen (wst)e 9*t dt. (57)

— 00

sen (wat)e 7wt dt + /

o0 — 00

oo

/
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Substituindo este resultado na equagdo (57) obtemos:

X (jw) = gﬁ(w—wl)—?-é(w—i—wl)—l—g-5(0.)—0.)2)—g-§(w+w2)+§~5(w—w3)—§-5(w+w3);

X (jw) = §-[5<w —w1) +8(w — wa) + 8w —w3>1—§-[6<w+w1> +6(w + wa) + 8w + wa))] -

A partir desta tltima equagdo podemos observar que a TF do acorde ilustrado € formada por
3 impulsos no dominio da frequéncia (considerando w > 0), e estes ocorrem justamente nas
frequéncias de suas componentes (Figura 37). Como estamos interessados em avaliar amplitude

e frequéncia destes impulsos, calcularemos o médulo da TF.

X(w)

—w; —wW; —@q

| | | 0 W, W, Wy
T T o
i J J

Figura 37: TF do acorde C.

Suponhamos agora que ndo conhe¢camos as componentes em frequéncia de um acorde
musical a ser analisado e que temos como informacdo apenas uma gravagdo sonora desta
composi¢do. Como faremos para identificar estas frequéncias e estudarmos a relagido musical
entre elas? Este problema pode ser resolvido calculando a TF do sinal de dudio gravado. Através
destes resultados, poderemos obter os impulsos correspondentes as componentes deste acorde e,

com base neles, identifica-lo e classifica-lo.

Apresentaremos a seguir os detalhes matematicos e computacionais empregados.

7.1 Calculo Computacional da Transformada de Fourier

No algoritmo que serd desenvolvido na parte computacional deste trabalho, utilizaremos a
funcdo FFT (Fast Fourier Transform — desenvolvida por Tukey e Cooley em 1965) [4] disponivel
no Octave. Esta func¢do é uma versao discreta da transformada de Fourier que reduz o ntimero
de operacdes de Ng para Ny log Ny, onde Ny € a dimensao da matriz de transformacdo [4].
Para saber um pouco mais a respeito do cédlculo de nimero de operacdes veja [12]. Como os
computadores trabalham com célculos discretos sua aplicag@o € indispensdvel. A demonstracao
da Transformada de Fourier no Tempo Discreto € semelhante ao processo apresentado no
tempo continuo. Neste caso, aproximamos uma fungdo discreta aperiédica x[n] por uma fungdo
periddica Z[n|, equacdo (58) [5]. Apresentaremos as equagdes mais importantes e faremos

algumas consideracdes que serdo utilizadas neste trabalho.
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Seja x[n] uma fungdo discreta qualquer de duragdo finita no intervalo —N; < n < Ns; fora
deste intervalo x[n] = 0. A partir desta fun¢éo, podemos construir uma funggo periédica Z[n] de
tal modo que aumentando seu periodo, podemos obter uma aproximagéo para x[n]. Realizando

um processo andlogo ao apresentado no caso continuo, obtemos a seguinte equacao:

S N1
:c[n} =~ i’[n] = Z akejkwon _ Z NX(eijUJD)e_]kan7 (58)
k=—N; k=—N,

L 1 ; .
onde N € o periodo do sinal Z[n| e wp = 27 /N. O termo aj, = NX (€750 nos permite calcular
as amplitudes associadas as exponenciais complexas que constituem o sinal. Quando N — oo

esta equacdo se torna uma integral e Z[n] — x[n], e obtemos

x[n] = % /:)O X (7)) el duw, (59)
X(e*)= > anple . (60)

A equagdo (60) é chamada de Transformada de Fourier no Tempo Discreto (TFD) e a equagio
(59) é chamada de Transformada Inversa de Fourier no Tempo Discreto (TIFD).

Uma onda sonora z(t) é continua no tempo, mas ao gravarmos este sinal com dispositivos
eletrdnicos, ele é transformado em um sinal discreto (z[n]), ou seja, ele é discretizado a partir de
uma frequéncia de amostragem (F) [Hz ou amostras/s]. O tempo de amostragem (ou intervalo
entre as amostras) é dado por ts = 1/F,. A Figura 38 ilustra o processo de amostragem (ou
discretizagdo) de um sinal continuo. Este processo ¢ dado ao multiplicarmos a fungéo z(t) por

um trem de impulsos de periodo igual a ¢4 [4]:

z[n] = a(t)- Y 8t —nt,). 61)
Por exemplo, seja x(t) = sen(2nt). Temos que o periodo desta fungdo é T = 1s.

Suponhamos que queremos discretizar esta fungdo com uma frequéncia de amostragem de 16Hz.
Neste caso, o tempo de amostragem é igual a 1/16s, ou seja, em um invervalo de 1s sdo coletadas
16 amostras (zg, 21, .. .,z15). O periodo da funcdo discreta, N, € igual a 16. Estas amostras

constituem a representacéo discreta, z[n|, do sinal original x(t).

A frequéncia de amostragem utilizada na representagéio de um sinal z(t) deve obedecer ao
Teorema de Nyquist. Este teorema diz que a frequéncia de amostragem (F) deve ser maior que

duas vezes a maxima frequéncia do sinal a ser amostrado (F}y) [4], ou seja

Fy > 2F)y. (62)
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x(t)

x[n]

X1s

RERRREL n
" QNIH Hl

Figura 38: Processo de amostragem de um sinal z(t).
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Por exemplo, se desejarmos amostrar um sinal de frequéncia 60Hz, a frequéncia de amostragem

utilizada dever ser superior a 120Hz.

Um arquivo de dudio com a qualidade de um CD possui frequéncia maxima de 20kHz
(20000Hz), pois o ouvido humano € capaz de perceber frequéncias na faixa de 20Hz a 20kHz [8].
Pelo teorema de Nyquist a frequéncia de amostragem deve ser maior que 40kHz. O valor padrdo

utilizado nestes casos é de 44, 1kHz.

Como esta frequéncia € relativamente alta, isto pode exigir uma grande capacidade de
armazenamento em memoria e processamento dos dados. Para reduzir o custo computacional
do algoritmo a ser desenvolvido, analisaremos o intervalo de 1s do arquivo de dudio gravado.
Desta forma, criaremos o intervalo no tempo discreto de 0 até 1 — ¢,. Neste intervalo teremos

exatamente 44100 amostras do sinal sonoro a ser estudado, o acorde musical.

A partir do sinal discretizado do acorde musical (armazenado na meméria do computador),
realizaremos o cdlculo da transformada de Fourier (aplicando a fun¢do FFT disponivel no sofware
utilizado). Como apresentamos anteriormente, o resultado da TF nos permite identificar os
impulsos associados as frequéncias que constituem o sinal estudado. Como utilizaremos uma
frequéncia de amostragem de 44, 1kHz e a janela de andlise serd de 1 segundo, temos que
N = 44100. Como N < oo aplicaremos a equagdo (58) para obter a amplitude das componentes

em frequéncia do acorde.

Sabendo que um acorde é dado pela combinagio de sinais periddicos, o resultado grafico do
médulo da TF serd composto por diversos impulsos em frequéncia, cujas dreas sao proporcionais
as amplitudes de suas componentes no dominio do tempo. Como o processo de amostragem
realiza a coleta de 44100 amostras/s, podemos considerar que o sinal discreto x[n] obtido é muito
préximo do sinal continuo z(t). Desta forma, o resultado da TFD serd muito préximo da TF
continua e graficamente teremos uma representacao bem préxima dos impulsos no dominio da

frequéncia associados ao sinal estudado.

Como estamos interessados em avaliar a amplitude dos impulsos determinados, efetuamos o
célculo do médudo da TFD, pois os resultados numéricos do processo sdo nimeros complexos.
Pela definicao do impulso unitdrio, podemos afirmar que graficamente ele possui um pico muito
elevado, ja que ele estd concentrado em um ponto especifico do eixo horizontal (w = wy,). Desta
forma, os resultados da TFD (X (e/¥+0)) serdo bem expressivos numericamente. Mas observando
a equagdo (58), temos que as amplitudes (ax) das exponenciais complexas que constituem o sinal
x[n] sdo dadas por NX (e7¥*0). Assim, para obtermos a amplitude destas componentes basta

multiplicarmos o resultado do médulo da TFD por 1/N, ou seja,

L X (eh2n oy 63)

1 .
= —|X (efkwo)| =
ar = G X)) = 5

Em termos de linha de comando teremos a seguinte estrutura:
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X = fftshift(fft(x_n)); % TFD do acorde amostrado;
a_k = abs(X)/N;

Estas func¢des serdo mais detalhadas na implementagdo pratica do trabalho.

A Figura 39 ilustra o resultado da TFD para o acorde de D6 Maior da Figura 36.

TF do acorde de Do Maior

0.8

0.6

|X(j2rF)|

i
N
=)
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0.2
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-400 -200 0 200 400
frequéncia [Hz]

Figura 39: TFD do acorde C.

8 Desenvolvimento

Com base nos estudos apresentados sobre a (i) fisica do som, (ii) séries e transformadas de
Fourier, (iii) introdug@o a teoria musical e da (iv) escala temperada, iremos agora relacionar estes

tépicos com a parte computacional do trabalho.

Conforme foi definido anteriormente, um acorde musical € um sinal sonoro formado pela
composi¢do de pelo menos trés ondas sonoras, cujas frequéncias obedecem a equacao da escala
temperada. A relacdo existente entre estas frequéncias estdo associadas diretamente com a
estrutura do acorde, permitindo assim classificd-lo com base nos tipos apresentados na Secdo 5.3.

As ondas sonoras presentes nos acordes musicais estudados ndo sdo harmonicamente
relacionadas, pois suas frequéncias ndo sdo multiplas inteiras da frequéncia fundamental (tdnica
do acorde). Observamos que entre duas notas harmonicas (Fp e 2Fy) existem 12 subdivisdes
iguais a um semitom. Definimos também os intervalos musicais que estdo compreendidos
nesta faixa e mostramos como combind-los para formar os acordes. A partir destes argumentos
concluimos que ndo é possivel representar um acorde musical através da série de Fourier, pois as
frequéncias que o constituem ndo sdo harmonicas. Neste caso, utilizaremos entdo a transformada
de Fourier, que nos permite estudar fungdes aperiddicas, e sinais cujas componentes em frequéncia
ndo sdo harmonicamente relacionadas. E por se tratar da anélise de um sinal amostrado z[n],

utilizaremos uma versdo discreta da TF (TFD).

Revista de Matemdtica da UFOP (2237-8103):  v.1 pp:197-237 2020 197



Revista de Matematica da UFOP (2237-8103): 2020

Como apresentamos na Sec¢do 7, existem softwares computacionais que possuem funcdes
que calculam a transformada de Fourier de um sinal (FFT - Fast Fourier Transform) e, neste
trabalho, utilizamos o Octave. Todos os algoritmos e c6digos desenvolvidos foram implementados

nesta plataforma.

8.1 Estrutura da Implementacio Pratica

A implementacdo pratica deste trabalho possui quatro etapas, conforme descrigdes a seguir.
O algoritmo desenvolvido a partir destas etapas foi intitulado Chord Test in Frequency (Teste do

Acorde em Frequéncia), apresentado no Apéndice (A.1).
* Coleta de dados: Realizagdo da gravac@o dos acordes musicais (executados em um teclado
musical);
* Importacao dos dados: Transferéncia e importacdo dos dudios gravados no Octave;

* Processamento dos dados: Célculo da Transformada de Fourier dos acordes coletados e
aplicac@o da Equacdo da Escala Temperada para obter a relacdo musical entre as frequéncias

presentes no sinal;

¢ Classificacio dos acordes: Classificar os acordes com base nos resultados anteriores.

8.2 Implementacio Pratica

8.2.1 Coleta de dados

Inicialmente, criou-se um banco de dados com varios acordes triades e tétrades. Eles foram
executados em um piano digital (Yamaha DGX 530) e gravados através do microfone de um

celular.

8.2.2 TImportacao dos dados

Os arquivos de dudio coletados foram transferidos para o computador e convertidos para
o formato .wav, pois a fun¢@o utilizada para importar estes dados no Octave faz a leitura deste

formato de arquivo.
[y,Fs] = audioread(‘acordel.wav’);

Esta fun¢do faz a importacdo de um arquivo de dudio e armazena os dados em um vetor y a uma
frequéncia de amostragem (F) de 44, 1kHz (frequéncia padrdo para arquivos de miisica), ou

seja, em um periodo de 1 segundo, € realizada a coleta de 44100 amostras.

O Octave também possui uma func¢io que nos permite reproduzir o arquivo importado.

sound(y,Fs);
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8.2.3 Processamento dos dados

Ap6s a coleta e a importacdo do acorde, calculamos os parametros e as varidveis que serdo
utilizados para andlise e esboco das informagdes. Com base na frequéncia de amostragem,
podemos calcular o tempo de amostragem (¢, = 1/Fj), ou seja, a fragdo de segundo corres-
pondente ao intervalo entre cada amostra coletada. Para reduzirmos o tempo de processamento
computacional, realizamos a andlise para apenas 1 segundo do acorde (det =0 atét = 1 — t;).
Neste intervalo temos exatamente 44100 valores de amostras do sinal.

%% Parametros para a FFT e para o esboco dos graficos

Ts = 1/Fs; % tempo de amostragem

n = 0:Ts:1-Ts;

N = length(n); % periodo do sinal discreto

w = -Fs/2:1:Fs/2-1; % definig¢bes para a fungdo "fftshift"
t=(0:1length(y)-1)/Fs; % 1 segundo de amostragem

A funcao
fft

do Octave calcula a transformada de Fourier do vetor de entrada Y e retorna o resultado em um

outro vetor de mesma dimensdo. Ja a funcgdo
fftshift

desloca a frequéncia zero para o centro do vetor calculado, pois a funcéo anterior é descentralizada.
Os resultados da TFD sao nimeros complexos e, como estamos interessados em relacionar
amplitude x frequéncia, calculamos o médulo destes valores (fung¢@o abs). Conforme discussio
realizada na secdo anterior, este resultado deve ser dividido pelo periodo do sinal amostrado (IV),
pois |ag| = %\X (e7%“0)|. Finalmente, multiplicamos estes resultados por 40 para obtermos

uma visualizagdo mais clara das amplitudes calculadas:
a_k = 40xabs (fftshift (fft(y)))/ (N);

Utilizando os valores calculados, podemos esbogar os graficos no dominio do tempo e da
frequéncia do acorde coletado. A Figura 40 ilustra um exemplo.

Analisando o grafico no dominio da frequéncia, observamos trés picos mais significativos,
que no caso sdo as frequéncias do acorde trfade ilustrado. Observamos também o surgimento
das frequéncias harmonicas, provocadas pela vibragdo das partes fraciondrias da corda (1/2, 1/3,

1/4, etc.), e a medida que a frequéncia aumenta, elas se reduzem até se tornarem inaudiveis [1].

Como estamos interessado em classificar o acorde, é suficiente analisarmos apenas o

intervalo (0,2F};), ja que as demais frequéncias sdo apenas variagdes harmdnicas das notas
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Figura 40: Gréficos do acorde coletado.
fundamentais do acorde. Podemos entdo realizar um truncamento deste grafico na frequéncia

F = 2F}, conforme Figura 41. Este procedimento vale para os acordes triades e tétrades, pois na

sua formulagdo bésica ndo existem notas em oitavas superiores ou inferiores.

Espectro do sinal de entrada
T T T

2
1.5r
=
°9
8 1
Mo ]
x
gl= |
- \|
-
oAl
0 RN g ~ A v.,/ l‘wv/l \Lvr“l ‘\‘\k\/\‘yr/"
0 50 100 150 200 250 300

frequéncia [Hz]
Figura 41: Truncamento das frequéncias em F' = 2Fj.

Na sequéncia da andlise, devemos extrair as frequéncias correspondentes a estes picos. Na
extragdo destes picos, definiu-se um limiar, ou seja, um valor de amplitude de corte; abaixo deste
limiar os picos sdo desconsiderados. Experimentalmente, observamos que este limiar se encontra
entre 0,03 e 0,9. Em média, o limiar que atendeu o maior niimero de experimentos foi 0, 2748;
e, portanto, ele foi definido como o limiar padrao do algoritmo (L,, = 0, 2748). Este valor pode
variar de acorde para acorde, dependendo da forma que ele foi executado. Falaremos destas

varia¢Oes mais a frente.
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Apds este processo, iniciamos entéo a identificag@o e a classificagio do acorde.

8.2.4 C(lassificacio dos acordes

Ap0s realizarmos a eliminagd@o das frequéncias harmonicas e a extrag@o das frequéncias
desejadas (Fp, F1, Fs e F3), calculamos as relagdes musicais que existem entre elas e a tdnica do

acorde (Fp) através da funcdo
function [N] = num_intervalo (F0, Fk)

que recebe como parametro de entrada o par de frequéncias (Fp, Fj) e retorna a quantidade
de semitons (/Ny) que existe entre elas aplicando a equacdo da escala temperada (algoritmo do
Apéndice A.3). Executando esta funcio para k = 1,2 e 3 obtemos N1, Ny e N3. Em seguida
aplicamos a fungao

function [ton] = tonica (FO0)

na frequéncia Fy. Esta fungao faz a associac@o desta frequéncia com sua respectiva nota musical
(algoritmo do Apéndice A.4).

res = tonica (F0);

Conhecendo a tonica (7)) do acorde (armazenada na varidvel res) e a quantidade de semitons
que existe entre ela e as demais notas (varidveis N1, No e N3), basta determinarmos a qual
estrutura esta sequéncia corresponde. Para isto utilizamos o c6digo abaixo, que faz a associagio
destes resultados com as estruturas dos acordes apresentadas na Secdo 5.3. No caso dos acordes

triades, o algoritmo define N3 = 0.

[)

if N3 ~= 0 % acordes tétrades

Q

% acorde maior com sétima maior

if (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 11)
sprintf (‘Acorde: %$s7M\n’, res)

% acorde maior com sétima menor

elseif (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 10)
sprintf (*Acorde: %$s7\n’,res)

% acorde menor com sétima

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 10)
sprintf (‘Acorde: %sm7\n’, res)

% acorde menor com sétima maior

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 11)
sprintf (‘Acorde: %sm7M\n’, res)

% acorde suspenso com sétima
elseif (N1 == 5) && (N2 == 7) && (N3 == 10)
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%$s7sus4\n’ , res)

% acorde meio diminuto

elseif (N1 == 3) && (N2 == 6) && (N3 == 10)
sprintf (*Acorde: %sm7b5\n’, res)

% acorde maior com sexta maior

elseif (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 9)
sprintf (‘Acorde: %s6\n’,res)

% acorde menor com sexta maior

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 9)
sprintf (*Acorde: %$sm6\n’,res)

% acorde aumentado tétrade

elseif (N1 == 4) && (N2 == 8) && (N3 == 11)
sprintf (‘Acorde: %$s7M5#\n’, res)

else

fprintf (*\nAcorde nao reconhecido!!!\n\n’);

end

else % acordes triades

if (N1 == 4) && (N2 == 7)

sprintf (‘Acorde: %s\n’,res) % acorde maior

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7)

sprintf (‘Acorde: %sm\n’, res) % acorde menor
elseif (N1 == 3) && (N2 == 6)

sprintf (‘Acorde: %sdim\n’, res) % acorde diminuto
elseif (N1 == 5) && (N2 == 7)

sprintf (‘Acorde: %ssus4\n’, res) % acorde suspenso
elseif (N1 == 4) && (N2 == 8)

sprintf (‘Acorde: %s5#\n’,res) % acorde aumentado
else

fprintf (*\nAcorde nao reconhecido!!!\n\n’);

end

end

O algoritmo acima retorna na Janela de Comandos do Octave o resultado da apuragao.

Executando este algoritmo para o sinal de entrada da Figura 40 obtemos o resultado apresentado

na Figura 42.

Os resultados numéricos obtidos para o acorde gravado da Figura 40 sdo:
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Janela de Comandos 2

Chord Test in Frequency - v1.0 (07/10/2019)
Autor: Willsander

] » X

CHORD TEST RESULT:
ans = Acorde: E

>> |

Fi 3

| Janela de Comandos | Documentacdo I Editor I Editor de Varidveis |

Figura 42: Identificagdo e Classificacdo do acorde coletado (Octave).

onde 164Hz correponde a tonica Mi (ver Quadro do Apéndice A.6); 4 semitons corresponde
a Terca Maior; 7 semitons corresponde a Quinta Justa; e este acorde € triade, pois N3 = 0. A
estrutura 7' 4+ 3* M + 5%J corresponde ao Acorde Maior, portanto, a classificacdo é E (Acorde

de Mi Maior), reafirmando o resultado do algoritmo.

Vamos apresentar agora os resultados da compilagio do algoritmo para um outro acorde,
conforme Figuras 43, 44 e 45.

Sinal de entrada

0.3 . . . .

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[s]
Espectro do sinal de entrada
1 T T T T
0.8 1
=
& 0.6 E
5
= 0.4 1
$1= 02 L 1
0L l 1 | L oL 1 O, | L I )
-1000 -500 0 500 1000

frequéncia [Hz]

Figura 43: Gréficos do acorde coletado.
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Espectro do sinal de entrada
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Figura 44: Truncamento das frequéncias.

Janela de Comandos =2

Chord Te=st in Frequency - v1.0 (07/10/2019)
Autor: Willsander

i

CHCORD TEST RESULT:
ans = Acorde: Cm7

4 [

| Janela de Comandos | Documentacdo I Editor I Editor de Varidveis ‘

Figura 45: Resultado da apuragado (Octave).
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Os resultados numéricos desta compilagdo foram: Fy = 261Hz, Ny = 3, N = 7 e

N3 = 10; onde 261 H z correponde a tonica D6; 3 semitons corresponde a Terca Menor; 7

semitons corresponde a Quinta Justa; 10 semitons corresponde a Sétima Menor. A estrutura

T+3%m~+5%J+7%m corresponde ao Acorde Menor com Sétima Menor, portanto, a classificacdo

final é Cm7 (Acorde de D6 Menor com Sétima Menor).

8.3 Dificuldades Encontradas

Durante os experimentos realizados, observou-se alguns fatores que podem dificultar a

classifica¢do do acorde. Abaixo listamos estas situagdes e apresentamos as solucdes aplicadas

para minimizar os efeitos indesejados.

* A intensidade empregada nas teclas do teclado influencia diretamente na amplitude das
notas musicais envolvidas. Dependendo do acorde, sua montagem pratica pode exigir
uma postura da mao que reduz a pressdo exercida por alguns dedos, gerando assim uma
ponderacdo em algumas notas. A oitava do piano escolhida para a execucdo do acorde
também influencia neste fendmeno, pois a medida que executamos o acorde em regides
mais a direita obtemos frequéncias mais agudas e, quanto maior a frequéncia de uma nota,
menor ¢ a amplitude do som gerada pela vibrag@o desta corda. Em alguns casos, o algoritmo
ndo conseguia identificar as frequéncias do acorde, pois as amplitudes associadas a algumas
destas frequéncias estavam abaixo do limiar de corte estabelecido (L1). Para solucionar este
problema, o algoritmo solicita que o limiar de corte seja reduzido até o processo convergir
para algum resultado (L2), e isto foi valido em muitos acordes testados. Porém, estas
reducdes possuem um limite, e abaixo deste valor (L3), o algoritmo comeca a fazer o
reconhecimento de ruidos e componentes muito pequenas, gerando divergéncia nos valores
calculados. Caso isso ocorra, o algoritmo encerra o processo e informa que o limiar atingiu

seu valor critico;

Espectro do sinal de entrada
0.16 T T T

0.14 k|

012+ B

o= 01p B
B
S L1
£ oos
F1= 0.06- B
0.04 L2
0.02 \ i
e | " I d f-\ | 1 L3
0 Lttt e o el oo Wty W b N )
0 500 1000 1500

frequéncia [Hz]

Figura 46: Visualizac¢do dos limiares de corte.
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* A gravacio de sinais sonoros em condi¢des ambientes € passivel de muitos ruidos e inter-
feréncias, isto pode provocar distor¢des nas frequéncias dos acordes, gerando um efeito
de desafinacdo, ora 1 semitom abaixo, ora 1 semitom acima. Na execu¢do do algoritmo,
alguns acordes ndo recebiam classificacao, pois os intervalos musicais calculados ndo se
encaixavam em nenhuma estrutura. Mas observamos nestes casos, que alguns dos valores
calculados estavam deslocados 1 semitom acima da estrutura mais préxima. Para solucionar
este problema, o algoritmo desloca estes intervalos 1 semitom abaixo, permitindo que
os valores se encaixem na estrutura equivalente mais préxima. Por exemplo, ao avaliar
determinado acorde triade, o algoritmo obteve N; = 3 e Ny = 8. Nao existe nenhuma
estrutura com essa formagdo, mas deslocando N, um semitom abaixo obtemos Ny = 3 e
Né = 7, e estes valores obedecem a estrutura de um dos acordes musicais estudados. Nos
casos duvidosos, aplicamos os procedimentos apresentados abaixo para comprovarmos o

resultado final.

Para tratarmos os casos em que a classificagdo nao teve sucesso (ou em caso de dividas),
regravamos o acorde e o submetemos a outra apuragdo. Se no primeiro teste 0 executamos
em uma oitava mais a direita do piano, no segundo teste o executamos uma oitava a esquerda.
Semelhantemente, se no primeiro teste o executamos em uma oitava mais a esquerda e o pro-
cesso divergiu, entdo no segundo teste o executamos uma oitava a direita. Em outros casos,
simplesmente aumentamos a intensidade empregada nas teclas (aumentando consequentemente a
amplitude das componentes em frequéncia), permitindo entdo a identificacao e classificacao do
acorde. Se ap0s a realizacdo destes procedimentos o acorde ndo receber nenhuma classificagao,
entdo o incluimos na lista de erros.

Apés o tratamento destes efeitos e das consideracdes apresentadas, obtemos a versao final

do algoritmo, que foi utilizada na compilagdo dos resultados finais.

9 Classificacao Visual dos Acordes

Mostraremos nesta secao como classificar um acorde a partir do grafico da sua transformada
de Fourier, ou seja, observando a simetria e o espacamento entre as frequéncias podemos de
forma visual prever o tipo de acorde representado. Para ilustrar este comportamento, faremos
essa andlise para os 5 acordes triades apresentados. Pode-se também expandir essa andlise para

os acordes tétrades.

9.1 Classificacdo Visual dos Acordes Triades através dos Graficos da TF

Reunindo a parte tedrica e pratica da musica com os resultados graficos da TF, podemos
estabelecer uma relacdo visual interessante. A partir da estrutura dos acordes triades, observamos
que as distancias entre as notas possuem um comportamento de simetria e espacamento. Por

exemplo, um acorde maior é formado pela 7', 3*M e 5%.J. Entre a tonica e a 3“M existem 4
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semitons e entre a tonica e a 5*.J existem 7 semitons. Por outro lado, podemos dizer que entre a
3%M e a 5%J existem 3 semitons. Essa distancia sonora definida pelo semitom pode ser vista na

prética (ao tocar o teclado, por exemplo) e graficamente (pela TF).

Ao executar um acorde maior no piano, a tecla correspondente a nota central estd mais
proxima da 5%.J (3 ST) do que da tonica (4 ST). Em termos de simetria podemos dizer que o
arranjo produzido por essa configuracio € suavemente concentrado a direita. No acorde menor
ocorre 0 inverso, a configura¢do é mais concentrada a esquerda, pois a nota central estd mais
préxima da tonica do acorde. Esta mesma relacdo pode ser observada nos graficos da TF de um
acorde maior e menor. No maior, os impulsos estdo suavemente concentrados a direita, enquanto
que no menor percebemos uma notavel proximidade do impulso central da tdnica (concentragio

a esquerda).

Nos acordes diminutos e aumentados, os intervalos entre as notas sdo iguais; 3 semitons
no primeiro caso e 4 no segundo caso. Ao tocar um acorde diminuto no teclado, os dedos ficam
igualmente espacados com uma configuracido mais fechada. No acorde aumentado temos um
espacamento igual, porém mais aberto. Olhando para a TF, vemos impulsos bem distribuidos e

préximos no acorde diminuto e, impulsos bem distribuidos e afastados no aumentado.

No acorde suspenso a configuracio também € concentrada a direita, porém, essa concentra-
¢do é mais acentuada, pois entre a 4°.J e a 5“J existem apenas 2 ST. Comparando estes casos
podemos identificar os padrdes grificos dos acordes triades e, a partir dessas andlises, obter uma

classificacao prévia de um acorde.

As figuras abaixo ilustram a construgdo pritica dos acordes C, Cm, Csus4 e C° (Figura
47) e os graficos da TF correspondentes a estes acordes (Figura 48). Comparando estas figuras

podemos visualmente fazer uma associacdo direta entre uma e outra.

Acorde: "C" Acorde: "Cm"
e o |o ® o
(o] E G C Eb G
Acorde: "Csus4" Acorde: "C°"
® L JL ) o
(] F G (] E? G*

Figura 47: Construgdo prética dos acordes.
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Acorde Menor
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Figura 48: Transformada de Fourier dos acordes ilustrados.

10 Resultados

O algoritmo principal, intitulado Chord Test in Frequency (Teste do Acorde em Frequéncia),

desenvolvido na parte computacional deste trabalho foi submetido a vérios testes. Foram avaliados

58 acordes (28 triades e 30 tétrades), executados em oitavas aleatdrias, conforme tabelas abaixo.

Estes acordes foram apurados pelo algoritmo e observamos se o resultado correspondia ao acorde

selecionado. Os acordes com sub-indices apresentam uma variagdo na posi¢@o ou na intensidade

sonora (Ex: os acordes Bb(;) e Bb(3) sdo os mesmos, porém, executados em posigdes distintas

do piano).
C Cm C° Dm E E° G Ab° Ab4 D
Gbm | Am Bb(l) Bb(g) A5ﬁ(1) A5ﬁ(2) E5ﬁ F4(1) F4(2) D4
Gb C4 Bm Em Fm D° Ebo(l) Ebo(z) - -
Tabela 7: Acordes Triades avaliados.
CT™™ Cm7 Db7 Db7sus4 EbTM Ebm7
AmT75 | B7sus4 D6 Bm7b5 G7M5¢ Gm?7
Gbm6 Dm7(1) Dl’l’l7(2) Cm7b5(1) Cm7b5(2) Cm7b5(3)
D7M 5 Bé6 F6 E7sus4(,) | E7sus4(y) | E7susd3
Tabela 8: Acordes Tétrades avaliados.
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10.1 Indice de Confianca do Algoritmo Desenvolvido

Em 6 dos 58 acordes testados, o processo apresentou problema de identificagdo devido ao
ndo reconhecimento de algumas componentes do mesmo, pois o limiar de corte atingiu seu limite

critico. A Tabela (9) apresenta estes casos.

Eb°(y) A5f ., F7M5)
D7M(1) E7SU.S4(1) E7SUS4(2)

Tabela 9: Acordes que apresentaram problemas de identificag@o.

Conforme foi explicado nas secdes anteriores, realizando uma nova gravacdo destes acordes
(variando as condi¢des de execucdo), € possivel que o algoritmo consiga identifica-los e dar
sequéncia ao processo. Os acordes da Tabela (9) foram executados e gravados novamente,
porém em oitavas diferentes das utilizadas inicialmente e em alguns casos com um acréscimo no
volume (intensidade empregada nas teclas). Apds a regravagdo todos eles foram reconhecidos e

classificados corretamente.

As Tabelas (10) e (11) ilustram os erros e acertos do algoritmo antes e depois da regravacao

dos acordes que apresentaram problemas na identificacao.

Acordes | Acertos | Erros | Total
Triades 26 2 28
Trétrades 26 4 30
Total 52 6 58

Tabela 10: Resultados do algoritmo Chord Test in Frequency antes da regravacdo dos acordes
que apresentaram problemas.

Acordes | Acertos | Erros | Total
Triades 28 0 28
Trétrades 30 0 30
Total 58 0 58

Tabela 11: Resultados do algoritmo Chord Test in Frequency apés a regravacio dos acordes que
apresentaram problemas.

Com base nestes resultados podemos definir o indice de confianga do algoritmo, /C, dado
por:
N,
IC = 64
N (64)

onde N, € o nimero total de acertos e N7 o total de testes realizados.

* Indice de confianca antes da regravacao dos acordes:

52
Icantes = % ~ 897 7%7
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* Indice de confianca apds a regravacio dos acordes:

58
ICacpois = 55 = 100%.

A partir destes indices podemos ver que o algoritmo tem um aproveitamento de 100%
quando os acordes gravados possuem uma boa relagdo entre intensidade sonora e faixa de
Sfrequéncia utilizada. Quando os acordes sdo mais centralizados no piano, essa relagdo é mais
forte e, a medida que deslocamos para a direita, esta relacdo € reduzida pelo aspecto fisico da

vibracdo das cordas.

10.2 Analise dos Limiares de Corte

Outros resultados importantes a serem considerados sdo os limiares de cortes (L) obtidos
em cada experimento. A partir deles podemos verificar as interferéncias provocadas pelas

condicdes de execucdo do acorde.

Acorde | C/Cm | C° | Dm E E° G Ab° Ab4a D
L, 0,30 0,30 | 0,30 | 0,30 | 0,30 0,25 0,50 0,05 0,15

Acorde Gbm Am Bb(l) Bb(g) D4 A5]i(1) A5ﬂ(2) E5ﬂ F4(1)
L, 0,50 0,07 | 0,07 | 0,50 | 0,40 | divergiu | 0,25 0,10 0,15

Acorde | F4(y Gb C4 Bm | Em Fm D° Eb?() | Eb®y
L, 0,17 0,50 | 0,25 | 0,50 | 0,50 0,15 0,07 | divergiu | 0,10

Tabela 12: Limiares de corte obtidos para os acordes triades testados.

Os acordes Bb(q) e Bb(2) convergiram corretamente mas observa-se que o limiar de corte
€ muito diferente; 0,07 e 0, 5 respectivamente. Como j4 apresentamos, isto ocorre devido a
oitava escolhida para reproduzir cada um: Bb ;) foi executado em uma oitava mais a direita do
piano (notas mais agudas), e Bb5) em uma oitava mais a esquerda (notas mais graves). Com
este fato, comprovamos a interferéncia que a variagdo na posicao do acorde (ao longo do piano)
pode provocar ao executarmos o algoritmo, pois este limiar de corte pode se reduzir ao ponto de
comprometer a identificagdo das componentes do acorde. A Figura 49 ilustra este fato.

No gréfico superior (Bb(;)) podemos observar que o terceiro pico que constitui este acorde
(destacado com um retangulo) possui uma amplitude muito baixa, e com isso o limiar de corte
chegou em um nivel muito baixo (L’ = 0, 07). Nestas condi¢des, o algoritmo conseguiu identifi-
car as trés componentes do acorde, mas corremos o risco de que uma componente indesejada
(destacada com um circulo) interferisse nos cdlculos. Como essa componente indesejada esta
muito préxima em frequéncia da tonica do acorde, ela ndo interferiu na convergéncia do processo.
Mas, dependendo desta distancia, o algoritmo pode divergir, pois a estrutura identificada pode nao
se enquadrar em nenhum acorde apresentado. J4 no grifico inferior (Bb(2)), podemos observar
que alterando a oitava de execugdo do acorde, as componentes foram facilmente identificadas,

com um limiar de corte préximo de 0, 5.
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Figura 49: Limiares de corte para Bb(;) e Bb(y).

A intensidade empregada nas teclas também produz esse mesmo efeito. No experimento
realizado com A5f ;) e A5{,) este fato foi comprovado, pois A5, foi tocado com menos
intensidade e o algoritmo nfo conseguiu identificar corretamente as suas componentes (divergiu).
Jd o acorde A5{ 4 foi executado com maior intensidade e facilmente foi analisado pelo algoritmo
(Figura 50).

A partir dos dados da Tabela (12), podemos determinar o limiar de corte médio para os

acordes triades (L3) que convergiram:

Ls =

1 26
— > L;=0,2704.
26

Agora apresentaremos os limiares de corte obtidos para os acordes tétrades e o valor médio

destes experimentos.

Os acordes que divergiram s@o justamente aqueles que apresentaram problemas na identifi-
cacdo devido a baixa amplitude das componentes. Mas realizando uma nova gravagdo (alterando

as condicdes de execugdo) os resultados convergiram corretamente.
Finalmente, obtemos o limiar de corte médio para os acordes tétrades (L4) que convergiram:
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Figura 50: Limiares de corte para A5f,) e A58 ,).
Acorde CT™™ Cm7 Db7 DbT7sus4 Eb7TM EbmT7
L. 0,10 0,25 0,25 0,30 0,35 0,9
Acorde | AmT7b5 | B7sus4 D6 Bm7b5 GTM54 Gm?7
L. 0,10 0,20 0,05 0,05 0,05 0,05
Acorde Gbm6 Dm7(1) Dm7(2) Cm7b5(1) Cm7b5(2) Cm7b5(3)
L. 0,26 0,50 0,60 0,10 0,70 0,30
Acordes D7M(1) D7M(2) F6 E7SUS4(1) E7sus4(2) E7SUS4(3)
L, divergiu 0,15 0,03 divergiu divergiu 0,12
Acordes F7 Gm6 F7M F7My) G7 B6
L. 0,15 0,20 0,10 divergiu 0,90 0,50
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Tabela 13: Limiares de corte obtidos para os acordes tétrades testados.
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1026
Li= % ZL =0,2792.
i=1
Comparando os limiares médios calculados para os acordes triades (Ls3) e tétrades (Ly),
observamos que eles sdo bem préximos. Assim, podemos dizer que o nimero de componentes do
acorde ndo influencia tanto o limiar obtido ao fim da execugdo. Calculando uma média ponderada
podemos estabelecer o limiar de corte médio para ambos os casos:
26 -0,2704 426 - 0,2792

Linedio = 26 126 = 0,2748.

No Apéncide A.8 apresentamos os limiares de corte obtidos em forma de grafico de barras.

Com a realizag@o dos 58 experimentos, observamos que o limiar de corte atingido pelo
algoritmo ao fim do processo de compilacdo estd diretamente ligado a intensidade do acorde
gravado e a oitava escolhida para execu¢do do mesmo. Nas Tabelas (12) e (13), os limiares
mais baixos correspondem na sua grande maioria aos acordes que foram gravados ou com o
volume mais baixo, ou em oitavas mais a direita do piano. J4 os limiares mais expressivos
correspondem aos acordes que foram executados com um ganho no volume ou em uma posi¢ao
mais centralizada do piano. Estes resultados ja foram previamente discutidos, mas agora podemos

reafirmd-los a partir dos resultados calculados.

10.3 Resultados do algoritmo Chord Test in Frequency

Para finalizar a apresentacdo dos resultados deste trabalho, ilustraremos os graficos e a
classificacdo final obtida ao fim da execucdo do algoritmo Chord Test in Frequency para um outro
acorde, Figuras 51, 52 e 53.

A partir do resultado do algoritmo (Figura 53) concluimos entdo que o sinal gravado se
trada do acorde Mi Suspenso com Sétima Menor (E7sus4). Com base na estrutura deste acorde,
dizemos que ele é formado pelas notas musicais E, A, B e D, ou seja, tonica, quarta justa, quinta
justa e sétima menor respectivamente. Também podemos afirmar que os picos da transformada

de Fourier deste acorde correspondem as frequéncias destas notas musicais.

11 Aplicacdo no Ensino Médio

No ensino base, a musica € uma boa motiva¢do para introduzir o estudo das fungdes
trigonométricas, como por exemplo, a funcdo seno, que pode ser utilizada para descrever uma

nota (i) ou um acorde musical (ii):

F(t) = A;sen (20F; - ) (i)
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Figura 51: Acorde de entrada no dominio do tempo e da frequéncia.
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Figura 52: Identificagdo das componentes do acorde.
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Janela de Comandos F X
Chord Test in Frequency - v2.0 (08/10/2019) =
Autor: Willsander
CHORD TEST RESULT:
ans = Acorde: ET7sus¢
>
I Janela de Comandos | Documentacso I Editor I Editor de Variaveis ‘
Figura 53: Classificacdo final do acorde.
g(t) = Arsen (2rFy - t) + Agsen (2nFy - t) + ...+ Agsen (27 F}, - t). (i4)
onde A; (comi = 1,..., k) sdo as amplitudes das notas musicais que compdem este acorde e F;

as frequéncias associadas a estas notas.

Vinculada a esta motiva¢do, podemos inserir também recursos digitais para auxiliar os

alunos na compreensio das fungdes trigonométricas.

11.1 Utilizacao do Geogebra no Estudo das Funcoes

Com a inclusio digital presente nos dias de hoje, grande parte dos alunos possuem acesso
a algum computador ou smartphone. Estes veiculos tecnoldgicos podem ser incorporados
no aprendizado da matemadtica, permitindo que os alunos utilizem aplicativos graficos para
solidificar os conteidos tedricos apresentados em sala. Destacamos o Geogebra, que é um
software gratuito que pode ser empregado no ensino da matemadtica basica e avancada. No link
https://www.geogebra.org/download encontramos versdes disponiveis para iOS,
Android, Windows, Mac e Linux. Por ser de facil acesso, esta ferramenta pode ser usada para
ampliar o conhecimento, pois através das func¢des graficas disponiveis os alunos podem esbocar
diversas fungdes e interagir com o aplicativo para observar as variacdes provocadas pela alteracao

de parametros e varidveis.

11.1.1 Utilizacao do Geogebra no Estudo das Funcées Trigonométricas

O estudo das fun¢des trigonométricas pode ser muito mais interesssante mediante a utilizagao
destes recursos digitais, uma vez que grande maioria dos alunos apresenta dificuldades em esbocé-
las. Utilizando o aplicativo do Geogebra conseguimos transformar fungdes em figuras ilustrativas
de 6tima qualidade, além de podermos criar pequenas animagdes, sendo assim um processo
divertido.

Para ilustrar a utilizag@o deste aplicativo, criaremos primeiramente o grifico da funcéo
trigonométrica seno e atribuiremos a uma constante k£ um valor varidvel, através do “controle

deslizante” disponivel no aplicativo (com k variando de 0 a 5). Desta forma, podemos perceber o
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efeito que a constante k produz na amplitude da funcdo estudada:
f(x) = ksen (z). (65)

Ap6s inserirmos esta equacgdo no aplicativo, definimos a varidvel k£ como um controle deslizante.
Automaticamente surge na janela de visualizacdo um controle deslizante que nos permite alterar
o valor de k deslizando o dedo na tela do celular. A utilizagdo deste recurso pode ser uma 6tima
alternativa para apresentar as funcdes trigonométricas aos alunos do ensino médio. Abaixo temos
as Figuras 54, 55 e 56 obtidas para k = 1, k = 3 e k = 5, respectivamente, utilizando o aplicativo

no celular.

4 k=1

e ===

NEAL AN

—2:

-4

Figura 54: f(x) = sen (x) (Geogebra).

Figura 55: f(z) = 3sen (z) (Geogebra).

Semelhantemente, podemos observar o efeito produzido quando multiplicamos o argumento

da fun¢@o seno por uma constante w:
g(x) = sen (wzx). (66)

Nas ilustragdes apresentadas nas Figuras 57, 58 e 59, utilizamos o controle deslizante definido
por 0 < w < 5 e obtemos os resultados paraw = 1, w = 3 e w = 5, respectivamente. A partir

da observacgdo dos resultados obtidos com a variagdo do pardmetro w, podemos introduzir aos
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Figura 56: f(z) = 5sen (z) (Geogebra).

alunos o conceito de frequéncia angular de forma bem simples.

Figura 57: g(z) = sen (z) (Geogebra).

]
<
<
g
g
&l

-4

Figura 58: g(z) = sen (3z) (Geogebra).
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Figura 59: g(z) = sen (5z) (Geogebra).

Ao utilizarem o Geogebra para criar as fungdes trigonométricas, eles poderao enxergar
graficamente as mudancgas provocadas por w e as implicagdes que este fator gera. Sabendo que
a fungdo g(x) = sen (x) possui um periodo de 27 = 6,28, ou seja, o ciclo se repete a cada
intervalo de amplitude 27, os alunos poderdo comparar esta funcao elementar com as outras e
observarem o que acontece quando multiplicamos o argumento x por um niimero real positivo.
Para facilitar, podemos sugerir que utilizem inicialmente apenas nimeros inteiros. Na figura
abaixo ilustramos uma comparagdo que pode ser feita no aplicativo. Neste exemplo esbogamos

as fungdes g1 () = sen (z) (linha continua) e g2 (x) = sen (3x) (linha tracejada).

Figura 60: Comparac@o entre ¢g; () = sen (z) e go(z) = sen (3z) (Geogebra).

Observando a Figura 60, os alunos poderdo perceber que enquanto a fungio sen (x) com-
pleta “um” ciclo no intervalo [0, 27], a fungdo sen (3z) completa “trés” ciclos. Desta forma,
eles poderdo induzir naturalmente que a funcéo sen (5z) completa “cinco” ciclos neste mesmo
intervalo, se comparada com a fun¢éo sen (x). Aumentando w, eles observardo que a quantidade
de ciclos aumenta proporcionalmente ao valor escolhido. De forma simplificada, podemos entao
dizer que o fator w representa a frequéncia angular na fung@o seno — velocidade de giro — e que
quanto maior for este nimero, maior serd o nimero de oscilagdes em um intervalo de observagéo

fixo.
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11.2 Aplicacio das Funcées Trigonométricas no Estudo da Miisica

Com base nas ilustragdes geradas pelo Geogebra, os alunos podem ter uma visdo mais ampla
a respeito das fungdes trigonométricas, permitindo que eles consigam compreender o motivo
pelo qual elas sdo utilizadas para representar alguns fendmenos fisicos oscilatérios, como por

exemplo, as ondas mecénicas (é aqui que a musica pode entrar como aplicagio pratica).

Voltando ao tema deste trabalho, a musica € com certeza um fator motivacional de grande
peso pelo fato dos alunos dessa faixa etdria estarem fortemente ligados a influéncia musical.
A musica abrange o mundo inteiro, ultrapassando fronteiras fisicas, sociais e culturais. Onde
existem pessoas, existem instrumentos ou dispositivos reproduzindo algum tipo de musica.
“Sabendo que a proposta deste trabalho € estudar e entender os acordes musicais em um ponto de

vista matemadtico, como poderiamos apresentar este tema aos alunos do ensino médio?”

Para responder a pergunta do pardgrafo anterior, inicialmente podemos apresentar aos
alunos algumas consideragdes basicas que devem ser utilizadas no estudo da mdsica: (i) as
notas musicais podem ser entendidas como objetos elementares que formam a misica, (ii) ja os
acordes sdo combinacdes destes objetos. Reunindo estas defini¢des com o estudo das fungdes
trigonométricas, os alunos podem enxergar graficamente a diferenca entre notas e acordes, ou
seja, uma nota € representada pela fungdo seno e um acorde é representado pela soma de varios
senos, onde os argumentos obedecem A equacdo da escala temperada’. Para ndo gerar confusdo
nos alunos ao apresentarmos a aplica¢ao das funcdes trigonométricas com a musica, podemos
definir a equag@o da escala temperada como “uma equag@o que descreve a distribuicdo das notas
musicais ao longo de um eixo real W, onde cada w; representa o fator que multiplica o x no

argumento da fungdo seno™® (Figura 61).

I f f
Wy wiq %) W

=

Figura 61: Interpretacdo simplificada da equagdo da escala temperada.

Desta forma podemos apresentar aos alunos uma fungio que descreve matematicamente um

acorde musical composto por trés notas musicais:
f(z) = Agsen (wo - ) + Ay sen (wy - ) + Agsen (ws - ). 67)

Esta equagdo € facil de ser trabalhada em sala de aula, pois utiliza apenas elementos basicos

para descrever a fung@o seno, e estes parametros podem ser investigados através da utilizagdo do

A apresentagdo do significado fisico da escala temperada talvez ndo seja compreendida pelos alunos neste momento
dependendo da sequéncia dos contetidos adotados pela escola, pois este tema depende das progressdes geométricas, que
geralmente sdo introduzidas nos anos finais do ensino médio.

6Deﬁnigz"lo simplificada atribuida pelo autor.
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Geogebra, por exemplo. A Figura 62 ilustra um exemplo que pode ser apresentado aos alunos,

sugerindo que eles fagam o esbogo pelo Geogebra.

f(z) = sen (z) + sen (1,25 x) + sen (1,4 - z) (68)

-4

Figura 62: f(x) = sen(x) + sen(1,25- ) + sen (1,4 - x) (Geogebra).

Sem entrarmos em temas especificos da fisica e da musica, podemos levar os alunos a

enxergarem a musica através de elementos matematicos.

12 Conclusio

A miusica e a matematica sdo dreas diretamente relacionadas e podemos compreender
e estudar uma a partir da outra. Neste trabalho apresentamos e observamos esta relacdo no
desenvolvimento do estudo dos acordes, que sdo elementos musicais que formam a base de
qualquer musica. Reunindo nogdes de fisica e matematica podemos representar elementos
musicais de forma analitica e grafica, nos dando suporte para uma andlise precisa da teoria
musical. O objeto de interesse deste trabalho — identificar e classificar um acorde musical — se

tornou possivel mediante o vinculo destas dreas do conhecimento humano.

As ferramentas matematicas aplicadas no estudo de fendmenos fisicos fazem a conex@o
entre a teoria e o mundo real. Neste trabalho, apresentamos o processo fisico-tedrico-matemético
que nos permite estudar e modelar conceitos da teoria musical e enxergd-los em uma perspectiva

pouco conhecida pela grande maioria das pessoas da nossa sociedade.

Um grande desafio da educagdo moderna € incentivar os alunos a se aprofundarem no
conhecimento, principalmente no conhecimento matemadtico. Em todos os niveis de escolaridade
observamos e nos deparamos com indagag¢des do tipo: “Onde aplicaremos isto?”” ou “Por que
temos que estudar isto?”. E possivel fazer uma ligagio entre a matematica e a vida cotidiana e, a

aplicacdo da matematica no estudo da musica comprova um ramo desta ligacéo.
Baseando-se nos questionamentos apresentados no pardgrafo anterior, este trabalho teve a
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finalidade de mostrar uma aplicacdo pratica para a transformada de Fourier, onde apresentamos
um processo de decomposicio de sinais sonoros. A partir destes resultados podemos desenvolver
aplicagdes interessantes na drea da musica e da matemadtica. Estudamos especificamente os
acordes musicais, mas estas andlises podem ser aplicadas, por exemplo, no estudo de trechos
musicais, ou seja, desenvolver algoritmos que recebam como entrada o arquivo de dudio de uma

musica e que retornem na saida os acordes presentes nesta composi¢cdo musical.

A abordagem deste trabalho também pode ser empregada para motivar e despertar o interesse
dos alunos no estudo das funcdes trigonométricas, fendmenos oscilatérios, misica e também
técnicas de programacio. A utilizagdo de recursos tecnoldgicos pode, neste sentido, realizar a

conexdo entre os contetidos didaticos e as aplicacdes praticas do mundo moderno.

Conforme apresentamos no desenvolvimento deste trabalho, foi implementado um algoritmo
(Chord Test in Frequency) capaz de classificar um acorde musical a partir de sua gravac¢do sonora.
Internamente este algoritmo calcula a transformada de Fourier do sinal de entrada para obter
seu espectro, possibilitando a identificagdo das componentes em frequéncia que constituem este
acorde. Em seguida, aplica-se a equagd@o da escala temperada para estabelecer a relacdo entre
estas frequéncias e por fim, ocorre a classificacdo do acorde com base nas relagdes musicais
calculadas na etapa anterior.

O algoritmo desenvolvido neste trabalho serve de suporte tedrico e pratico para aqueles que

desejam estudar a misica com uma visdo mais ampla.
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Bl = FT(22051:44100-1); F1 = w(22051:44100-1); A = [Bl; F11];

% Extraindo as frequéncias dos impulsos com maiores amplitudes
fi = zeros(1,22051);

fprintf (*\nChord Test in Frequency - v2.1 (28/10/2019)");
fprintf (*\nAutor: Willsander\n’);

%$limiar = 0.27 (limiar padrédo médio)

fprintf (*\n(Limiar padrao = 0.27)\n’);

limiar = input (‘Insira o limiar de corte entre 0.01 e 0.9: 7);
el = 0; e2 = 0;

while (el == 0) || (e2 == 0)
j=1;

clc;

for i = 1:22049

if A(1, i) >= limiar

fi(l, 3) = A(2, 3);
else
fi(l, 3) = 0;
end
Jj = J+1;
end
V = nonzeros (fi); % lista com as frequéncias do sinal coletado

el = length(V);

if el ==
fprintf (*\nChord Test in Frequency - v2.1 (28/10/2019)");
fprintf (*\nAutor: Willsander\n’);
fprintf (*\nCHORD TEST RESULT: Limiar (%d) insuficiente.\n’, limiar);
limiar = input (‘Insira novo limiar de corte entre 0.01 e 0.9: 7);

else
f0 = V(1); % frequéncia da ténica
f12 = 2+f0; % frequéncia de truncamento

freq = zeros(l,length(V));

% Eliminando as frequéncias harmdnicas

for 1 = 1l:length (V)
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if v(i) < f12
freg(l,i) = V(i);
else
freq(l, i) = 0;
end

end

freq = nonzeros (freq);
% Calculando a relacgdo musical das frequéncias
int = zeros(l,length(freq));
for i = 1l:length(freq)

int (i) = num_intervalo(freqg(l), freqg(i));
end

[

% Eliminando os intervalos extremos do vetor, e pegando os elementos
% centrais, ou seja, gue possuem maior preciséo
int (1) = 0;

int = nonzeros (int);

e2 = length(int);

if e2 == 0
clc;
fprintf (*\nChord Test in Frequency - v2.1 (28/10/2019)');
fprintf (*\nAutor: Willsander\n’);

fprintf (*\nCHORD TEST RESULT: Limiar (%d) insuficiente.\n’, limiar);

limiar = input (‘Insira novo limiar de corte entre 0.01 e 0.9: ');

else

a = min(int); % menor intervalo considerado
b = int (length(int)); % maior intervalo considerado

for i = l:length(int-1)

if int (i) == a || int (i) == [l int(i)-1 == a || int(i)-1 == Db
[l int(i)+1 == a || int(i)+1 == b;
int (1) = 0;
end
end
int2 = max (int);
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[

% Ordenando os intervalos calculados
if int2 == 0
Num = [a,b,0];
elseif int2 > b
Num = [a,b,int2];
else
Num = [a,int2,b];

end

% Intervalos musicais calculados

N1 = Num(1l); N2 = Num(2); N3 = Num(3);

% Chamando a funcdo que identifica a tdnica do acorde

res = tonica (f0);

9990000000000000000000

fprintf (*\nChord Test in Frequency - v2.1 (28/10/2019)");
fprintf (*\nAutor: Willsander\n’);
fprintf (*\nCHORD TEST RESULT:\n’);

[)

if N3 ~= 0 % acordes tétrades

Q

% acorde maior com sétima maior
if (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 11)
sprintf (*Acorde: %$s7M\n’, res)

[

% acorde maior com sétima menor

elseif (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 10)
sprintf (*Acorde: %s7\n’,res)

% acorde menor com sétima

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 10)
sprintf (‘Acorde: %$sm7\n’,res)

% acorde menor com sétima maior

elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 11)
sprintf (‘Acorde: %sm7M\n’, res)

% acorde suspenso com sétima

elseif (N1 == 5) && (N2 == 7) && (N3 == 10)

sprintf (‘Acorde: %s7sus4\n’,res)

Q

% acorde meio diminuto
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elseif (N1 == 3) && (N2 == 6) && (N3 == 10)
[l (N1 == 3) && (N2 == 6) && (N3 == 11)

sprintf (*Acorde: %$sm7b5\n’, res)

[

% acorde maior com sexta maior
elseif (N1 == 4) && (N2 == 7) && (N3 == 9)
sprintf (‘Acorde: %s6\n’,res)
% acorde menor com sexta maior
elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) && (N3 == 9)
sprintf (‘Acorde: %$smé6\n’,res)
% acorde aumentado tétrade
elseif (N1 == 4) && (N2 == 8) && (N3 == 11)
sprintf (‘Acorde: %s7M5#\n’, res)
else
fprintf (*\nAcorde nao reconhecido!!!’);
fprintf (*\nReduza o limiar de corte e execute o programa
novamente! ! !'\n\n’);
Num
end
else % acordes triades
if (N1 == 4) && (N2 == 7) || (N1 == 5) && (N2 == 8)
sprintf (‘Acorde: %s\n’,res) % acorde maior
elseif (N1 == 3) && (N2 == 7) || (N1 == 3) && (N2 == 8)
sprintf (‘Acorde: %sm\n’,res) % acorde menor
elseif (N1 == 3) && (N2 == 0)
sprintf (‘Acorde: %sdim\n’,res) % acorde diminuto
elseif (N1 == 5) && (N2 == 7) || (N1 == 6) && (N2 == 8)
sprintf (‘Acorde: %ssus4\n’,res) % acorde suspenso
elseif (N1 == 4) && (N2 == 8)
sprintf (‘Acorde: %s5#\n’,res) % acorde aumentado
else
fprintf (*\nAcorde nao reconhecido!!!”’);
fprintf (*\nReduza o limiar de corte e execute o programa
novamente! ! '\n\n’) ;
Num
end

end

%% Esbogo dos graficos
figure; subplot(2,1,1); plot(t,y); title(‘'Sinal de entrada’);
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xlabel ('t [s]’); ylabel('x(t)’);

subplot (2,1,2); plot(w,FT); xlabel (' frequéncia [Hz]');
title(‘Espectro do Sinal de entrada’); ylabel (“IX(f)I|");
x1im([-4*f0 4%£f0]);

figure;

plot (w,FT); xlabel (‘frequéncia [Hz]’);

title(‘Espectro do Sinal de entrada’);
ylabel (M X(f)|7); x1im ([0 2x£f0]);

th = clock;

fprintf (‘Limiar de corte final: %d\n\n’,limiar);
fprintf (° END \n’);

fprintf ('%$s - %dh %dmin \n\n’,date,th(4),th(5));

end
end

end

A.2 Cédigo auxiliar 001

% Autor: Willsander de Jesus
> Data: 06/10/2019

Descricao:

0\0 \O

o\

(i) Este cdédigo cria os graficos de um acorde no dominio do tempo

o\

e da frequéncia;

o\

(ii) Reproduz um som sintético do acorde usando a fungdo "soundsc".

close all; clear; clc

Q

% Pardmetros de amostragem

fs = 44100; % frequéncia de amostragem padrdo para arquivos de musica
Ts = 1/fs;

t = 0:Ts:1-Ts;

N = 0:Ts:1-Ts;

n = length(N);

w = —fs/2:fs/2-1;

Q

% frequéncias do acorde dé maior
f1 261.63; f2 = 329.63; £3 = 392.00;
sin(2xpixflxt); y2 = sin(2+pixf2xt); y3 = sin(2xpixf3x*t);

vyl

plot (t,2xyl, ‘b’ ,t,1.5xy2, ‘r’,t,vy3, ‘g’ );
xlabel (‘t [s]’); ylabel (‘Amplitude’);
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title(‘Frequéncias do acorde D6 maior’); axis ([0 0.01 -2 21);
legend (‘F1 = 261.63Hz’, ‘F2 = 329.63Hz’, ‘F3 = 392.00Hz");
Y =yl + y2 + y3;

figure; plot(t,Y); xlabel ('t [s]’); ylabel (‘Amplitude’);

title (‘Acorde de D6 maior (C)’); axis ([0 0.10 -3 31);

figure; plot (w,2xabs (fftshift (fft(Y)))/n); axis([-500 500 0 1.11);
xlabel (‘frequencia [Hz]’); ylabel (‘Amplitude’);

title (TF do acorde D& maior (C)’);

soundsc (Y, £s);

A.3 Cédigo auxiliar 002

o

Autor: Willsander de Jesus
% Data: 06/10/2019

Descrigédo: Esta funcdo calcula a quantidade de semitons

o

o\

que existem entre duas notas musicais.

function [N] = num_intervalo (f0, fl)

o\

f0 - frequéncia da ténica

o\

fl - frequéncia desejada

o\°

n — numero de intervalos musicais entre f0 e fl
n = (12/log(2))+*(log(f1l)-log (£0));

if (n-floor(n))>=0.5
N = ceil(n); % arredonda pra cima
else
N = floor(n); % arredonda pra baixo
end
% Desconsiderar intervalos muito préximos da tdnica, pois
% as frequénciassdo muito prdéximas.
if N==1
N = 0;

end

fprintf (*\nEntre %dHz e $%$dHz existem %d ST.\n’,f0,fl1,N);

end
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A.4 Cddigo auxiliar 003

% Autor: Willsander de Jesus

% Data: 06/10/2019

% Descricdo: Essa funcdo identifica a tdnica de um acorde.
% Faixa de operacdo: 130.81Hz (Cl) até 4185,60Hz (C6).
function [ton] = tonica (f0)

%$ f0 - frequéncia da tdénica do acorde

f = 130.81; % frequéncia do Cl (nota de referéncia)

o\

utilizamos a nota Cl neste cdédigo, pois a maioria dos teclados

o

musicais possuem 5 oitavas, e portanto, comegcam nesta nota.

T = num_intervalo (f, £0);
clc;
% OBS.: Ao deslocarmos 12 semitons temos 1 oitava acima
if T == 0 || == 12 || T == 24 || == 36 || T == 48 || == 60
ton = ‘C’;
elseif T == 1 || == 13 || T ==25 || T == 37 || T == 49
ton = ‘Db’;
elseif T == || T ==14 || T ==26 || T == 38 || T == 50
ton = ‘D’;
elseif T == [| T==15 || T ==27 || T ==239 || T == 51
ton = ‘Eb’;
elseif T == [| T ==16 || T ==28 || T == 40 || T == 52
ton = ‘E’;
elseif T == [| T ==17 || T ==29 || T ==41 || T == 53
ton = “F’;
elseif T == 6 || T ==18 || T ==30 || T == 42 || T == 54
ton = ‘Gb’;
elseif T == [ T ==19 || T ==231 || T ==43 || T == 55
ton = ‘G’;
elseif T == || T ==20 || T==232 || T==244 || T == 56
ton = ‘Ab’;
elseif T == 9 || == 21 || T ==233 || T ==145 || T == 57
ton = ‘A’;
elseif T == 10 || T == 22 || T == 34 || T == 46 || T == 58
ton = '‘Bb’;
elseif T == 11 || T ==23 || T == 35 || T == 47 || T == 59
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ton = ‘B’;
else

ton = ‘X’; % caso nao reconheca a tdnica
end
end

A.5 Cadigo auxiliar 004

[

% Autor: Willsander de Jesus
% Data: 06/10/2019

% Descrigdo: Esta funcgdo calcula a frequéncia das 88 notas do piano.

clear; clc; close all;

55; % frequencia padrao do primeiro L& (A0)

T
Il

zeros (88,1);

o\

Equacgao da escala temperada
for 1i=0:87
F(i+l) = £x(27(1/12));

end

A.6 Frequéncias das notas musicais do piano
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Nota | Freq. | Nota Freq. Nota Freq. Nota Freq.
Ao 55,00 Ag 220,00 Ay 880, 00 Ag | 3520,00
Afo 58,27 | Afe | 233,08 | Af4 | 932,32 | Afg | 3729,28
By 61,74 B 246,96 By 987,84 Bg | 3951, 36
Co 65, 40 Cs 261,60 C, | 1046,40 | Cg | 4185,60
Cto | 69,29 | Cy | 277,16 | Ctq | 1108,64 | Clg | 4434,56
Dy 73,42 D, 293,68 Dy | 1174,72 | Dg | 4698,88
Dty | 77,78 | Do | 311,12 | Dty | 1244,48 | Dtg | 4977,92
Ey 82,41 B, 329,24 E, | 1318,56 | Eg | 5274,24
Fy 87,31 F 349,24 Fy 1396,96 | Fg | 5587,84
Fo | 92,50 | Fio | 370,00 | Fiy | 1480,00 | Fis | 5920,00
Gy 98,00 Go 392,00 Gy | 1568,00 | Gg | 6272,00
Gto | 103,83 | G | 415,32 | G4 | 1661,28 | Gfg | 6645,12
Ay 110,00 | As | 440,00 | As | 1760,00 | A; | 7040,00
Ay | 116,54 | Afs | 466,16 | Afs | 1864,64 | Af; | 7458,56
B 123,47 | Bs 493, 88 Bs | 1975,52 | By | 7902,08
Ch 130,81 | Cjs 523,24 Cs |2092,96 | C; | 8371,84
Cty | 138,59 | Cts | 554,36 | CHr | 2217,44 - -

D, | 146,83 | Djs 587,33 D5 | 2349,30 - -

D4, | 155,56 | Dis | 622,26 | Dis | 2489,00 - -

FE; 164,81 | FEs 659, 26 E5 | 2637,00 - -
F 174,61 | FE3 698, 46 Fs | 2793,80 - -
Ft, | 185,00 | Fis | 740,00 | Ffs | 2960,00 - -
Gyp | 196,00 | G3s 784,00 Gs | 3136,00 - -
Gt | 207,65 | Gz | 830,60 | Gis | 3322,4 - -

Tabela 14: Frequéncia (em Hz) das 88 notas do piano.
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A.7 Quadro Resumo das defini¢Ges musicais utilizadas no trabalho

A8
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Semitom menor distancia entre dois sons na musica ocidental
Tom distancia dada por dois semitons
Notas naturais notas que ndo sofrem varia¢des na altura
Acidentes alteracdes que modificam a altura das notas
Sustenido () eleva a nota 1 semitom
Bemol (b) abaixa a nota 1 semitom
Escala diatdnica sucessao de 8 notas naturais
Oitava® extensdo de uma escala diatdnica
Oitava® intervalo formado por 12 semitons
Oitava® trecho do piano que contém 12 teclas distintas

1 oitava acima

Nota musical situada na oitava seguinte (Ex: C; — Cs)

1 oitava abaixo

Nota musical situada na oitava anterior (Ex: C; — Cyp)

Enarmonia notas com mesmo som, porém nomes diferentes
Escala combinag¢do sucessiva de notas musicais
Acorde combinagdo simultinea de 3 ou mais notas musicais

Acorde triade

combinac¢do simultinea de 3 notas musicais

Acorde tétrade

combinag¢do simultinea de 4 notas musicais

Tonica

primeira nota de um acorde na sua forma padrdo

Tabela 15: Quadro Resumo.

Graficos de barras dos limiares de corte

Limiares de corte

Limiares obtidos para os acordes triades

10

00 02 04 06 08

Acordes triades analizados que convergiram

Figura 63: Gréfico de barras 1 (dados da Tabela (12)).
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Limiares obtidos para os acordes tétrades

10

Limiares de corte

Acordes tétrades analizadas que convergiram

00 02 04 06 08

Figura 64: Grafico de barras 2 (dados da Tabela (13)).

A.9 Teorema de Convergéncia da Série de Fourier
Antes de enunciarmos o teorema de convergéncia de Fourier precisamos definir fungdo
seccionalmente continua (apresentada por [2]).

Definicao 20. Uma fungdo é dita seccionalmente continua em um intervalo a <t < b se este
intervalo pode ser dividido por um niimero finito de intervalos a =ty < t; < ... <t, = bde

modo que:

1. f é continua em cada subintervalo aberto t;_1 <t < t;;

2. f tende a um limite finito nas extremidades de cada subintervalo.

A Figura 65 mostra o grifico de uma func¢io seccionalmente continua.

Teorema 1 (Teorema de Convergéncia da Série de Fourier). Suponha que f e f' sdo seccional-
mente continuas no intervalo —L <t < L e que f estd definida fora do intervalo —L <t < L

de modo a ser periodica com periodol’ = 2L. Entdo f tem uma série de Fourier

F(t) = % + f: [an cos (nwot) + by sen (nwot)]

n=1

cujos coeficientes sdo dados por

1 [k
anz—/ f (%) - cos (nwot) dt, n=20,1,2,...;
LJ_p
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Figura 65: Uma funcdo seccionalmente continua.

1 L
- f/ F(£) - sen (nwot) dt,  n=1,2,...
LJ_

onde wy = 27 /T = w/L. A série de Fourier converge para f(t) em todos os pontos onde | é

continua e converge para [f(t4) + f(t-)]/2 onde f é descontinua.

As notacdes f(cy) e f(c—) sdo utilizadas para denotar, respectivamente, os limites laterais

a direita e a esquerda de um valor c:

fleqr) = lim f(t);

fleo) = lim £(t)

A.10 Demonstragio da Série de Fourier Complexa

Podemos expressar a Série de Fourier de uma fungéo f(t) por:

SF[f(t)] = — + Z ap, cos (nwot) + by, sen (nwot)]

n=1

*/

= / - cos (nwot) dt,

)
2

onde

by, = ;/TT+ f(t) - sen (nwot) dt.
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Aplicando a relacdo de Euler, equagdo (73), podemos reescrever a Série de Fourier em

termos de exponenciais complexas:

ejg — cos (0) +jsen (0)’ Onde ] = \/jl (73)

Desta forma temos,
/"0t = cos (nwot) + j sen (nwot), (@)
eIt — cos (nwot) — j sen (nwot). (b)

Fazendo (a) + (b) e (a) — (b), obtemos respectivamente

ejnwot + efjnwot ejnwot _ e*jnwot

cos (nwot) = ——5 —— ¢ sen (nwot) = 5
J

Substituindo estes resultados na Série de Fourier obtemos:

ao e eJnwot + e~ Jnwot ednwot _ o—jnwot
Flf(t)] = — n | —mM8M8m bp| — ———————
SFIf ()] 2+§_j[( ) e (T

SFUfW) =2 +Y { (“2 ; 23) 4 e inot (“2 - QJ)]

n=1
SFIf(t)] = @ N 1 — b Jjnwot 1 ib —jnwot
O] =2+ 3 |5 an = o) 0 + 2 (an + jba) e |
n=1

Definindo
Cn = % (an - ]bn) (74)

observamos que o conjugado de ¢, é dado por
cp = 5 (an + jbn)

€ podemos escrever

ao - ao - Jnw * _—Jnw
SE[f(t)] = 5 + Z [an, cos (nwot) + by, sen (nwot)] = > + ,; [cne?™ 0t 4 ¢ eIt ]

n=1

Aplicando as férmulas dos coeficientes da série, também podemos observar que
) T+T ) T+T
an = T/ f(#) - cos (nwot) dt = T / f(#) - cos (—nwot) dt = a_,

2

T+T
2 / F(t) - sen (—nwot) dt| = —b_,

2

T+T
bn = T/T " f(t) - sen (ijot) dt = —
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€ assim,

(afn - ben) =C-n

N~

1
C;kL = 5 (an +jbn) =

logo,

SF[f(t)] = % + 3 [ene?™ 0t 4 c_peminent],

n=1

Este somatério pode ser simplificado tomando n € Z*, ou seja,

SFIf()] = % + Y cpedmn,

nez*

. a
Definindo ¢y = 50 temos

_ao_l 2 T+T _ 1 T+T
=% _2'T/T f(t)dt—T/T F(t) di.

1
Sendo ¢,, = 3 (an — jb,) também temos

T+T T+T
en =~ (@ — jbn) = - <2/ " f(t)-cos(nwot)dt—j%/ ) - sen () dt) _

T
T+T
/ f(t)emdmwot dt] )

Aplicando estes resultados e o teorema de convergéncia de Fourier, finalmente podemos

1

T+T
/T f (@) (cos (nwot) — jsen (nwot)) dt T

escrever

F(t) = SFIF®] = co+ 3 cael™t,

nezZ*

e como ¢y = ¢p - €° podemos incluir este termo no somatorio e escrever

fi) = Z cpelnwot = i cpelmeot (75)

nez n=-—oo

O célculo do coeficiente ¢y também pode ser obtido aplicando n = 0 na equagdo que define c,,

portanto, temos uma férmula geral para os coeficientes:
1 T+T )
Cn = —/ f(t)e Imeot gt (76)
T T

A equacgio (75) é conhecida como Série de Fourier Complexa.
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