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Resumo

Uma cadeia de Markov € um caso particular dos processos estocdsticos. Suas aplica¢des aparecem
em diversas dreas tais como a fisica, meteorologia, biologia, teoria dos jogos. Dentro da teoria das
cadeias de Markov, ha um caso especial denominado cadeia absorvente de Markov, que fornece
resultados com grande potencial de aplicacdo. Desta forma, este trabalho tem por objetivo
apresentar uma aplica¢do das cadeias absorventes de Markov, que consiste em determinar
indicadores educacionais do ensino médio dos campus do Instituto Federal do Sudeste de
Minas Gerais. Para realizar esta aplicacdo, utilizou-se dados do Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira. Posteriormente, os resultados obtidos para os campus
foram comparados, mostrando que ndo hd muita variacdo entre indicadores educacionais de
campus distintos.

Palavras-chave

Cadeias de Markov, Probabilidade de transi¢ao, Matriz de transi¢do, Estados absorventes.

1 Introducao

De acordo com [5], o surgimento das cadeias de Markov estd associado ao ma-
tematico russo Andrei Andreyevich Markov. Este, iniciou uma teoria para analisar
processos que tinham a propriedade de “perda de memdria", isto €, processos em

que as experiéncias anteriores ndo influenciam nas experi€ncias futuras.

Hoje, sabe-se que as cadeias de Markov sao um tipo especial de processos
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estocdsticos. Para [1], um processo estocdstico € um modelo matemético que evolui

ao longo do tempo de forma probabilistica.

Este tipo de processo estocastico possibilita a andlise e previsdo de diversos
sistemas. Segundo [7] "Por si s6, as Cadeias de Markov tem um vasto campo de
aplicagcdo nas mais diversas dreas de conhecimento, tendo precisao consideravel

nos resultados encontrados e papel destacdvel no campo das probabilidades."

Um tipo especial das cadeias de Markov que € utilizada em diversas aplicacdes,
¢ a cadeia absorvente de Markov. Suas aplica¢des permitem analisar situacdes que
vao desde a determinacdo de indicadores educacionais, como mostra este trabalho
e a obra [8], até a analise do processo produtivo de filé congelado de pescada, como

pode ser observado na obra [3].

Utilizando-se da teoria das cadeias de Markov, este trabalho tem por objetivo
determinar, de forma probabilistica, indicadores educacionais do Instituto Federal
do Sudeste de Minas Gerais (IF SUDESTE MG).

Para desenvolver tal trabalho, recorreu-se aos dados do Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep) dos anos de 2016, 2017 e
2018. Os dados utilizados foram as taxas de aprovacgao, reprovacao e abandono do
ensino médio do IF SUDESTE MG dos campus Barbacena, Juiz de Fora, Muriaé e
Rio Pomba. E importante destacar que o campus Santos Dumont nio foi utilizado
por ndo haver dados suficientes para a andlise. Além disso, foram desconsiderados
os campus Bom Sucesso, Cataguases, Manhuacu, Sao Joao del-Rei e Ub4, por ndo

conterem o ensino médio.

Os indicadores educacionais que foram determinados sdo: o tempo médio
esperado de permanéncia em cada série, o tempo médio necessdrio para sair do

ensino médio e as probabilidades de abandono e término.
2 Referencial Teérico

Neste topico, apresenta-se, de forma breve, a teoria necessdria para a

compreensdo da aplicacdo que serd abordada a seguir.

Definicao 2.1. (Probabilidade) Sejam FE um experimento aleatério e A
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um evento do espago amostral (2. A probabilidade do evento A ocorrer é uma
func¢do P(A) que associa um evento a um nimero real, satisfazendo as seguintes

condigdes:

c0<PA)<1 VAe
s P(2)=1;

* Se A e B sdo dois eventos mutuamente exclusivos, isto é, AN B = &, tem-se
que: P(AUB) = P(A) + P(B).

Definicao 2.2. (Probabilidade Condicional) Sejam £ um experimento aleatdrio
e A, B eventos do espago amostral {2, em que P(B) > 0. Assim, a probabilidade

condicional de A ocorrer dado que B ocorreu € definida por:

P(ANB)

P(AIB) = =5

Definicao 2.3. (Variaveis Aleatdrias) Seja £/ um experimento aleatério com
espaco amostral 2. Diz-se que uma fun¢do x é uma varidvel aleatdria, se associar

cada elemento w € (2 a um ndmero real, z(w).

Definicdo 2.4. (Processos Estocasticos) Define-se formalmente um Pro-
cesso estocastico X = {x;|t € T’} como uma familia de varidveis aleatérias. T é
denominado espago de pardmetros, que pode ser continuo, com 7' = [0, oo[, ou
discreto, com 7' = {1, 2,3, ...}.

No processo X, todas as varidveis estdo definidas sobre 0 mesmo espago
amostral e o contradominio de todas as varidveis aleatdrias € denominado espago
de estados do processo e é denotado por E. Se E' € discreto, diz-se que 0 processo

estocdstico € discreto, e se £ é continuo, diz-se que o processo € continuo.

Algumas situa¢des podem ser modeladas por processos estocdsticos, como por
exemplo, variagdes de niveis de estoque, variacdes na qualidade de produtos, a

evolucdo do nimero de desempregados num pais, dentre outras.

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2020 3



RMAT: v.2 pp:4-16 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

Definicao 2.5. (Processos Markovianos) Um processo estocdstico é deno-

minado processo markoviano quando:

P<Xn+1 - $n+1|Xn = Tn, Xn—l = Tn-1, --'7X0 - 370) = P(Xn+1 = xn+1|Xn - xn)

Isso significa que a probabilidade condicional de qualquer evento futuro, dado
qualquer evento passado e o estado presente, € igual a probabilidade de qualquer
evento futuro, dado apenas o estado presente. Em outras palavras, um processo
estocdstico € denominado processo markoviano quando o estado futuro depende

apenas do estado presente.

Definicdo 2.6. (Cadeia de Markov) Uma Cadeia de Markov é um pro-
cesso markoviano que estd definido em espaco de estados discretos .

Definicio 2.7. (Probabilidade de transicdo) Seja {X,} uma Cadeia de
Markov com espago de estados E' e seja x,y € E. A probabilidade

P(Xpy1 =yl X, = 2),

€ conhecida como probabilidade de transicao do estado x no tempo n ao estado y

no tempo n + 1.

Se para cada X,, e X,, | tem-se que:
P(Xnp1 = ylXn = z) = P(Xy = y[Xo = x)

entdo, as probabilidades de transicao sao chamadas de estaciondrias. Isto significa
que a probabilidade de transi¢do de um determinado estado para outro nao muda

com o passar do tempo. Esta probabilidade também pode ser denotada como p, .

Teorema 2.1. Seja {X,} uma Cadeia de Markov com probabilidades de
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transi¢@o estaciondrias e tome x, y € E,com E = {1,2,...,n}. Entdo

Doy = 0

Zp:p,y =1

yekE

Demonstragdo: Como p, , representa uma probabilidade, entdo satisfaz a primeira

condi¢do da definigdo 2.1., ou seja, p,, > 0. E

D pey = P(Xpo1 = X, = 1) + P(Xp1 = 2|X, = 2) + ...+ P(X, 1 =
yeE
o Xp=2)4+...+(Xos1 =yl Xo=2)+...+ (Xpy1 =n|X, =2)

Como a soma percorre todo o espago amostral, dado que X,, = =z, entdo
> pay=PQ) =1
yekr

As probabilidades de transi¢do de uma Cadeia de Markov podem ser descri-

tas de forma simplificada, por meio de uma matriz, denominada matriz de transi¢ao.

Definicio 2.8. (Matriz de transicdo) Seja {X,} uma Cadeia de Markov
com espago de estados £ = {0,1,2,...,n} e com probabilidades de transi¢ao

estaciondrias. Assim, a matriz de transicao associada a essa Cadeia de Markov é

dada por:
Poo Po1 --- Pon
Pio P11 --- Pin
po| e
pn,(] pn,2 cee pn,n

Pelo teorema 2.1. tem-se que a soma dos elementos das linhas da matriz de

transicdo serd sempre igual a 1.
Além das probabilidades de transi¢do e da matriz de transi¢ao, uma Cadeia de
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Markov pode possuir uma distribui¢do inicial de probabilidade.

Definicio 2.9. (Distribuicdo inicial de probabilidade ) Seja {X,} uma
Cadeia de Markov com espacgo de estados E e com probabilidades de transi¢dao

estaciondrias. A fun¢do 7(z), z € E definida por

€ denominada distribuicao inicial de probabilidade. Essa fun¢do fornece as proba-

bilidades associadas a cada estado no tempo 0.

As cadeias de Markov também possuem uma classificagdo acerca de seus
estados. Esta classificacdo leva em consideragdo as probabilidades de transicao
entre tais estados. Neste trabalho, serd apresentado apenas uma classificacao,

conhecida como estado absorvente.

Estado absorvente: Um estado k£ é classificado como absorvente quando,

uma vez alcancado, o processo nunca safra deste estado, ou seja, py 1, = 1.

O conceito de estados absorventes permite analisar o principal ponto da teoria
para este artigo, que sdo as cadeias absorventes de Markov. Este novo tipo de
Cadeia de Markov necessita de que a matriz de transi¢do seja organizada de forma
diferente, levando em conta a transicao entre estados absorventes e ndo absorventes.

Desta forma, a matriz de transicdo deve possuir o seguinte formato:

N : A

em que:

* N é um bloco quadrado cujas as linhas e colunas sdo compostas por estados

nao absorventes;

e A é um bloco cujas as linhas sdo compostas por estados ndo absorventes e as
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colunas por estados absorventes;

* O é um bloco nulo, cujas as linhas sdo formadas por estados absorventes e as

colunas por estados nao absorventes;

e [ é um bloco quadrado (matriz identidade) cujas as linhas e colunas sdo

formadas por estados absorventes.

De acordo com [3], essa abordagem pode fornecer o nimero esperado de
passos antes de o processo ser absorvido, o nimero esperado de vezes que o
processo se encontra em qualquer estado ndo absorvente e a probabilidade de

absorc¢do por qualquer estado absorvente.

Segundo [2], a matriz (I — N) ™' fornece o nimero esperado de passos que um
processo estd em cada estado nio absorvente, antes da absor¢io e (I — N)™' x A

fornece a probabilidade de absor¢do dos estados absorventes.

O aprofundamento dos conceitos apresentados encontram-se nas obras [9] e

[6].

3 Metodologia

Para determinar os indicadores educacionais dos quatro campus do IF SU-
DESTE MG (Barbacena, Juiz de Fora, Muriaé e Rio Pomba), analisou-se os dados
do Inep [4] de trés anos consecutivos (2016, 2017, 2018) de cada campus. Os
dados analisados foram as taxas de aprovacdo, reprovacdo e abandono das trés
séries de Ensino Médio. Ao fim da andlise, foram calculadas as médias desses trés

anos, em cada campus, e os dados podem ser verificados na Tabela 1.

Tabela 1: Indicadores educacionais em % dos campus do IF SUDESTE MG

Barbacena 90 93,9 97,533 9,267 5,867 1,433 0,733 0,233 1,034
Juiz de Fora 80,3 86,433 98,967 17,533 11,967 1,033 2,167 1,6 0
Muriaé 82,133 94,433 97,266 16,833 3,567 1,667 1,034 2 1,067
Rio Pomba 85,133 87,533 97,733 10,1 9,833 1,567 4,767 2,634 0,7

Fonte: Autor
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Utilizando as cadeias absorventes de Markov, temos que a matriz de transi¢cao
para o ensino médio, cujo os estados s@o 1° ano, 2° ano, 3° ano, término e abandono,

¢ dada por:

i1 P2 O 0 pis

0 p22 p23 0 pos

Pe=10 0 ps3 DP3a Dss
0 0 0 psa O

0 0 0 0 pss

em que k = {Barbacena, Juiz de Fora, Muriaé e Rio Pomba}.

As probabilidades de transicao sdo identificadas como:

* p;;comi = 1,2, 3 representa a probabilidade de permanecer na mesma série;

*pijcomi = 1,2ej = i+ 1 representa a probabilidade de passar para a

proxima série;
* p3 4 representa a probabilidade de término do ensino médio;
* piscomi = 1,2, 3 representa a probabilidade de abandono na série ¢;

* pii,comi = 4, 5 representa probabilidades de absor¢do, em que py 4 = ps 5 =
1.

E fécil verificar que os estados 1° ano, 2° ano e 3° ano ndo sdo absorventes
enquanto os estados término e abandono sdo absorventes. Assim, conhecendo
o formato da matriz de transi¢cdo para cada campus, pode-se obter os seguintes

resultados:

* Os tempos médios esperados de permanéncia em cada série. Para isso, analisa-
se os elementos diagonais da matriz O, = (I — N)~ !, com k = {Barbacena,

Juiz de Fora, Muriaé e Rio Pomba};

* Os tempos médios necessarios para cada série (estado) ser absorvida. Para
calcular esses tempos médios, soma-se as linhas da matriz Oy, com k =

{Barbacena, Juiz de Fora, Muriaé e Rio Pomba};
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* As probabilidades de término e abandono, através da matriz R, = (I —
N) ' x A= 0 x A, em que k = {Barbacena, Juiz de Fora, Muriaé e Rio
Pomba}.

4 Resultados e Discussoes

Neste topico, serd apresentado dados obtidos através da metodologia apresen-
tada anteriormente, assim como comparagdes, afim de trazer conclusdes para os
dados.

4.1 Apresentacio e resultados dos Dados

Para cada campus do IF SUDESTE MG, pode-se obter os seguintes resultados:

Barbacena

Para o campus Barbacena, tem-se a seguinte matriz de transicao.

0,09267 0,9 0 0  0,00733
0  0,05867 0,939 0  0,00233
pP= 0 0  0,01433 0,97533 0,01034
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Conhecendo a matriz de transi¢do, pode-se determinar os tempos médios
esperados de permanéncia em cada série por meio dos elementos diagonais da
matriz O = (I — N) .

1,10214 1,05375 1,00385
0= 0 1,06233 1,01203
0 0 1,01454

Da matriz O, verifica-se que os tempos médios esperados (em anos) de per-
manéncia no 1° ano, 2° ano, 3° ano sdo, respectivamente, 1,10214, 1,06233,

1,01454. Ja o tempo médio necessario para cada estado ser absorvido, isto &,
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o tempo médio necessdrio (em anos) para que o aluno da i-ésima série saia do

sistema, € dado pelo vetor:

3,15974
2, 07436
1,01454

que é obtido através da soma das linhas de O. Desta forma, um aluno do 1° ano
demora, em média, 3, 15974 anos para sair do ensino médio. Um aluno do 2° ano

demora, em média, 2, 07436 anos e um do 3° ano gasta, em média, 1, 01454 anos.

Para determinar as probabilidades de término e abandono, utiliza-se a matriz
dada por R = O x A. Logo,

0,97909 0,02091
R=10,98706 0,01294
0,98951 0,01049

Os elementos da primeira coluna da matriz indicam as probabilidades de
término e os elementos da segunda coluna indicam as probabilidades de abandono.
Desta forma, um aluno do 1° ano possui 0, 97909 de chance de terminar o ensino
médio e 0,02091 de chance de abandonar. Um aluno do 2° ano possui 0, 98706
de chance de terminar e 0.01294 de chance de abandonar. E um aluno do 3° ano

possui 0.98951 de chance de terminar e 0.01049 de chance de abandonar.

Juiz de Fora

A matriz de transi¢@o associada ao campus de Juiz de Fora é dada por:

0,17533 0,80300 0 0 0,02167

0 0,11967 0, 86433 0 0,01600
P = 0 0 0,01033 0,98967 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2020 10



RMAT: v.2 pp:11-16 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

Logo, pode-se determinar a matriz O.

1,21261 1,10609 0,966
0= 0  1,13594 0,99207
0 0  1,01044

Assim o tempo médio esperado de permanéncia nos estados 1° ano, 2° ano,
3° ano sao, respectivamente, 1,21261, 1,13594, 1,01044 anos. Dai, o vetor de

tempo médio necessario para cada estado ser absorvido é:

3,2847
2,12801
1,01044

Isto indica que um aluno do 1° ano gasta, em média, 3, 2847 anos para sair do
ensino médio. Um aluno do 2° ano demora, em média, 2, 12801 anos e um do 3°

ano gasta, em média, 1, 01044 anos.

Por fim, a matriz que determinar as probabilidades de término e de abandono

[€N

0,95603 0, 04397
R=|0,98183 0,01817
1 0

E importante verificar nesta matriz que um aluno do 3° ano do ensino médio
deste campus ndo possui probabilidade de abandono, ou seja, uma vez atingido o
estado 3° ano, o unico destino possivel € o término do curso. Além disso, um aluno
do 1° ano possui 0,95603 de chance de terminar o ensino médio e 0,04397 de
chance de abandonar. E um aluno do 2° ano possui 0, 98183 de chance de terminar
e 0.01817 de chance de abandonar.
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Muriaé

O campus Muriaé possui a seguinte matriz de transi¢cao:

0,16833 0.82133 0 0 0,01034
0 0,03567 0,94433 0 0,02
P = 0 0 0,01667 0,97266 0,01067
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Desta forma, a matriz O é:

1,2024 1,0241 0,98348
0= 0 1,03699 0, 99586
0 0 1,01695

Verifica-se que o tempo médio esperado de permanéncia no estado 1° ano é
1, 2024 anos, no estado 2° ano € 1, 03699 anos e no estado 3° ano € 1, 01695 anos.

Segue que o vetor de tempo médio necessario para cada estado ser absorvido é:

3,20998
2,03285
1,01695

em que 3, 20998 € o tempo gasto, em média, para que um aluno do 1° ano saia do
ensino médio. 2, 0328 é o tempo gasto, em média, para que um aluno do 2° ano
saia do sistema e 1,01695 é o tempo gasto, em média, para que um aluno do 3°

ano saia do sistema.

A matriz de probabilidades de término e abandono é dada por:

0,95659 0, 04341
R=|0,96863 0,03137
0,98915 0,01085
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Um aluno do 1° ano possui 0, 95659 de chance de terminar o ensino médio e
0, 04341 de chance de abandonar. Um aluno do 2° ano possui 0, 96863 de chance
de terminar e 0,03137 de chance de abandonar. E um aluno do 3° ano possui
0,98915 de chance de terminar e 0, 01085 de chance de abandonar.

Rio Pomba

A matriz de transi¢do do campus Rio Pomba é:

0,101 0,85133 0 0 0,04767
0 0,09833 0,87533 0 0,02634
P = 0 0 0,01567 0,97733 0,007
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Dai, a matriz O é dada por:

1,11235 1,05025 0.93395
0= 0  1,10905 0,98624
0 0  1,01592

Desta matriz, verifica-se que o tempo médio esperado de permanéncia no
estado 1° ano € 1, 11235 anos, no estado 2° ano € 1, 10905 anos e no estado 3° ano
€ 1,01592 anos. O vetor de tempo médio necessdrio para cada estado ser absorvido

z

c:

3.09655
2.09529
1.01592

Desta forma, um aluno do 1° ano demora, em média, 3.09655 anos para sair
do ensino médio. Um aluno do 2° ano demora, em média, 2.09529 anos e um do 3°

ano gasta, em média, 1.01592 anos.

A matriz que fornece as probabilidade de término e abandono é:
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0.91277 0.08723
R =10.96388 0.03612
0.99289 0.00711

Logo, um aluno do 1° ano possui 0.91277 de chance de terminar o ensino
médio e 0.08723 de chance de abandonar. Um aluno do 2° ano possui 0.96388
de chance de terminar e 0.03612 de chance de abandonar. E um aluno do 3° ano

possui 0.99289 de chance de terminar e 0.00711 de chance de abandonar.

4.2 Discussao e Comparacoes dos Dados

Para sintetizar os dados obtidos, serdo apresentados a seguir tabelas comparati-

vas dos trés indicadores analisados.

Tabela 2: Tempo médio esperado (em anos) de permanéncia em cada série

Barbacena 1.10214  1.06233 1.01454
Juiz de Fora ~ 1.21261 1.13594  1.01044

Muriaé 1.20240  1.03699 1.01695
Rio Pomba 1.11235 1.10905 1.01592

Fonte: Autor

Para todos os campus, nota-se que o tempo médio esperado de permanéncia
em cada série reduz a medida que se avanca de série. Além disso, o campus Muriaé,
que apresenta o segundo maior tempo para o 1° ano, reduz consideravelmente no
2° ano, tornando-se o campus com menor tempo de permanéncia. J4 o campus Juiz
de Fora, possui o maior tempo para o 1° ano e também o menor tempo para o 3°

ano. Por fim, todos os campus apresentam tempos proximos para o 3° ano.

Tabela 3: Tempo médio esperado (em anos) para cada estado ser absorvido

Barbacena 3.15974  2.07436 1.01454

Juiz de Fora 3.2847 2.12801 1.01044

Muriaé 3.20998  2.03285 1.01695

Rio Pomba 3.09655  2.09529 1.01592
Fonte: Autor

Pela Tabela 3, percebe-se que o campus Juiz de Fora apresenta o maior tempo
médio para o estado 1° ano ser absorvido e o menor tempo médio para o estado

3° ano. Analisando os campus Juiz de Fora e Rio Pomba no 1° ano, nota-se que
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ha uma diferenca de aproximadamente 0, 19 anos, isto €, por volta de 69 dias de
diferenca. Novamente, os campus apresentam tempos proximos para o terceiro

ano.

Tabela 4: Probabilidades de término e abandono

Barbacena 0.97909 0.98706  0.98951 0.02091 0.01294 0.01049
Juiz de Fora  0.95603 0.98183 1 0.04397 0.01817 0
Muriaé 0.95659 0.96863 0.98915 0.04341 0.03137 0.01085
Rio Pomba 0.91277 0.96388 0.99289 0.08723 0.03612 0.00711
Fonte: Autor

Ja pela Tabela 4, é possivel notar que em todos os campus, a probabilidade de
um aluno terminar o ensino médio aumenta a medida que se avanca nas séries. Ja a
probabilidade de abandonar reduz com o avango. O campus Rio Pomba, apresenta
0 maior aumento de probabilidade de término do 1° para o 3° ano, enquanto o
campus Barbacena possui o menor. Além disso, Juiz de Fora € o inico campus que

apresenta probabilidade 1 em alguma série.
5 Conclusao

As cadeias de Markov fornecem métodos praticos para andlise e previsao
de sistemas. O método utilizado neste trabalho possibilitou obter os tempos
médios esperados de permanéncia em cada série, os tempos médios esperados de

permanéncia no sistema e as probabilidades de término e abandono.

Ao apresentar esta andlise dos indicadores educacionais do IF SUDESTE MG,
do ponto de vista probabilistico, verificou-se que todos 0os campus apresentam

resultados muito semelhantes € com poucas variagdes.

Desta forma, sugere-se para trabalhos futuros, uma andlise dos dados obtidos
levando em consideracdo fatores educacionais. Este estudo também pode ser repli-
cado em outros contextos educacionais, a fim de contribuir para o aperfeicoamento

das institui¢des de ensino.
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