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Resumo
Neste estudo abordam-se as equacdes de diferencas lineares e homogéneas de segunda
ordem com coeficientes reais e constantes, apresentando o conjunto solugdo das
mesmas e um problema da Biologia modelado por este tipo de equagdo.
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1 Introducao

Neste trabalho apresenta-se um estudo das equagdes de diferencas lineares e
homogéneas de segunda ordem com coeficientes reais constantes. Aborda-se, também,
um problema biolégico, apresentado no livro Mathematical Models in Biology da autora
Leah Edelstein - Keshet, sobre crescimento da populacéo de plantas anuais relacionando-
se, assim, os resultados tedricos com uma aplicacdo bioldgica. Simula¢des do problema

utilizando-se o software Excel também sdo apresentadas.

2 Equacoes de diferencas

2.1 Conceito inicial de equacoes de diferencas

As equagdes de diferencgas ou equacdes de recorréncia sdo aquelas com variagdes
discretas. Para uma melhor compreensao desse conceito, vamos analisar a seguinte
situag@o-problema (que foi extraida de uma video-aula do professor Luciano Monteiro
de Castro - programa PAPMEM do Instituto de Matemadtica Pura e Aplicada, consulte
[5]): considerando uma superficie retangular de dimensdes 2 x n (n inteiro positivo
maior ou igual a 1) em que 2 € a altura e n a base (veja Figura 1). De quantas maneiras
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podemos colocar de forma justaposta (ou seja, sem que haja sobreposi¢do) n "laminas"
retangulares indistinguiveis de dimensdes 2 x 1 para obtermos uma cobertura exata

desta superficie?

Figura 1: Superficie retangular de dimensdes 2 x n.
Fonte: os autores.

Solucao. No caso n = 1, a fronteira da superficie obtida é o retingulo de dimensdes
2 x 1. E facil notar a existéncia de apenas uma maneira para colocar essa tinica lamina
de modo a obtermos a cobertura solicitada. Por outro lado, para n > 2, o nimero de
maneiras de se colocar as n laminas para obtermos a cobertura solicitada ndo € Unico.
Inicialmente notemos que n > 2 possibilita a colocagdo da primeira lamina tanto na
direcdo da fronteira de dimensdo n (que iremos expressar como dire¢do horizontal),
quanto na direcdo da fronteira de dimensao 2 (que indicaremos como direcdo vertical)
e, para uma melhor visualizac@o desse fato, considere, por exemplo, n = 5 e vejamos
algumas formas de obter a cobertura da superficie cuja fronteira serd um retangulo de

dimensodes 2 x 5:

1) aprimeira ldmina colocada na dire¢do vertical, em seguida duas laminas justapostas
na direcdo horizontal e finalizando com as duas dltimas 1aminas também justapostas

na direcdo horizontal;

|
|

|
|

Possibilidade 1: Cobertura da superficie retangular de dimensdes 2 X 5.

Fonte: os autores.

2) as duas primeiras 1dminas colocadas justapostas na dire¢do horizontal, em se-
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guida uma lamina na dire¢ao vertical e finalizando com as duas dltimas laminas

justapostas na direg@o horizontal;

|
|

|
|

Possibilidade 2: Cobertura da superficie retangular de dimensdes 2 x 5.

Fonte: os autores.

3) as duas primeiras ldminas colocadas justapostas na direc@o horizontal e, em seguida,

trés laminas na direcao vertical;

|

|

Possibilidade 3: Cobertura da superficie retangular de dimensdes 2 x 5.

Fonte: os autores.

Outras maneiras podem ser obtidas, com raciocinios semelhantes. Antes de bus-
carmos a solugdo do problema proposto, € interessante observar a existéncia de duas
quantidades que assumem valores varidveis nessa situacdo, mas apenas valores inteiros

positivos:

(7) adimensdo varidvel da superficie retangular (varidvel independente), serd denotada

por n;

(i¢) o ndmero de maneiras que podemos colocar as n 1dminas retangulares (varidvel

dependente) serd denotada por M,,.

Assim, é razodvel notar que M,, é funcdo de n. Também, como n pode assumir
apenas valores na sequéncia (z,,) = (1,2,3,4,--- ,n,- -+ ), conclui-se que as variagcdes
entre quaisquer termos de (z,,) séo discretas e, consequentemente, também sdo discretas

as variagdes entre os termos da imagem dos termos de (z,,). Objetivando determinar a
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solucdo do problema proposto, iniciemos a resolucdo do mesmo atribuindo a n valores
que nos possibilitem uma manipulacio direta, de modo que possamos determinar o
valor de M,,. Em seguida, tentaremos visualizar se existe alguma relagc@o entre esses
resultados obtidos e, para ndo ignorar nenhuma maneira de cobrir a superficie e nem
contabilizar alguma(s) dessas maneiras mais de uma vez, vamos adotar a seguinte

notacao:

N1) 1 para indicar uma ldmina colocada na posicéo vertical;

N2) = para indicar duas l1aminas colocadas justapostas na posi¢do horizontal.
Com a notag¢ao estabelecida, temos:

(i) paran = 1, tem-se que M7 = 1 e a Unica possibilidade € 7;

(it) paran = 2, a fronteira da superficie é o retingulo de dimensdes 2 x 2. Nesse caso,

temos as seguintes possibilidades: 11 ou =. Logo M, = 2;

(#i1) paran = 3, a fronteira da superficie é o retdngulo de dimensdes 2 x 3 e as maneiras

possiveis de cobrirmos a superficie sdo: 111, 7= ou =1. De modo que M3 = 3.

(iv) paran = 4, a fronteira da superficie é o retingulo de dimensdes 2 X 4 e, desta

forma, as maneiras possiveis sdo:

T, 133, 1531, S35

Dai M, = 5;

(v) paran = 5, a fronteira da superficie é o retdngulo de dimensdes 2 x 5 e as possiveis

maneiras de obtermos a cobertura da superficie sdo:

=, M= 1= ==
SM ==, 331

Portanto M5 = 8.

Ao analisarmos a Tabela 1

| n [[1]2]3]4]s]e][7][s8]o]10]11].]
ADBDEDEDDEEEN

Tabela 1: Dados resultantes das observagdes anteriores.
Fonte: os autores.

Revista de Matematica de Ouro Preto 2020 49



RMAT: v.2 pp:50-79 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

intuimos que o nimero de maneiras possiveis para colocar n laminas, de modo que seja
obtida a cobertura da superficie retangular de dimensdes 2 x n, é dado pela soma do
nimero de maneiras possiveis nos dois casos que o precedem. Dito de outra forma: para
determinarmos M,,, os casos analisados nos sugerem que devemos recorrer aos valores

M, _1, M, _5 e adiciona-los. Isto é,

My =Mpy+Mp_o, My =1,My=2, n2=3. D

Notemos que o valor da varidvel dependente M,, (n > 3) € determinado através
de uma férmula de recorréncia e, deste modo, a Equacdo (1) evidencia o conceito de
equagdes de diferengas. Mostremos agora que realmente a Equagéo (1) € a solugio do

problema inicial.

Inicialmente observe a necessidade de se ter n > 3 para que a Equacdo (1) tenha
sentido e entdo considere a superficie retangular de dimensdes 2 x n, particionada
em n regides retangulares de drea igual a 2. Veja a Figura 2 em que cada regido R;,
i€{1,2,...,n}, tem altura 2 e base 1.

Figura 2: Possibilidade de particionamento da superficie retangular de dimensdes 2 X n.

Fonte: os autores.

Assim, temos que:

(i) se aregido R; for coberta por uma lamina colocada na direcéo vertical, entdo
haverd M,,_; maneiras para se colocar as n — 1 laminas de modo que seja coberta

a superficie restante de dimensoes 2 X (n — 1);

(it) se as regides R; e Ry forem cobertas por duas 1dminas justapostas na dire¢do
horizontal, entdo haverd M, _, maneiras para se colocar as n — 2 1aminas de modo

que seja obtida a cobertura da superficie restante de dimensdes 2 x (n — 2).

Portanto, M,, = M,,_1 + M, _s,emquen >3, M1 =1e My = 2.
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Note que se definirmos My = 1, podemos obter a sequéncia (M,,) através da
férmula de recorréncia: My = M; =1e M,+1 = M, + M, _; paratodon > 2. A
sequéncia descrita dessa forma é chamada de sequéncia de Fibonacci em homenagem
a Leonardo de Pisa, também conhecido como Fibonacci. Esse Matematico nasceu na
cidade italiana de Pisa em 1175 e morreu no ano de 1250. Em sua obra mais famosa,
intitulada Liber Abaci, publicada em 1202, sdo apresentados vdrios problemas. Dentre

tais problemas, aquele que despertou grande atengdo foi o seguinte:

A partir de um casal de coelhos, quantos casais serdo gerados em um ano
considerando-se que cada casal gera um novo casal que se torna produtivo a partir

do segundo més?

A solugdo do problema originalmente proposto por Fibonacci é dado pela sequéncia
de recorréncia (M,,) obtida acima e esta € um exemplo de uma equagéo de diferenga.

2.2 Formalizacao do conceito de equacdes de diferencas

Sejam yo, Y1, - ,Ym—1 € R. Uma equagdo de diferengas de ordem m é uma

equacdo da forma

Yn :f(ynflaynf%"' aynfmaﬁn)» nzm )
em que {B,} é uma sequéncia de ndimeros reais e f é uma fungdo de yi e
Bny, k€{n—1,n—-2--- n—m}.

Neste trabalho denota-se uma equagao de diferencas de ordem m por

n — n—1,Yn—2,""" yYn—m,Pn ) Z ;
{y FWn—1,Yn—2 Yn—m;Bn), n=m 3)

Yo, Y1, s Ym—1 S R dadOS.

Definiciio 2.1. Uma sequéncia numérica {x,,} é solucdo da Equagdo (3) se

Zo =Yoo, T1=Y1, s Tm—-1=Ym-1

Tpn = f(xnfla Tp—2,""" 7(Enfm7ﬁn)7 para tOdO n Z m.

Analisando a forma que serdo denotadas as equagdes de diferencas neste traba-
lho, a forma da Equacdo (3), a seguir apresenta-se alguns exemplos destas estruturas
Matematicas.
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Yn = QYp_1, N =>1,
yo € R dado;

em que f(Yn—1,0n) = @Yn-1,coma € Re f, = 0.

@) Yn = QYn—1+b, n>1,
yo € R dado;

sendo f(yn—1,08n) = ayn_1 +b,coma,b € Re 3, =b;

Yn = QYn—1 + byn—27 n 22,
Y0,y1 € R dado;

em que f(yn—la Yn—2, /Bn) = aYn—1+byn_2,coma,b € Re g, =0;

Yn = Yn—1 — 3Yn—2 + 2n? — ™, n>2,
Y0,¥1 € R dados;

€m que f(yn—la Yn—2, Bn) =Yn—1 — 3Yn—2 + 2n? — e 6n =2n? — ™n;

(5) ] vn=mwn1 - n2yn_o, n>2,
Yo,y1 € R dados;

com f(ynflv Yn—2, ﬁn) =NYn—-1 — n2yn72 e Bn = 0;
Yn = a(yn—1)27 n > ]-7
yo € R dado;

neste exemplo f(yn_1,58n) = a(yn_1)*, coma € Re 3, = 0.

2.3 Classificacao das equacoes de diferencas

2.3.1 Equacoes de diferencas lineares

As equagdes de diferencas lineares de ordem m sdo equagdes da forma (3) quando

m
f(yn—h Yn—2,""" yYn—m, /Bn) = (Z an—iyn—i> + Bn,

i=1
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em que y,—iYn—i, On € R. Isto é:

m
Yn = (Z an_iyn—i) +Bny Qnei,Bn €R, n>m;
i=1
Yo, Y1, »Ym—1 € R dados.

“)

A equacgdo € dita ndo linear, caso contrdrio.

As equacdes dos exemplos de (1) a (5) sdo equagdes de diferengas lineares e o

exemplo (6) é de uma equagdo ndo linear.

2.3.2 Equacoes de diferencas lineares e homogéneas

As equagdes de diferengas lineares de ordem m, ou seja, aquelas que tem a forma
da Equacdo (4), sdo classificadas como homogéneas se 3,, = 0. Em outras palavras, a

forma geral dessas equagdes é

m
Yn = Zan—iyn—ia Qn—; € ]R; n = m; (5)
=1

Yo, Y1, - »Ym—1 € R dados.

Os exemplos (1), (3) e (5) correspondem a equagdes de diferencas lineares e

homogéneas.

2.3.3 Equacoes de diferencas lineares com coeficientes constantes

No desenvolvimento desse trabalho considera-se que a forma geral das equacdes
de diferencas lineares de ordem m com coeficientes constantes é dada pela Equagao (4)

com a,—;, ¢ =1,---m, constantes reais. Ou seja, a forma geral de tais equagdes é

Yn = (Z aiyni> +Bn, o, Bn€R, n>m; 6)

=1
Yo, Y1, s Ym—1 S R dadOS.

Deste modo, exemplos de equacdes de diferencas lineares com coeficientes cons-

tantes sdo dados pelas equagdes de (1) a (4).

2.3.4 Equacdes de diferencas lineares homogéneas com coeficientes constantes

As equacdes de diferencas de ordem m lineares e homogéneas com coeficientes
constantes possuem a forma da Equagao (6) com 3, = 0. Isto significa que sdo as
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equagdes cuja forma geral é

m
Yn = Zaiyn—ia o €R, n=>m;
i=1 ™)

Yo, Y1, sYm—1 € R dados.

Apenas os exemplos (1) e (3) se referem a equacdes de diferencas lineares homo-

géneas com coeficientes constantes.

2.4 Equacoes de primeira ordem, lineares e homogéneas com coeficientes
constantes

As equacdes de diferencas lineares homogéneas de primeira ordem com coeficien-

tes constantes tém a forma

Yn = QYn-1, «€R, n>1;
{ )

7o € R dado.

A solucdo desta equacido € facilmente obtida:

Y1 = ayo,
Yo = ay1 = 021/0,

Ys = ayz = a3y0>

Yn = " Yo.

De modo que, y,, = yoa" € a solugao da Equacéo (8).

2.5 Equacoes de segunda ordem, lineares e homogéneas com coeficientes
constantes

Equagdes de diferencas lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes
constantes t€m a forma da Equacdo (7) com m = 2, ou seja, sdo equagdes da forma

2

m
Yn = Zaiynfi = Zaiynfi = Q1Yn—1 T Q2Yn—2, Q1,02 € R. (9)
i=1 i=1

Denotando ovy = a e as = b, conclui-se que a forma geral das equagdes de
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diferencas lineares, homogéneas de segunda ordem e com coeficientes constantes é

n — n— b n—2; 7beR7 > 21
{y aYp—1 + 0Yp—2, a n (10)

Y0,¥1 € R dados.

Na Equagdo (10), as escolhas a = b = yg = y; = l e y,, = M, a transformam

em
My, =My 1+My_2, My=M =1 n>2.

Desde que M; = 1 e My = 2, observamos que a equacdo linear e homogénea com

coeficientes constantes acima é a Equagdo (1)
Mn :Mn_1+Mn_2, Ml = 1,M2 :2, 77,23,
que foi desenvolvida em detalhes na se¢do 2.1.

Proceder como fizemos para obter a solucdo da equacao (8) ndo nos conduz a
solucdo de (10). Neste sentido, utilizaremos conceitos de Algebra Linear e nosso

primeiro passo € garantir a unicidade da solugdo, caso esta exista.

Os conceitos de Algebra Linear utilizados podem ser vistos, por exemplo, em [2].

Proposicao 2.1 (Unicidade da solugdo). Uma equagdo de diferencas linear, homogénea
de segunda ordem e com coeficientes constantes, tem solugdo tinica. Ou seja, é inica a

solucdo da equacdo

Yn = QYn_1 + bYn_2, a,bER, n>2; (11
Yo,y1 € R dados,

caso ela exista.

Prova. Sejam (x,) e (z,) solu¢des da Equagdo (11). Logo zop = zp = o,

T1 = 21 = Y1 € Ty, 2, verificam a equagdo de recorréncia y,, = ay,—1 + by,—2, para
todon > 2.

Considere a proposicao
p(n): @y = z,, para todo n > 2.

Demonstraremos a veracidade de p(n) pelo Método de Indugio Finita:

(1) sen = 2, entdo xy = axy + bxrg = az; + bzg = 2z2. Ou seja, p(2) é verdadeira,
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(#4) suponha p(n) verdadeira para todo 3 < n < k. Em particular
LTk—1 = 2k—1 € Tk = Zk-.

Assim

Th1 = axg + bxp—1 = azp + bzk—1 = Zk41-

Segue-se do Principio de Inducgdo Finita que x,, = 2z, para todo n, ou seja,

(zn) = (zn) € concluimos a unicidade.

Iremos a partir de agora desenvolver um estudo em busca da solucao para as equa-
cdes lineares, homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes. Considere o

conjunto de todas as sequéncias de niimeros reais, isto €, considere o conjunto

R :{(yﬁ) = (y07y17y27y3a”' 7y717)y1 ER}

Definicao 2.2. As operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo por escalar em R sdo

respectivamente definidas por:

(1) (zn) +(2) = (Bntz,) = (To+20,21+21, ", Tp+ 20, )
= ($0,$17"',In,"')+(20,21,"',Zn,"'), (12)

para quaisquer (x,,), (z,) € R™;

(i)
k(xn) = (kxn) - (ka(], kxh T 7kx’na T ) = k(x(hxlv Tyttt ) (13)
quaisquer que sejam k € R e (x,) € R™.
Note que o conjunto R*°, considerando as operagdes de adi¢do e multiplicagdo por

escalar acima definidas, é um espago vetorial. Abordaremos, entretanto, um subespago

vetorial de R* conveniente.

Definicao 2.3. Dados a,b,yy,y1 € R, definimos o conjunto

S ={(n) = Wo,y1:Y2,"* Un> ") ER® 1y = ayp—1 + byn—2, n>2}.
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Note que o conjunto S acima definido € o conjunto solucdo da Equagéo (10).

Lema 2.1. S ¢ um subespaco vetorial de R™ de dimensdo 2.

Prova. Inicialmente provaremos que S é um subespago vetorial S.

A principio, nota-se que o vetor nulo de R* pertence ao conjunto S, pois a
sequéncia (y,,) = (0,0,0,0,--- ,0,---) é gerada pela recorréncia y,, = ayn—1+byn_2

comyg =1y =0.

() Se (zn), (zn) € S, entdo (t,) = (zn) + (2n) € S, pois
thy =%p + 2 = [axn—l + bzn—Q] + [azn—l + bzn—2]
e portanto

tn = a[xn—l + Zn—l] + b[mn—2 + Zn—Q] =atp,-1+ btn—2-

(i1) Se (z,) € S ek € R, entdo k(x,,) € S, pois
alkxn_1] + b[kxn_2] = klax,—1 + bxy_o] = k.

Logo S € um subespaco vetorial de R>.

Agora, provaremos que dim S = 2. Seja T : R* — S a transformagdo definida por

T(yo,y1) = (Yn), em que Yp = ayn—1+byn—2, a,beR, n>2

va-se que T' € linear, pois, i -se (zo, T1 Zo,T1) =
Observa-se que 1" € linear, pois, considerando-se (g, € R? com T (o,

(z,) € (20,21) € R? com T(z9,21) = (2y), tem-se que
T((zo, 1) + k(20,21)) = T(x0 + kzo, 21 + k2z1) = (0, + k2y)
e sendo assim,
T((xo, 1) + k(z0,21)) = (zn) + k(2n) = T(x0,21) + kT (20, 21)-
Pelo Teorema do Nticleo e da Imagem temos

dimNuc T +dimIm T =dim V.
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Desta forma, sendo V = R?, tem-se que
dimNuc T +dimIm T = 2. (14)
Também, nota-se que Nuc 7 = {(0,0)}, pois
T(yo,y1) = (0,0,0,0,---,0,---)

implica em

Yo =1y1 =0,

de modo que
Nuc T = {(0,0)}.

Logo, como Nuc 7 = {(0,0)}, conclui-se que dim Nuc T = 0 e a Equacéo
(14) fornece
dimIm T = 2. (15)

Além disso, T' € sobrejetiva (o equivalente a dizer que Im 7" = S), pois para toda
sequéncia (z,,) € S existe (zg, ;) € R? tal que T'(xg, 1) = (x,,). Portanto, visto que
Im T = S, da Equagdo (15) conclui-se que

dim § =2.

O

Pelo Lema 2.1, conclui-se que uma base do conjunto S é formada por 2 vetores, de
modo que a solucdo da Equacdo (10) € alcancada ao determinarmos uma base para

o conjunto S. Também em consequéncia de S ser subespago temos a proposi¢io a seguir.

Proposicéio 2.2 (Principio da superposicdo). Se () e (zy,) sdo solugées da equacdo

de diferengas y, = ayp—1 +byn—2, a,b€R, n > 2, entdo
(tn) = k1(xn) + ko(zn) (16)

também é solugao, k1, ko € R.

Prova. Tem-se, para todo n > 2, que
atp—1+ btp_o = alk1xn_1 + kozn_1] + blk12n—_2 + kozn_2].
Logo

atp_1 + btn_o = kilax,_1 + bxn_o] + kalaz,—1 + bzp_2),
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¢ portanto,
atn,1 -+ btn,Q = klxn + kQZn = tn.

d

De agora em diante, inspirados pelo fato de que a solug¢do das equagdes de di-
ferencas lineares, homogéneas e com coeficientes constantes de primeira ordem ¢é da
forma exponencial, procuraremos por solu¢des também na forma exponencial, ou seja,

solugdes do tipo 3, = A". Neste caso terfamos
Yn = QYn—1 + byn—2
e daf
A =a(A"H) + (A7),

A equacdo anterior equivale a
N T2ANE —ad b =0

c portanto,
A=0 ou N —a\—b=0.

Logo,

(1) se A = 0 temos que y,, = 0 para todo n. Ou seja, a solucdo € a trivial (que terd

sentido apenas se yp = y; = 0);

(ii) se A # 0, entdo p(\) = A2 — aX — b = 0. O polindmio p(\) = A\* —aX — b
€ denominado polinémio caracteristico associado a equacgao de diferencas em
estudo. As raizes do polindmio p(\) sdo denominadas autovalores e expressas por

a—+a2+4b a++vaZ+4b
W e e VA o e (17
2 2
De modo que, dados os valores dos coeficientes a e b da Equacdo (10) os valores A\;
e A2 sfo unicamente determinados. Uma vez que tentamos solugdo da forma y,, = A",
se A1 # Ag, entdo
Un =N e yn =N (18)

verificam a recorréncia y,, = ay,_1 + bYn_2.

Apresentaremos a seguir trés proposigdes que estabelecem resultados fundamentais
para escrevermos a solugdo procurada. Tais proposi¢des referem-se ao polindmio p(\),

ou melhor, sio resultados que relacionam o valor de seu discriminante A = a? + 4b as
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suas raizes, \1 € \a.

Proposicdo 2.3. Se A = a® +4b > 0, entdo \; # Xo e (A}, \y} C S é um conjunto

linearmente independente e, portanto, uma base para S.

Prova. Se A = a® + 4b > 0, as raizes do polindmio caracteristico sio valores reais
e distintos. Também afirmamos ser o conjunto {A}, AJ} um conjunto linearmente

independente. De fato, considere a equagao
c1 Al + c2Ay = 0, para todo n.

Em particular, paran = 0 e n = 1, temos
c1+cy =0,
)\101 + )\202 =0.
1

1

Como det Y ) = Ao — A1 # 0, pois A\; # Ao, conclui-se que a tinica
1 A2

solugdo do sistema € a solucdo trivial, ¢; = c2 = 0. De modo que o conjunto { A", A5}

¢ um conjunto linearmente independente e, desta forma, uma base para .S.

Proposicio 2.4. Se A = a® +4b =0, entdo \; = Xy e {\?,n\}} C S é um conjunto

linearmente independente e, portanto, uma base para S.

Prova. Se a” + 4b = 0, entdo o polindmio caracteristico tem uma raiz real de multiplici-
dade dois, dada por A\ = Ay = g. Note que a # 0 (pois, a = O resultaem A = 0, o que
implica na solugdo trivial). Também, visto que uma solucdo é dada por AT, objetivamos
determinar uma outra solu¢ao de modo que o conjunto formado pelas mesmas seja um

conjunto linearmente independente, ja que desta forma teremos uma base para .S.
Afirma-se que nA7 € S.

De fato, nAT € 5, se e somente se
nAT = a(n — DA™ 4+ b(n — 2)NT 2
que equivale a

n()\% —aM —b) = —a)\; —2b, para todo n € N.
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Dai
M —a\—b=0, (A)
—a\; —20=0. (B)

Como A = a® +4b = 0, tem-se de (A) que \; = g. Para concluir a prova basta

verificar que esse \; satisfaz (B):

a? a?+4b _

a
aM b=0< —a 2 b=0< 5 b=0& > 0

e essa ultima igualdade € verdadeira por hipdtese. Concluimos, assim, que nA} € S.

Também afirma-se que o conjunto { AT, nAl'} € um conjunto linearmente indepen-

dente.

De fato, considere o sistema
Al +canA? =0, para todo n.

Como a identidade acima deve ser verificada para todo n, se n = 0, entdo ¢; = 0,
pois A1 # 0. Logo,
conAl =0=co =0.

De modo que c1 AT +conA} =0, para todo n,implicaemc; = ¢y = 0. Dai
o conjunto { AT, nAT'} é uma base para S, pois, ¢ um conjunto linearmente independente.

O

Proposicdo 2.5. Se A = a® + 4b < 0, entdo as raizes de p()\) sdo niimeros
complexos conjugados de modulo v # 0 e de argumento 0 e —0 e, {v1,72} =
{r"cos(nB),r"sen(nd)} C S é um conjunto linearmente independente e, portanto,

uma base para S.

Prova. se a® + 4b < 0, as rafzes do polindmio caracteristico sdo valores complexos
conjugados; digamos A\; = a + i, Ao = o — fi. Usando a forma trigonométrica e a

formula de Euler, escrevemos
A\ = o+ Bi = r(cos 0 + isen ) = re'?
i0

Ao =a— fBi=r(cos —isenf) =re ",

emque r = |A1| = [Aa] = a? + 2 e étal que cos O = g, sen § = é
T r

Pela formula de De Moivre, sabe-se que o produto entre os complexos z; =
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ri(cos 0y +isen6y), 2o =ra(cosby+isenby), --- z, = ri(cos by +isenby)

é dado por
2129...2 = T’1T2...Tk(COS(91 + 05+ ...+ Qk) +1 sen(91 + 05+ ...+ Qk))
Dessa forma

(AM)™ = (r(cos 0 +isen 0))" = r"(cos(nb) + i sen(nh))

(A2)" = (r(cos § —isen 0))" = r"(cos(nf) — i sen(nd))

sdo solugdes da Equacdo (10), conforme visto na Equacdo (18). Assim, pelo principio

da superposicao (Proposi¢do 2.2), conclui-se que

"= W =r"cos(nf) e 2= W = r"sen(nd)

também serdo solugdes da Equagéo (10).

Afirmamos ainda ser o conjunto {1, 72} = {r"cos(nf), r"sen(nd)} linearmente
independente. De fato, considere o sistema

circos(nb) + corsen(nf) =0, para todo . (19)
Uma manipulac¢do na Equagao (19) fornece

cos(nd) 0

[c1r"cos(nB) + cor™sen(nd)]
Tn

que equivale a
c1c0s?(nf) + casen(nf)cos (nh) = 0

€ portanto

/ [c1cos?(nf) + casen(nB)cos(nd)] df = 0, para todo n.

—T

De modo que

cl/ cos?(nd) d0+02/ sen(nf)cos(nf) dd =0, para todo n. (20)

—T —T

Como f;(6) = cos?(nf) é uma fungio par e fo(f) = sen(nf)cos(nf) é uma
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fun¢do impar, da Equacdo (20) escrevemos

2¢, / cos?(n@) df = 0. (1)
0

Assim, como / cos?(nf) dd > 0, pois f1(f) = cos*(n#) é uma fungdo nio
0
negativa e nio identicamente nula, a Equagdo (21) fornece ¢; = 0 e substituindo ¢; = 0

na Equagdo (19), tem-se
cor™sen(nf) =0, para todo n

implicando em ¢ = 0. Deste modo, ¢c; = c2 = 0, e o conjunto {7y;,72} =

{r"cos(n®), r"sen(nd)} é linearmente independente e, portanto, uma base para S.

Neste momento, determinada uma base para o conjunto .S, retornemos a determi-
nagdo da solugdo geral para a Equacdo (10). Vimos que, para A = 0, tem-se a solucéo
trivial (desde que yo = y1 = 0) e se A # 0, entdo p(A) = A\? —a\ —b = 0, de modo que
para determinar a solugo procurada devemos analisar o discriminante, A = a? + 4b,

do polindmio caracteristico p(A). Temos as possibilidades

(1) se A > 0, pela Proposicdo 2.3 o conjunto { A}, A5 } forma uma base para o conjunto

solucdo da Equacdo (10) e, portanto, a solucdo geral é dada por
Yp = k‘1)\? + ko g, kl, ks € R. (22)
Exemplo 2.1. Vamos determinar a solucdo geral da equagdo

Yn = 2yn71 + Yn—2, N = 2. (23)

Temos que o polindmio caracteristico da Equagdo (23) é
p(\) = A2 =2\ — 1,

cujas raizes sio \y = 1 — /2 e Ay = 1 + V2. Portanto, a solugdo geral da
Equacgdo (23) é dada por

Yn =k1(1 = V2)" + ka(1 +V2)", ki, ks €R. (24)

(#4) se A = 0, pela Proposi¢do 2.4 o conjunto {A}, nAT} = {(%) n (g) } forma
uma base para o conjunto solucdo da Equacgao (10) e nesse caso a solucao geral
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sera
a

— (5) ¥ kom (g)" ki, by € R: 25)

(791) se A < 0, pela Proposi¢do 2.5 o conjunto {r"cos(nf), r"sen(nd)} forma uma
base para o conjunto das solucdes reais da Equacdo (10) e assim a solugdo geral

real é
yn = 1" (k1cos(nf) + kesen(nf)), ki, ks € R, (26)

em que 7 é o médulo e 8 € o argumento de uma das raizes complexas do polindmio

p(N).

Em todos os casos anteriores, a determinacdo de k; e ks € feita a partir de yg € y1

(conhecidos no problema).

* No caso (i), observando que
7’L=0:>y0:k1+k2 e n=1=>y1=k‘1)\1+k‘2)\2,
tem-se o seguinte sistema:

k1 + k2 = yo,
Eid + kaXe = y1.

Resolvendo o sistema anterior, temos

1 1
det Yo det %
YA ) yodo— i My ) g — ok

- , o = -
1 1 A2 — A1 1 1 A2 — A1
det det
)\1 /\2 )\1 /\2

* No caso (i%), obtemos o sistema:

k1=

kl = Yo,
kiA1 + koA =y,
cuja solucdo é

Y1 — YoA
k1 = yo, ko = %
1
* No caso (#ii), tem-se

n=0=>y=k e n=1= 1y =r(kicos(d)+ kasen(0)).
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O que fornece o seguinte sistema:

kl = Yo,
Y1

kicos 0 + kosen § = =—.
r

De modo que a solugdo é

Y1 — TYocos 0
k1 = yo, kg = ————.
rsen 0

Observacao 2.1. Note que r # 0, pois caso contrdrio, Ay = Ay = 0. Também, se

sen 8 = 0, teriamos solucdes reais e, portanto, deve ocorrer sen 6 # 0.

3 Crescimento populacional de plantas anuais.

Na presente se¢do desenvolvemos uma modelagem que pode ser vista em [4].
Nossa contribuicdo aqui € apresentar o modelo em uma sequéncia didatica, utilizando

equacdes de diferencas e a teoria desenvolvida na Sec¢do 2.

J. Bicho, N. Torres e S. Cruz, veja [3], definem plantas anuais como sendo aquelas
que completam seu ciclo de vida (composto por: germinag¢do, floracao, producao de
sementes e morte) em um ano. Entre essas plantas, existem aquelas que toleram as
geadas (denominadas plantas anuais risticas) e aquelas que sdo danificadas ou mortas

pela geada e pelas baixas temperaturas (denominadas plantas anuais semi-rusticas).

A principal caracteristica das plantas anuais consiste na pouca, ou mesmo nenhuma,
exigéncia quanto aos nutrientes do solo o que possibilita o cultivo dessas plantas
juntamente com outras espécies, pois elas ndo interferem no bom desenvolvimento das

outras plantas.

As plantas anuais produzem, geralmente, suas sementes no verdo e o ciclo de vida
dessas plantas se inicia na primavera com a germina¢do das sementes. Em seguida,
a nova planta inicia um periodo de crescimento vegetativo, entrando na sua fase
reprodutiva, quando atingem um determinado desenvolvimento e morrem no auge
do seu estagio reprodutivo, deixando as suas sementes no solo. Uma fracdo dessas
sementes (caso sobrevivam ao inverno e a fatores diversos, tais como: clima, agdes de

predadores, etc) dardo origem a novas plantas.

Alguns exemplos de plantas anuais:

(1) na agricultura - Milho, Feijoeiro, Faveira e Tomateiro;
(ii) na ornamentacdo - Malmequer, Amor-perfeito e Manjerico;
(iii) plantas daninhas - Ervilhaca e Saramago.
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3.1 Propagacao de plantas anuais

A seguir apresenta-se um modelo para o problema de propagagdo das plantas

anuais. Inicialmente destacamos que:

(i) para tais plantas sobreviverem como uma espécie, uma populacio suficientemente

grande deve ser renovada a cada ano;

(ii) exige-se um sistematico acompanhamento dessas plantas e também das reservas

de sementes (de vérias idades) em cada instante temporal.

Observacao 3.1. Consideraremos que a idade das sementes é determinada pelo niimero
de invernos que elas sobrevivem. Ou seja, sementes que sobrevivem ao primeiro inverno
jd serdo consideradas sementes de um ano. Analogamente, sementes de dois anos sdo

aquelas que sobrevivem a dois invernos e assim sucessivamente.

Observagao 3.2. Se quisermos complicar um pouco a modelagem do problema basta
considerarmos o fato de que as plantas anuais produzem sementes que podem ficar
adormecidas por vdrios anos antes da potencial germinacdo. Entretanto iremos consi-
derar que sementes com mais de dois anos ndo podem germinar e serdo desprezadas
na modelagem apresentada. Uma hipotese mais geral que essa deixaria a modelagem
mais completa, mas tornaria a modelagem mais onerosa e fugiria dos objetivos deste

trabalho.

Etapa 1 - Declaracio do Problema. Visto que as estacdes do ano no hemisfério
sul obedecem a seguinte distribuicéo:
¢ Outono - De 22 de marg¢o a 20 de junho,
¢ Inverno - De 21 de junho a 23 de setembro,
¢ Primavera - De 23 de setembro a 21 de dezembro,

e Verdo - De 21 de dezembro a 21 de margo,
suponha que:

1) a produgdo de sementes ocorre no fim do verdo, digamos entre os meses de
fevereiro e marco. E nesse periodo registrado o final da temporada de crescimento

das plantas que, como ja mencionado, deixam suas sementes no solo antes de
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morrer;

2) a germinagdo das sementes que sobreviveram ao Gltimo inverno ocorre na
primavera, digamos entre os meses de outubro e novembro. E essa germinacdo que

originard uma nova geracdo de plantas;

3) afragdo, ou seja a porcentagem, de sementes que germinam depende da idade das

mesmas e a fracdo de sementes com um ano de idade que germinam € ndo nula.

Assim, o problema consiste na determinag@o da populacdo de plantas em um dado

instante de tempo.

Etapa 2 - Definicoes e hipoteses. A seguir faz-se a descricdo dos parametros

«, 3, 0 e~y especificados no problema. A saber:

* a: fracdo de sementes de um ano que germinam,

e [3: fragdo de sementes de dois anos que germinam,

e o: fracdo de sementes que sobrevivem a um determinado inverno,

¢ ~: nimero de sementes produzidas por planta entre os meses de fevereiro e margo.

Consideraremos que os parametros «, 3, ¢ e -y sdo constantes e observando que
o banco de sementes muda constantemente ao longo do ano devido a fatores diversos
(germinacio, envelhecimento e mortalidade de algumas sementes, bem como a producdo
de algumas novas sementes) fagamos a defini¢do das varidveis do problema. Novamente
devemos observar que, para simplificacdo do problema, vamos pressupor que sementes

com mais de dois anos nao sdo mais vidveis e podem ser desprezadas.

Para melhor compreensdo de todas as quantidades envolvidas nesse problema,
apresentaremos as mesmas de forma esquemadtica na Figura 3.1, respeitando suas

hipéteses.
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Figura 3.1: Propagacdo das plantas anuais.
Fonte: os autores.

Plantas anuais produzem, cada uma, v sementes no verdo (tais sementes podem
permanecer no solo por até dois anos antes de germinarem). As respectivas fracdes o e
[ de sementes, de um ano e de dois anos, que germinam originardo uma nova geragao

de plantas.

Discussao do modelo. A seguir sdo definidas todas as varidveis do problema. A
saber:

* p,: nimero de plantas presentes no instante n;

+ S%: niimero de novas sementes produzidas no instante n entre os meses de fevereiro

€ margo;

d S}l: nimero de sementes com idade de um ano nos meses de outubro e novembro

no instante n;

L. nimero de sementes com idade de um ano no instante n que restaram apés

LI

algumas germinarem;

+ S2: nimero de sementes com idade de dois anos nos meses de outubro e novembro

no instante n;

2.

* s, nimero de sementes com idade de dois anos que restaram apds algumas

germinarem (note que essas sementes serdo desprezadas).
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Observacao 3.3. Para cada varidvel anteriormente definida, destaca-se que o subscrito
refere-se ao instante que se faz referéncia e, para as varidveis relacionadas ao niimero

de sementes, os sobrescritos indicam a idade das mesmas.

A principio nota-se que hd um grande nimero de varidveis nesse problema.
Contudo, pelo fato de essas varidveis se relacionarem, veremos que as mesmas serao

descritas em funcdo apenas da varidvel p,,.

Etapa 3 - As Equacoes. Nosso ponto de partida em busca de um modelo matema-
tico para esse problema concentra-se na formulag¢do da equacio que gera a populagdo
de plantas, p,,, no instante n. Considerando-se a fracdo « (das sementes que germinam
com um ano de idade) e a fragdo [ (das sementes que germinam com dois anos de
idade), nota-se que p,, é determinado pelo niimero de plantas originadas de sementes de
um ano de idade, adicionado ao nimero de plantas originadas de sementes de dois anos
de idade, de modo que

Pn = a8, + BSh, n>2. 27

Afirmamos anteriormente que todas as varidveis podem ser descritas em fungéo
da varidvel p,,. Desta forma, acompanhando a ordem sequencial dos acontecimentos
esquematizados na Figura 3.1, iremos visualizar como tais varidveis se relacionam com

a variavel p,, e os parAmetros «, 3,0 e 7.

1) S?Lf O ndimero de novas sementes produzidas em marco (no instante n) — é
determinado multiplicando-se o pardmetro v pela quantidade de plantas existentes
naquele instante:

S = TPn. (28)

2) S}.,— O niimero de sementes com um ano de idade no instante n + 1 — &
determinado multiplicando-se a fracdo de sementes que sobreviveram ao ultimo
inverno (a constante o) pelo nimero de sementes produzidas no instante n (a
varidvel S0):

S}LH =082 (29)

Assim, substituindo o valor de S° dado pela Equacio (28), tem-se que

Spt1 = 0YPn- (30)

Desse modo, a variavel S}l da Equacdo (27) se escreve como

Sp = 0YPn-1. 31
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3)

que

sk 11— O niimero de sementes de um ano de idade no instante n + 1 que restaram

n

apos algumas germinarem — € determinado multiplicando-se a fracdo de sementes
que ndo germinaram (a constante 1 — o) pelo niimero de sementes de um ano de

idade no instante n + 1 (a varidvel S} 1)

spp1=(1—a)S),,. (32)

Note que 52+1 = YDn+1-

S? 12— O ntimero de sementes de dois anos de idade no instante n + 2 — €
determinado multiplicando-se a fracdo de sementes que sobreviveram ao dltimo
inverno (a constante o) pelo nimero de sementes que restaram apds algumas

germinarem no instante n + 1 (a varidvel s} 1)

S2 . =08k 4. (33)

Assim, substituindo o valor de s,lL 11 dado pela Equagéo (32), obtém-se

Sniz=0(1=0)Sp,,. (34)
Dai, visto que o valor de S} 11 € dado pela Equagdo (30), conclui-se que

§2,2 = 0(1 - a)orps.

Ou seja,
Snio =0 (1= a)yp. (35)

De modo que a varidvel SfL da Equacdo (27) se escreve como

Sz =0*(1— ) ypp-s. (36)
Logo, substituindo os resultados das Equacdes (31) e (36) na Equacao (27), vé-se

Pn = a0YPp—1 + Bo*(1 — ) ypn—2. (37)

Desta forma, chegamos a uma equacao de diferencas que imaginamos modelar

o problema. Note que a Equagao (37) € linear, homogénea e de segunda ordem com

coeficientes constantes e, deste modo, aplica-se a teoria estudada na Subsecdo 2.5.

Agora facamos uma leitura da Equacgdo (37), interpretando seus termos de acordo
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com as defini¢des e suposicdes da Etapa 2, com o objetivo de assegurar que o modelo
obtido € condizente com o problema declarado na Etapa 1. Para tal, considere a Equacdo
(37) escrita de modo que sejam evidenciados os termos que nela se apresentam. Desta
forma, relacionaremos esses termos com a situac@o descrita no problema referente a
determinagd@o da populag@o de plantas em um dado instante (veja Figura 3.2, figura

construida utilizando-se o software Paint).

Pp= Q0YPp_1+ Bo(1— a)oyp,—;
(6) (1)

(7) (2)

(8) [©)
O
5)

Figura 3.2: Equagdo-modelo da propagacao das plantas anuais.

Fonte: os autores.

A interpretagdo da Figura 3.2 é:

(1) sementes produzidas hé dois anos;
(2) sementes produzidas hé dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno;

(3) sementes produzidas ha dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, mas nao

germinaram no primeiro ano;

(4) sementes produzidas hd dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, ndo

germinaram no primeiro ano e sobreviveram ao segundo inverno;

(5) sementes produzidas hd dois anos que sobreviveram ao primeiro inverno, ndo
germinaram no primeiro ano, sobreviveram ao segundo inverno e germinaram no

segundo ano;
(6) sementes produzidas hd um ano;
(7) sementes produzidas hd um ano que sobreviveram ao primeiro inverno;

(8) sementes produzidas hd um ano que sobreviveram ao primeiro inverno e germina-

ram no primeiro ano.
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3.2 Sobrevivéncia da espécie: o parametro

Visto que a equagdo obtida para o modelo € descrita por varios pardmetros, facamos

a = aocyeb=B0%(1 — a)y obtendo a equacio
Pn = aPp—1 + bpn_o. (38)
Deste modo o polindmio caracteristico associado a Equacio (38) é
p(A) = A% —aX —b. (39)

E razodvel pensar que o niimero de sementes produzidas por planta, bem como a
fragcdo de sementes que sobrevivem ao inverno, sdo maiores que zero (isto €, v > 0 e

o > 0), pois, caso contrario, estaremos certos da extingdo da espécie.

Se 8 = 0, entdo a Equagdo (37) deixa de ser uma equacéo de segunda ordem e a
sobrevivéncia da espécie fica determinada pela constante o, com o > 0. Desta forma,
o modelo ndo se refere ao problema proposto, no qual considera-se a possibilidade
da germinagdo das sementes tanto no primeiro quanto no segundo ano. Neste caso,
estarfamos modelando um problema similar, no qual sementes que ndo germinam no
primeiro ano sdo negligenciadas de modo que a equag@o que modela esse novo problema

seria

Pn = Q@OYPp—1-
Desta forma, devemos ter 3 > 0.

As raizes do polindmio caracteristico, ou seja, da Equacdo (39), sdo

)\_a—\/a2+4b_a_ a2(1+%)_aa"y 1 1+4ﬁl)
e 2 - 2 T2 a?
e
2 a+y/a? (1—|—4—b)
a+va?+4b a2 oy 4b
Az = = = 1+4/1+ = |.
2 2 2 a?
De modo que podemos escrever
AF%@— 1+5) e )\2:?(1—#\/1—%5)7 (40)
em que
4b  4Bo%(1 — 48(1 — 4 1
a? (aoy)? ary ya \a

Também parece razodvel pensar em « # 1, pois o = 1 significaria que todas
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as sementes de um ano de idade germinam. Deste modo, 0 < a < 1 e analisando a
Equagdo (41), conclui-se que
0> 0.

Das Equacdes (40) e (41), nota-se que os valores A\; e Ao sdo determinados através
do conhecimento dos pardmetros «, /3,0 e y e assim, a expressdo que nos possibilita
determinar esses valores, isto €, a Equacdo (40), se apresenta um pouco carregada de

informacgdes.
Objetivamos determinar uma condi¢do que possibilite garantir a sobrevivéncia da
espécie e, sendo as raizes \; e Ao reais distintas, a solucdo geral da equagdo (38) é

Pn = c1(A1)" + ca(A2)™.

Visto que A2 > 0, tem-se que
)\ n
Pn = (No)" [cl (/\1) +C2] : (42)
2

Também nota-se que |\1| < |Az2|, quaisquer que sejam os valores dessas raizes. De

fato, da Equag@o (40) conclui-se que A\; é sempre negativo, de modo que

va?+4b—a - vaZz+4b+a
2 2

A =—M\ = =Xy = Aol

)\ n
Assim, analisando a Equacdo (42) vemos que c; (;) — 0 quando n — +-o0.
2

Deste modo, a condi¢@o que desejamos encontrar depende unicamente da raiz A5 e tal

condigdo serd evidenciada pela proposi¢ao a seguir.

1
ao + Bo%(1 — «)

Proposicao 3.1. Sey > ¥ = , entdo Ay > 1.

1
Prova. Considerando as proposi¢des p : v > e A > 1,
1 proposigoes p : vy ao + fo?(l—a) q: A2

mostremos que ~ g =~ p.

De fato, supondo Ao < 1 (na realidade 0 < Ay < 1), tem-se

2
o <1e 120‘(1+\/1+5) <1le (1+Vito) < p— s Vit <
g
2

— —1.
oya

Elevando-se ao quadrado ambos os membros da dltima inequacio, e observando-se
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que
4802 (1 — o)y
0= ———
(oya)?
conclui-se que
4 4 4 —4dovya 4B0%(1 — 4 —doya
1+0s 555 ——+1eds< 2272 Po 2)A/S 22’y2'
o2~2a oya 022 (oya) o2~2a
Assim

1
Bo?(l —a)+oa’

Bo*(l—a)y<1—oyae [Bo?(l—a)+oaly<1ey<

O que é a negagdo da proposi¢do ¢ e prova a proposicao.

d

Observacdo 3.4. A iiltima equivaléncia acima é vdlida por ser fo?(1 — o) + oo > 0,

pois, supondo 502(1 — ) + oa < 0 e multiplicando-se ambos os membros dessa

desigualdade por — tem-se que
ow

Bo <1—1> < —1.
o

Como o > 0, a inequagdo acima serd satisfeita apenas se,

1
——1<0,
«

de modo que o > 1, que é um absurdo.

O

Portanto se v > ¥ temos por (42) o crescimento da populagdo das plantas e, caso

contrdrio, a espécie tende a se extinguir.

A seguir apresentaremos duas simula¢des desse problema nas quais utilizamos o
software Excel para visualizarmos a evolu¢ao da populacdo das plantas. Em ambas as
situacdes, consideraremos a introduc¢do de uma populacio constituida de 100 plantas
no ambiente e exatamente este momento serd determinado como o instante inicial para
se analisar a propagacdo da espécie, ou seja, este instante se refere a geragdo no tempo

Z€10.

Nas planilhas descritas abaixo, a entrada dos dados do problema (ou seja, os valores

dos pardmetros «, 3, o e ) é feita pelo usudrio de forma auto-instrutiva. Selecionamos
1

aoc + fo?(l — a)
para que possamos compard-la ao pardmetro v e assim concluir a evolugdo da populagdo

também uma célula na qual serd calculado o valor da quantidade ¥ =
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das plantas através da Proposi¢do 3.1 e também "inserimos" as colunas abaixo descritas:

Geracio - O instante temporal, ou seja, o ano ¢, 7 € {0,1,2,3,--- }.

Plantas - Numero de plantas presentes naquela geracao.

Novas Sementes - Nimero de novas sementes naquela geracéo.

S1 - Nimero de sementes com um ano de idade naquela geragao.

S1, Ger. - Niimero de sementes com um ano de idade que germinaram naquela

geracao.

S1, Rest. - Nimero de sementes com um ano de idade que restaram, apds algumas

germinarem, naquela geragao.

S2 - Nimero de sementes com dois anos de idade naquela geracio.

S2, Ger. - Nimero de sementes com dois anos de idade que germinaram naquela

geragdo.

S2, Negl. - Numero de sementes com dois anos de idade que restaram, apds

algumas germinarem, naquela geragdo (sementes a serem negligenciadas).

Ao fim de cada simulagdo mostra-se um ajuste grafico para melhor visualizacio da

evolucdo da populacio.

Simulacao 1. Considerando os parimetros « = 0,6; 3 =0,3;0 = 0,8e vy =2
obtemos os dados exibidos na planilha abaixo (veja Figura 3.3).
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Figura 3.3: Propagacdo das plantas anuais -

Fonte: os autores.

Geracgdo| Plantas |Novas Sementes 51 51, Ger. 51, Rest. 52 52, Ger. 52, Negl.
0 100,0 200,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1 96,0 192,0 160,0 96,0 64,0 0,0 0,0 0,0
2 107,5 215,0 153,6 92,2 61,4 51,2 15,4 35,8
3 118,0 235,9 172,0 103,2 68,8 49,2 14,7 34,4
a 129,83 259,5 188,7 113,2 75,5 55,1 16,5 38,5
5 142,7 285,4 207,6 124.6 83,0 60,4 18,1 42,3
6 156,9 313,8 228,3 137,0 91,3 66,4 19,9 46,5
T 172,6 345,1 251,1 150,6 100,4 73,1 21,9 51,1
8 189,8 379,5 276,1 165,7 110,4 80,3 24,1 56,2
[ 208,7 17,3 303,6 182,2 121,4 23,3 26,5 61,8
10 2295 458,9 333,9 200,3 133,5 97,2 29,1 68,0
11 252,3 504,7 367,1 220,3 146,9 106,8 32,1 74,8
12 2715 555,0 403,7 242,2 161,5 117,5 35,2 82,2
13 305,2 610,3 4440 266,4 1776 129,2 38,8 90,4
14 335,6 6711 488,2 292,9 195,3 142,1 42,6 99,5
15 369,0 738,0 536,9 322,1 214,8 156,2 46,9 109,4
16 405,8 811,6 590,4 354,3 236,2 1718 51,5 120,3
17 446,3 892,5 649,3 389,6 259,7 188,9 56,7 132,3
13 490,7 9815 714,0 428,4 285,68 207.8 62,3 145,4
19 539,6 1079,3 785,2 a71,1 314,1 228,5 68,5 159,9
20 593,4 1186,9 863,4 518,1 3454 251,3 75,4 175,9
[+ 0,6 e —
= [ o =z D e,

Evolugdo da espécie.

Nessa situag@o nota-se que haverd evolugdo da populacdo de plantas. Comparando

a quantidade ¢ com o pardmetro ~ percebe-se que v > ¥} e, portanto, pela proposicao

3.1 o autovalor Ay da Equagdo (39) € tal que Ay > 1 implicando no crescimento da

populacdo. A seguir, na Figura 3.4, mostra-se o ajuste grafico referente a essa simulagao.

Propagacio das plantas anuais

600,0

560,0

520,0

480,0

440,0
400,0

3600

3200

280,0

240,0

200,0

160,0
1200

80,0

40,0

0,0

10 12

12 16 18 20

Figura 3.4: Gréfico - Evolucdo da espécie.

Fonte: os autores.
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Simulacio 2. Considerando os pardmetros o = 0,5; 5 = 0,25;0 = 0,8e vy =2

podemos observar a propagacdo da espécie analisando os dados exibidos na Figura 3.5.

Geracdo| Plantas |Novas Sementes| 51 51, Ger. 51, Rest. 52 52, Ger. 52, Negl.
0 100,0 200,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
1 80,0 160,0 160,0 80,0 80,0 0,0 0,0 0,0
2 80,0 160,0 128,0 64,0 64,0 64,0 16,0 48,0
3 76,8 153,6 128,0 64,0 64,0 51,2 12,8 38,4
4 74,2 148,5 122,9 61,4 61,4 51,2 12,8 38,4
5 71,7 143,4 118,8 59,4 59,4 43,2 12,3 36,9
6 69,2 1384 114,7 57,3 57,3 47,5 11,9 35,6
7 66,8 133,7 110,8 55,4 55,4 45,9 11,5 34,4
8 64,6 129,1 107,0 53,5 53,5 44,3 11,1 33,2
9 62,3 124,7 103,3 51,6 51,6 42,8 10,7 32,1
10 60,2 120,4 99,7 49,9 49,9 1,3 10,3 31,0
11 58,1 116,3 96,3 43,2 48,2 39,9 10,0 29,9
[ 56,1 112,3 93,0 46,5 46,5 38,5 9,6 28,9
13 54,2 108,4 89,8 44,9 44,9 37,2 9,3 27,9
14 52,4 104,7 86,7 43,4 43,4 35,9 9,0 26,9
15 50,6 101,1 83,8 41,9 41,9 34,7 8,7 26,0
16 43,8 97,6 80,9 40,4 40,4 33,5 8,4 25,1
17 47,1 94,3 78,1 39,1 39,1 32,4 81 24,3
18 45,5 91,1 75,4 37,7 37,7 31,2 7.8 23,4
19 44,0 87,9 72,8 36,4 36,4 30,2 1.5 22,6
20 42,5 84,9 70,3 35,2 35,2 29,1 7.3 21,9
o= 0,5 e ——
. = A EERp oy e CEXTDT

Figura 3.5: Propagacg@o das plantas anuais - Extin¢do da espécie.

Fonte: os autores.

Nesse caso pode-se notar que a populacdo tende a uma extingdo. Também, compa-
rando a quantidade ¥} com o pardmetro -y nota-se que v < ¥ de modo que A2 < 1. Na
Figura 3.6 apresenta-se o ajuste grafico para essa simulac@o.

Propagacao das plantas anuais

600,0
560,0
520,0
480,0
440,0
400,0
360,0
3200
280,0
2400
200,0
160,0
1200
80,0
40,0

0,0 T T T T T T T T T T

Figura 3.6: Gréfico - Extin¢ao da espécie.
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Fonte: os autores.

4 Conclusao

Apesar de o tema equacdes de diferencas transmitir uma ideia de um conteido da
Matematica estudado exclusivamente em niveis superiores, nota-se que essas estruturas
Matematicas sdo, geralmente, abordadas no Ensino Médio ao iniciar-se o estudo das pro-
gressdes aritméticas e geométricas, que sdo casos particulares de equagdes de diferengas.
A Subsecdo 2.1 foi desenvolvida justamente com o propdsito de ser um texto acessivel
para alunos do Ensino Médio, pois apresentamos o conceito através de um problema
de Geometria Plana. A ideia foi direcionar os alunos a uma melhor compreensao do
que sdo as equagdes de diferencas e, em seguida, foi desenvolvida uma formalizagdo do
conceito e as classificacdes dessas estruturas.

A Subsecdo 2.4, bem como uma sele¢do e adequagdo menos rigorosa de contetidos
da Subsecido 2.5 e da Sec¢do 3, podem ser trabalhados com alunos do Ensino Médio.

Mais especificamente, com relacdo a Se¢do 3, objetivando trabalhar a interdis-
ciplinaridade como proposto em [1], pode-se formar uma equipe de trabalho com os
professores de Biologia para que o problema de propagagdo de plantas anuais ndo
seja apenas apresentado de forma superficial, pelo professor de Matematica, mas sim
estudado mais detalhadamente. O mesmo problema também evidencia a possibilidade
de se abordar outros contetidos. Note que o simples questionamento sobre fatores
favordveis a ocorréncia das plantas anuais possibilita trabalhar com a Geografia no
estudo de condicdes climdticas, tipo de relevo em que mais ocorre tal espécie de plantas,
pluviosidade adequada a ocorréncia da espécie, entre outros. Também, pode-se trabalhar
com as simula¢des desse problema através da implementacdo de uma planilha eletronica,
0 que exige apenas uma total compreensdo das suposi¢cdes para que sejam construidas
as fungdes que integrardo a planilha e destaca-se que tal implementacao possibilitard a
visualiza¢@o de diversos cendrios para o problema (tomando-se o cuidado de ndo cair
no rigor da dedugao das equagdes).

Finalmente, apesar de o estudo desenvolvido no presente trabalho se referir as
equagdes de diferencas lineares de segunda ordem com coeficientes reais e constan-
tes, enfatizamos que um estudo similar pode ser realizado considerando-se equagdes
de diferencas lineares de ordens superiores. Entretanto, a manipulacdo algébrica, ao
considerarmos uma equagéo de ordem m, com m = 3 ou m = 4, torna-se bem mais
trabalhosa. No caso m > 5, obtém-se como polindmio caracteristico uma equagao
que ndo possui uma "férmula fechada" para se determinar as suas raizes, o que torna a
abordagem apresentada aqui invidvel. Ainda com relag@o a esse comentdrio, na se¢do
3 abordamos o problema referente & propagacgdo de plantas anuais, considerando-se
que as sementes com mais de dois anos de idade eram negligenciadas (pois ndo mais

poderiam germinar). Desta forma, podemos observar que um problema similar poderia
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ser modelado, considerando-se a possibilidade de germinacido de uma semente até m
anos de idade, m > 3 e, deste modo, obteriamos uma equacgido-modelo de ordem m (o

que tornaria o algebrismo matemdtico um pouco mais complicado).
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