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Resumo

Encontrar maneiras de se escrever um niimero inteiro positivo como soma de inteiros positivos
pode parecer trivial e nada motivador. Porém, quando olhamos um pouco para a histéria da
matemdtica e nos deparamos com nomes como os dos matematicos Euler, Hardy e Ramanujan
tendo dedicado vérios anos pesquisando o assunto, nos leva a reavaliar nossa primeira impressao
sobre o tema. Estamos falando da teoria das parti¢cdes de inteiros, subtdpico da teoria aditiva dos
nimeros. A busca por férmulas para contar o niimero de parti¢des de um inteiro foi, sem divida,
0 que mais movimentou a teoria. Entretanto, as identidades em particdes geram problemas
motivadores e que desafiam o mundo matematico. As técnicas de demonstracdes mais utilizadas
na teoria: provas bijetivas e uso de funcdes geradoras, tornam seu estudo ainda mais elegante
e intrigante. Nosso objetivo é introduzir a teoria, dando &énfase nessas duas técnicas. Além
disso, apresentaremos alguns dos principais resultados da teoria como os teoremas de Euler e dos
nlimeros pentagonais. Iremos mostrar que o nimero de particdes de um dado inteiro é limitado
por um niimero de Fibonacci.
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1 Introducao

O conceito basico da teoria que apresentaremos € tao simples, que, equivoca-
damente, pode parecer desestimulante estudar tal assunto: uma particdo de um
inteiro positivo € uma forma de decompor este niimero na soma de inteiros posi-
tivos. Por exemplo, imagine que vocé€ tenha 6 pecas de roupas e quer guarda-las
em gavetas de uma comoda com 6 gavetas. Vocé€ pode, por exemplo, separa-las
em grupos menores e guardar 3 pecas em uma gaveta, 1 em outra e 2 em outra.
Ou poderia simplesmente, colocar uma em cada gaveta ou até mesmo todas na

I. V. C. desenvolveu o trabalho durante o projeto de PIIC 2019/2020 da Universidade Federal do Espirito Santo sob
orientagdo de V.M. e agradece a UFES pelo suporte financeiro.

©2020 by Periédicos UFOP Revista de Matemadtica de Ouro Preto v.2 pp:94-137 2020 : 2237-8103



RMAT: v.2 pp:95-137 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

mesma gaveta. Basicamente, estamos separando as pecas em subconjuntos. E,
no caso das parti¢des, ndo importam as gavetas. Por exemplo, as parti¢des de 3
sao: 3,2+ 1,1 + 1 + 1. Uma pergunta natural a se fazer é: dado um nimero
inteiro positivo n, quantas particdes de n existem? A busca por uma féormula
precisa que respondesse essa pergunta, foi um fator relevante e impulsionador no
desenvolvimento da pesquisa em teoria de parti¢cdes, uma vez que quanto maior o
valor de n, o nimero de particdes de n ndo parecia ter nenhum controle ou padriao
de crescimento.

A teoria teve inicio no século XVIII com o Tratado de Euler, onde foi intro-
duzido parti¢des de inteiros como nds conhecemos. Euler provou significativos
teoremas sobre o assunto, como o Teorema dos Nimeros Pentagonais e o Teorema
de Euler, que serdo apresentados mais adiante. Como area de pesquisa, a teoria das
particdes comegou como uma parte da andlise, mas ndo demorou muito € se tornou
parte da teoria dos nimeros. Posteriormente foi considerada como parte da anélise
combinatdria. Mais recentemente, o tema ganhou seu préprio valor.

Muitos matematicos, como Hardy, Schur, Sylvester e Ramanujan ajudaram a
desenvolver a teoria. Srinivasa Ramanujan, matematico indiano, que em 2015 teve
sua trajetoria contada no filme “The man who knew infinity”, enviou uma carta
a Hardy onde demonstrava 120 teoremas que muitos sonhavam em demonstrar.
Mais tarde, em Londres, em sua parceria com Hardy, demonstrou vérios resultados
da teoria dos nimeros. E antes de morrer, Ramanujan ainda enunciou outros
importantes resultados que posteriormente foram demonstrados por outros mate-
maticos. Os resultados, identidades e enunciados de Ramanujan impulsionaram
consideravelmente a teoria das parti¢des, tornando objeto de estudo de muitos
matematicos.

Formalmente, para cada inteiro positivo n, p(n) é o nimero de maneiras de se
representar n como soma de inteiros positivos, chamados partes, na qual a ordem
dessas partes ndo importa. Cada uma dessas somas € o que chamamos de parti¢cao
de n.

Durante um século e meio uma férmula recursiva para calcular parti¢des atra-
vés de fungdes geradoras obtida por Euler foi o tinico meio para se calcular p(n).
Mais tarde, Hardy e Ramanujan encontraram uma férmula para o comportamento

de p(n), mostrando que era exponencial. Era uma férmula exata, porém nao muito
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util, j4 que consistia numa soma de uma série infinita para calcular um inteiro.
Mais adiante, no inicio do século XX, Ramanujan apresentou suas identidades que
até hoje impulsionam diversas pesquisas na drea. Essas identidades intrigaram
bastante o mundo matemadtico, pois eram resultados relacionados aos primos 5, 7 e
11, mas que porém ndo possuiam resultados andlogos para outros primos. Em 2011,
Ken Ono, um matematico especialista em teoria dos nimeros e combinatoria, deu
um grande impulso na teoria de particdes demonstrando dois resultados de maneira
surpreendente. Ele utilizou conceitos de natureza fractal em suas demonstracoes.
Os mesmos fractais que nos anos 2000 ganharam adeptos por todo lado apds as
descobertas da nova abordagem a geometria feita por Mandelbrot e conhecida
como sistemas dinamicos. Ono finalizou com problemas que ja tinham séculos
e cujas abordagens habituais ndo garantiam avangos. Ele percebeu que nao ha
nada de especial com os primos 5, 7 e 11 das identidades de Ramanujan, porém s6
uma andlise fractal aos inteiros o permitiu ver isso. Além disso, ainda em 2011,
Ono e Bruinier [2], descobriram uma férmula algébrica e finita para a fungdo
p(n). E segundo Ono, os resultados obtidos por ele, ja deixam claro que ndo ha
possibilidade de utilizar parti¢cdes para encriptar dados de computador, uma vez
que as parti¢des ndo sdo aleatdrias e sim previsiveis, tornando assim nada seguro
criptografias com partigdes.

Como exemplo, seguem listadas abaixo as parti¢des de 3, 4, 5 e 6.

6
o+1
5 4+2
4 4+1 44+1+1
3 3+1 3+2 3+3
2+1 242 3+1+1 3+2+1
1+1+1 2+1+1 2+2+1 3+1+1+1
I+1+1+1 2+1+1+1 24242

I+1+1+1+1 2+2+1+1
2+1+1+1+1
I1+1+14+1+1+1
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Do exemplo acima vemos que p(3) = 3, p(4) = 5, p(5) = 7e p(6) = 11. Para
termos uma no¢ao de quéo rdpido € o crescimento de p(n) listamos a seguir alguns
valores: p(20) = 627, p(100) = 190569292, p(200) = 3972999029388. Note que,
pela defini¢cdo, em uma particao de n nenhuma parte supera n, além disso, a ordem
das partes ndo estd sendo considerada.

A partir de uma breve revisdo de conceitos basicos da teoria dos ndimeros, nos
guiando por [3] e [7], onde revisitamos a tao conhecida sequéncia de Fibonacci,
a fim de relacionarmos a mesma com nossos estudos, procuramos neste trabalho
fazer uma breve introducao a teoria das parti¢des, assim como sugerido em [4].
Além de apresentarmos as duas principais técnicas de demonstragdes dentro da
teoria, provas bijetivas e funcdes geradoras, optamos por apresentar resultados
onde utilizamos essas técnicas e finalmente concluimos nosso trabalho com dois
teoremas cldssicos sobre nimeros poligonais: o Teorema dos Numeros Pentagonais

de Euler e um teorema sobre os nimeros triangulares.

2 A funcio p(n) e a sequéncia de Fibonacci

A busca por uma férmula para a func¢do p(n) foi um fator relevante no desen-
volvimento da pesquisa em teoria de particdes, porém neste trabalho, nao temos
como foco apresentar resultados relacionados a essa busca por férmulas, para isso
sugerimos [2]. Porém, achamos interessante falar sobre um limitante para a funcao
p(n) dado pelos nimeros de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia numérica proposta pelo ma-
tematico Leonardo Pisa (1170 - 1250), mais conhecido como Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ... Foi a partir de um problema criado por ele
que o mesmo detectou a existéncia de uma regularidade matemaética. Trata-se do
exemplo cléssico dos coelhos, em que Fibonacci descreve o crescimento de uma

populacdo desses animais. A sequéncia de Fibonacci € definida por

Fo=0, Fi=1 e Fyo=F,,+F, VYneN.
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A fim de obtermos uma férmula explicita para F;, em fun¢do de n, procuraremos

progressdes geométricas que satisfazem a mesma recorréncia de F;,, ou seja,

Tp = aqn7 a,q 7é 0
satisfaz
Tp+2 = Tptl + Tn, Vne Na

o que implica que
ag"*? = ag"™ + aq" = aq" (¢ + 1),

em que ¢ + 1 = ¢*. Teremos assim dois valores possiveis para ¢, as duas raizes
o _1-V6 1+45
da equagdo ¢ — ¢ — 1 = 0, que sdo 5 e 5
145 ) C (1 —5
2 2

Logo, sequéncias

da forma a(

1+v5) (1-v5\
consequentemente as sequéncias da forma y,, = a +2\/_) +b ( 2\/_>

> satisfazem a recorréncia acima,

também satisfazem a recorréncia.

Basta agora encontrarmos valores de a e b tais que yo = 0 e y; = 1 para que
tenhamos y,, = F,, para todo n (de fato, teriamos yy = Fg, y; = Fi, e por inducdo,
sek >2ey, = F, paratodon < k,temos yx = yx_1+Yr_2 = Fr_1+Fp_o = F}).

Para isso, devemos ter:
a+b=20
(59 (58
1

1 .
e portanto a = — e b = ———=. Mostramos assim que

V5 V5

1 ([(1+v5\  [1-V5\
() o
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Veremos agora que a fung¢@o p(n) é limitada pelos nimeros de Fibonacci.
Primeiro mostraremos na proposi¢do a seguir que p(n) é uma fungio crescente.
Durante todo texto, utilizaremos a notagéo p(n|*) quando estivermos falando do

numero de parti¢des de n satisfazendo a condi¢do *.

Proposicao 2.1. Para todo inteiro positivo n > 2 temos

p(n) > p(n —1).

Demonstragdo. De fato, observe que de cada particdo de n — 1 obtém-se uma
particdo de n se adicionarmos uma parte 1. Note também que cada particdao de n
possuindo uma parte 1, torna-se uma parti¢ao de n — 1 se retirarmos esta parte.

Assim temos,
p(n) = p(n — 1)+ p(n | ndo hd parte iguala 1) > p(n — 1), Yn>2 (1)

e portanto, p(n) é uma fungdo crescente. O

Observemos agora que
p(n — 2) = p(n | existe a0 menos uma parte 2). ()

De fato, acrescentando uma parte 2 em qualquer particao de n — 2, obtemos
particdes de n com ao menos uma parte 2. E, inversamente, se removermos uma
parte 2 das parti¢des enumeradas por p(n | existe a0 menos uma parte 2) obtemos

particdes de n — 2.

Proposicao 2.2. Para todo inteiro positivo n > 2 temos
p(n | ndo hd parte igual a 1) < p(n | existe ao menos uma parte 2).

Demonstra¢do. Dada uma particdo contada em p(n | ndo hé parte igual a 1), é
claro que as partes dessa parti¢ao sao maiores que 1. Podemos transformar cada
particdo com partes maiores que 1 em uma tnica particio com pelo menos uma
parte 2, bastando dividir a menor parte A (que € maior do que 1) em uma parte 2 e

A — 2 partes iguais a 1. E portanto, temos provado o resultado. [
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Combinando (1) e a Proposicao 2.2 temos

p(n) < p(n—1) + p(n | existe a0 menos uma parte 2), Yn>2  (3)

Dai, de (3) e (2) temos

p(n) <p(n—1)+p(n—2), Yn=2 4)

Mostraremos agora que os numeros de Fibonacci controlam o crescimento de
p(n).
Teorema 2.1. Para todo inteiro positivo n, temos que p(n) < F, 1, em que F, 1

é o (n + 1)-ésimo niimero de Fibonacci.

Demonstracdo. Vamos provar o teorema fazendo inducdo sobre n. Primeiro note
que
p(O):lel € p(].):FleQ:]_,

ou seja, o resultado € vdlido para n = 1. Suponha agora, por hipdtese de inducao,

que o resultado seja verdadeiro para todo £ < n, com k > 2. De (4) temos
p(n) < p(n—1) +p(n - 2).
Aplicando a hipétese de inducao e a defini¢do dos numeros de Fibonacci temos
p(n) <pn—1)+pn—2) < F,+ F,_1 = F1.
Portanto, o resultado é valido para todo inteiro n > 0. U]
3 Identidades em particoes

Na teoria de parti¢cdes, afirmacdes como “o numero de parti¢des de n do tipo
A é igual o nimero de parti¢cdes de n do tipo B"sdo chamadas de identidades em
particoes. Trata-se de um tépico amplamente estudado e com diversos resultados,
que motivam diversos pesquisadores na teoria. No inicio do século XX, Ramanujan

apresentou suas identidades, que até hoje impulsionam diversas pesquisas na area.
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Essas identidades intrigaram bastante o mundo matematico, pois eram resultados
relacionados aos primos 5, 7 e 11, mas que porém ndo possuiam resultados andlogos
para outros primos.

Muitas das identidades que veremos neste trabalho tem a forma
p(n | [alguma condi¢do]) = p(n | partes em N), Vn > 0. ®)

Nas proximas se¢Oes discutiremos e apresentaremos demonstragdes para essas
parti¢Oes, porém iniciaremos a discussdo apresentando, ainda que superficialmente,

alguns exemplos de identidades famosas dentro da teoria.

A chamada primeira identidade de Rogers-Ramanujan refere-se a particdes
de um inteiro positivo n cujas partes deixam resto 1 ou 4 quando divididas por 5 e

pode ser enunciada como
p(n|partes=1 ou 4 mod 5)=p(n|partessdo 2-distintas),

onde, dizemos que uma particao tem partes d-distintas se a diferenca entre estas

partes € de pelo menos d. A segunda identidade de Rogers-Ramanujan é
p(n | partes=2 ou 3 mod 5)=p(n|partessido 2-distintase > 1).

Mesmo sem apresentarmos a prova analitica para esta identidade, vamos fazer uma
construgdo, com base em alguns poucos exemplos, que nos dio evidéncias de sua
veracidade. Para comecar, construimos uma tabela com todas as particdes com

partes 2-distintas e > 1 paran = 1,2, ...12.

Utilizando os dados da Tabela 1, vamos procurar um conjunto M tal que as partes

das parti¢cdes de n pertencam a M e satisfacam a seguinte identidade:
p(n|partes sejam 2-distintas e > 1) = p(n|partesem M).

Inicialmente consideramos o conjunto () e vamos construindo o conjunto M:

* Paran = 1, ndo hd particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(1 | partes
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n | Quantidade | Parti¢cdes em partes 2-distintas e > 1
1 0
2 1 2
3 1 3
4 1 4
5 1 5
6 2 6, 4+2
7 2 7, 5+2
8 3 8, 6+2, 5+3
9 3 9, 7+2, 643
10 4 10, 842, 7+3, 6+4
11 4 11, 9+2, 843, 7+4
12 6 12, 1042, 943, 8+4, 7+5, 6+4+2

Tabela 1: Particdes em partes 2-distintas e > 1

em M) deve ser zero. Portanto, o niimero 1 ndo pertence a M.

* Para n = 2, hd uma particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(2 | partes

em M) deve ser um. Portanto, o ndmero 2 pertence a M. Agora M 2 {2}.

* Para n = 3, hd uma particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(3 | partes

em M) deve ser um. Portanto, o nimero 3 pertence a M. Agora M O {2, 3}.

 Paran = 4, hd uma particdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(4 | partes
em M) deve ser um. Como M D {2, 3}, temos a particdo 2 + 2. Portanto, o

ndmero 4 nao pertence a M.

* Paran = 5, hd uma parti¢cdo em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(5 | partes
em M) deve ser um. Como M D {2,3}, temos a particdo 2 + 3. Portanto, o

numero 5 nao pertence a M.

* Para n = 6, hd duas parti¢des em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(6 | partes
em M) deve ser dois. Como M DO {2, 3}, temos as parti¢cdes 3+3 e 2+ 2+ 2.

Portanto, o nimero 6 nao pertence a M.

* Paran = 7, hd duas parti¢des em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(7 | partes
em M) deve ser dois. Como M D {2, 3}, temos a parti¢do 3 + 2 + 2. Logo,
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precisamos de mais uma parti¢do. Portanto, o nimero 7 pertence a M. Agora
M 2 {2,3,7}.

* Paran = 8, hd trés parti¢cdes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(8 | partes
em M) deve ser trés. Como M D {2,3,7}, temos as particdes 3 + 3 + 2 ¢
2+ 2+ 2+ 2. Logo, precisamos de mais uma particdo. Portanto, o nimero 8
pertence a M. Agora M DO {2,3,7,8}.

* Para n = 9, hd trés particdes em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(9 |
partes em M) deve ser trés. Como M 2O {2,3,7,8}, temos as parti¢des
74+2,3+3+3e3+ 2+ 2+ 2. Portanto, o nimero 9 ndo pertence a M.

* Para n = 10, hd quatro parti¢des em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(10 |
partes em M) deve ser quatro. Como M D {2,3,7,8} temos as parti¢cdes
8+2,7+3,3+3+2+2e2+ 2+ 2+ 2+ 2. Portanto, o nimero 10 ndo

pertence a M.

» Paran = 11, hé quatro parti¢des em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(11 |
partes em M) deve ser quatro. Como M D {2,3,7,8}, temos as parti¢des
8+3,7+2+2,3+3+3+2e3+ 2+ 2+ 2+ 2. Portanto, o nimero 11

ndo pertence a M.

* Para n = 12, ha seis parti¢des em partes 2-distintas e > 1. Assim, p(12 |
partes em M) deve ser seis. Como M D {2,3,7,8}, temos as parti¢cdes
8+2+2,7+3+2,3+3+3+3,3+3+2+2+2e2+2+2+2+2+2.
Logo, precisamos de mais uma parti¢do. Portanto, o nimero 12 pertence a M.
Agora M D {2,3,7,8,12}.

Assim, M D {2,3,7,8,12} e se continuarmos com 0 mesmo argumento, po-
demos verificar que M contém {13, 17,18, 22,23,27,28,...}. Note que obtemos
os dois proximos niimeros do conjunto A adicionando 5 nos dois tltimos nime-
ros da sequéncia. Este conjunto de nimeros pode ser descrito como o conjunto
dos inteiros positivos que, quando divididos por 5, deixam restos iguais a 2 ou 3.

Portanto,

p(n|partes=2 ou 3 mod 5)=p(n|partessdo 2-distintase > 1).
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O argumento acima nao prova a identidade para todo n, apenas verifica que é

verdadeira para alguns valores de n e encaminha a construgao de M.

Utilizaremos o método utilizado para redescobrir a segunda identidade de
Rogers-Ramanujan, para descobrir uma outra identidade conhecida na teoria das
particoes, a identidade de Schur. Trata-se de uma identidade sobre particoes em
partes 3-distintas e ndo possuindo partes consecutivas divisiveis por 3. Primeiro
faremos uma tabela na qual listaremos todas as parti¢des, paran = 1,2, 3,...,13,

com partes 3-distintas e ndo possuindo partes consecutivas divisiveis por 3:

n | Quantidade Particdes em partes 3-distintas € ndo
possuindo partes consecutivas divisiveis por 3

1 1 1
2 1 2
3 1 3
4 1 4
5 2 5, 4+1
6 2 6, 5+1
7 3 7,6+1, 542
8 3 8, 7+1, 6+2
9 3 9, 8+1,7+2
10 4 10, 9+1, 8+2, 743
11 5 11, 10+1, 9+2, 8+3, 7+4
12 6 12, 11+1, 10+2, 9+3, 8+4, 7+4+1
13 7 13, 12+1, 1142, 1043, 9+4, 8+5, 8+4+1

Tabela 2: ParticOes em partes 3-distintas € ndo possuindo partes consecutivas
divisiveis por 3

Agora, com base na tabela acima, vamos construir um conjunto S tal que p(n |
partes em S) = p(n | partes 3-distintas e ndo possui partes consecutivas divisiveis

por 3). Comegaremos com N = () e entdo:

* Deve existir uma particdo de 1. Com partes em S = () ndo teremos uma

parti¢do de 1, logo, devemos ter 1 € S.

* Deve existir uma particdo de 2. Como temos uma parti¢do de 2 em S =
{1},1+4 1, segueque 2 ¢ S.
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* Deve existir uma particdo de 3. Como temos uma particdo de 3 em S =
{1},1+1+1,segueque 3 ¢ S.

* Deve existir uma particdo de 4. Como temos uma particdo de 4 em S =
{1},1+1+1+1,segueque 4 ¢ S.

* Devem existir duas particdes de 5. Com partes em S = {1}, temos apenas
uma particdode 5: 1+ 1+ 1+ 1+ 1. Assim devemos ter 5 € S.

* Devem existir duas particdes de 6. Como temos duas particdo de 6 em
S={1,6},1+14+1+1+1+1e5+1,segueque6 ¢ S.

* Devem existir trés parti¢des de 7. Com partes em S = {1, 5}, temos apenas
duas particoesde 7: 1 +1+1+1+14+1+1e5+ 14 1. Assim devemos
ter7€S.

* Devem existir trés particoes de 8. Como temos trés particdes de 8 em S =
{,5,7},1+1+1+1+14+14+14+1,7+1e5+1+1+1,segue que
8¢ S.

* Devem existir trés particdes de 9. Como temos trés particdes de 9 em S =
{,5,)7}, 1+1+1+14+14+1+14+14+1,7+1+1eb+14+1+1+1,
segue que 9 ¢ S.

* Devem existir quatro particdes de 10. Como temos quatro parti¢des de 10 em
S={L57t,1+1+1+14+1+14+1+14+1+1,7+1+1+1,5+5¢
54+1+1+1+141,segueque 10 ¢ S.

* Devem existir cinco particdes de 11. Com partes em S = {1,5, 7}, temos
apenas quatro particoesde 11 : 1 +14+14+1+14+14+1+14+141+1,7+
1+1+14+1,54+5+1ed5+14+1+1+1+ 1+ 1. Assim devemos ter
11e€8.

* Devem existir seis parti¢des de 12. Com partes em .S = {1,5,7, 11}, temos
seis particoesde 12 : 1 +1+1+1+1+1+1+1+1+1+1+1,7+1+
I1+14+1+1L,5+5+1+1L,5+1+14+1+1+1+1+1,11+1e7+5.
Assim devemos ter 12 ¢ S.
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* Devem existir sete particdes de 13. Com partes em S = {1,5,7, 11}, temos
apenas quatro particoesde 13 : 1 +14+14+14+14+14+1+1+1+1+1+1+
L74+1+1+14+1+14+1,5+5+14+1+1,0+14+1+1+14+1+1+1+1,
11+1+1e7+ 5+ 1. Assim devemos ter 13 € S.

Até aqui obtivemos S = {1,5,7,11,13}. Prosseguindo com a argumentagio
acima, pode-se verificar que S = {1,5,7,11,13,17, 19,23, 25,29, ...}. Observe
que os inteiros em S sdo congruentes a =1 mod 6 e com isso podemos conjecturar

que:
p(n | partes = =1 mod 6) = p(n | partes 3-distintas e sem partes multiplas consecutivas de  3),
que € conhecida como a identidade de Schur.

3.1 Provas bijetivas

Basicamente se queremos verificar que o nimero de objetos de um tipo A é
igual ao niimero de objetos de um tipo B ndo precisamos contar esses elementos. E
suficiente fazer pares com um objeto de cada conjunto, mostrando que cada objeto
do tipo A faz par com um objeto do tipo B e vice-versa. Essa construcio € o que
chamamos de bijecdo entre os conjuntos A e B.

Uma prova bijetiva para uma identidade em particdes consiste em se obter
uma bijecdo entre o conjunto de parti¢des do tipo A e o conjunto de parti¢cdes do
tipo B. E importante mencionar também que, até hoje nio se obteve uma prova
bijetiva simples e direta para as identidades de Rogers-Ramanujan anteriormente
citadas. Nesta secao veremos mais detalhadamente a importancia e utilidade de
tais provas.

Para facilitar a compreensao da maioria das demonstracdes que serdo apre-
sentadas, introduziremos uma representacOes grafica das parti¢coes. Graficamente,
podemos representar uma particdo de um inteiro n positivo por meio de um arranjo
de n pontos no plano, constituido de s linhas em ordem nao crescente. Em cada
linha deste arranjo colocamos um nimero de pontos igual a cada uma de suas

partes. Chamamos essa representacdo de grafico de Ferrers da partigcao.
Exemplo 3.1. Os grdficos de Ferrers das particoes 5+4+4+1e6+4+3+3+1
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sdo, respectivamente

Se no gréifico de Ferrers de uma particdo de n trocarmos as linhas pelas
colunas, obtemos o grafico de Ferrers de uma outra parti¢cao de n, que chamaremos

de particao conjugada da parti¢do considerada.

Exemplo 3.2. Os grdficos de Ferrers das particoes 3+ 3+ 2+ 2+ 1+ 1 e sua

respectiva conjugada 6 + 4 + 2 sdo

Na maioria dos resultados que seguem, utilizaremos a representacdo grafica de
uma parti¢do para auxiliar as provas bijetivas que serdo apresentadas para algumas
identidades. A partir de agora, iremos associar uma particao a sua representacao
em um gréfico de Ferrers, de modo que quando falarmos da conjugacao de uma
particdo, por exemplo, estaremos nos referindo a conjugacdo de seu grafico de

Ferrers.

Teorema 3.1. Seja q.(n) o niimero de parti¢des de n tendo exatamente k partes.

O niimero pi(n) de parti¢bes de n tendo k como a maior parte € igual ao niimero

qr(n).

Demonstragdo. Usando a operagdo “conjugacaodefinida no conjunto das parti-
coes de n, teremos que toda particdo de n tendo £ como maior parte € transformada

em uma parti¢do possuindo exatamente £ partes e vice-versa. [

Corolario 3.1. Seja n um inteiro positivo. O niimero de particoes de n com partes
menores ou iguais a k é igual ao niimero de particoes de n com no mdximo k

partes.
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Proposicao 3.1.

p(n | partes sao distintas) = p(n | todo inteiro entre 1 e a maior parte é parte).

Observe que, quando fazemos a operagdo conjuga¢cdao em uma parti¢ao de n
qualquer que tenha todas as partes distintas, teremos sempre o 1 como parte, ja
que a maior linha se tornard a maior coluna do diagrama de Ferrers da parti¢ao
conjugada. Se a particdo de n tiver apenas uma parte, ndo hd mais o que se
fazer, caso contrario, da mesma forma, a segunda linha da particao de n serd a
segunda coluna do diagrama de Ferrers da particao conjugada e a inica com este
tamanho, logo, nesta nova particdo teremos ao menos uma parte 2. Pelo mesmo
argumento anterior sempre teremos uma nova coluna menor que a anterior e
consequentemente ao menos uma parte uma unidade maior do que a que tinhamos
até entdo no diagrama de Ferrers da particao conjugada. Caso nio tenhamos mais
outra linha a conjugar da particao, a demonstragdo termina aqui. Caso contrério,
repetiremos o mesmo processo. Feito o processo até que se termine de conjugar
todas as linhas da particao de n teremos assim, uma nova particdo em que todo

inteiro entre 1 e a maior parte aparece como parte.

Como exemplo vejamos o grafico de Ferrers das particdes 7+ 5+ 3 4+ 1 e sua
conjugada4 +3+3+2+4+ 2+ 1+ 1de 16 como forma de tornar mais clara a

argumentagdo acima:

Dizemos que uma parti¢do é autoconjugada se ela for igual a sua particao
conjugada. Por exemplo, € facil verque 3+2+1e5+3+3+ 1+ 1 sdo
autoconjugadas, tal verificacdo pode ser feita através de seus respectivos graficos
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de Ferrers.

Teorema 3.2. Seja n um inteiro positivo. Entdo, o niimero de parti¢oes autoconju-

gadas de n é igual ao nimero de particoes de n em partes impares distintas.

Para termos uma ideia da prova deste teorema e ilustrar tal transformacao
usaremos como exemplo a particdo 7+ 5+ 5+ 4 + 3 + 1 + 1 de 26. Vemos que,
o nimero de pontos em cada uma das “linhas"em formato de L é impar e estes

ndmeros sao necessariamente distintos.

Neste caso, considerando cada parte pelo nimero de pontos sobre cada “li-
nha"teremos a parti¢do 13 + 7 + 5 + 1 de 26.

Da mesma forma dando-nos uma particao contendo apenas nimeros impares
distintos, podemos colocd-los em formato L. como mostrado acima e desta forma

obtemos o grafico de Ferrers de uma parti¢do autoconjugada.

Como exemplo usaremos a particao 11 + 9 + 5 + 3 de 28.

[

Note que, esta particao é claramente autoconjugada.
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Corolario 3.2. p(n) é impar se, e somente se, o niimero de parti¢ées de n cujas

partes sdo impares e distintas é impar.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.2 o nimero de particOes autoconjugadas de n é
igual ao numero de particdes de n em partes impares e distintas, dai podemos

mostrar entdo que
p(n) € impar < nuimero de parti¢des de n autoconjugadas é impar.
Note que,
p(n) = parti¢des autoconjugadas + parti¢des que nao sdo autoconjugadas (6)

Observe que o nimero de particdes de n que ndo sdo autoconjugadas € par, ja
que, quando conjugamos uma dada parti¢do A, teremos como resultado uma nova
particdo B que € diferente de A e se conjugarmos B resultaremos novamente em
A, ou seja, cada particdo que ndo é autoconjugada estd associada a uma outra
parti¢do. A partir disso e de (6) temos que p(n) é impar se, e somente se, 0 nimero

de parti¢des de n autoconjugadas € impar. 0

Euler, que tem seu nome marcado em diversas dreas da matematica, também
tem participacdo no desenvolvimento da teoria das particdes. Vejamos uma de
suas contribui¢cdes no teorema a seguir, onde aproveitaremos para descrever duas

operacgdes que utilizaremos em outras provas bijetivas.

Teorema 3.3 (Euler). Para qualquer inteiro positivo n,
p(n | partes sao impares) = p(n | partes sdo distintas).

Demonstragdo. Operagdo 1 - De partes impares para partes distintas: dada uma
particdo de n em partes impares, se a particdo ndo possuir partes iguais, nao ha
o que fazer, caso contrdrio, se tal particdo possuir a0 menos duas partes iguais,
somaremos duas a duas essas partes iguais e repetiremos esse procedimento até

que todas as partes sejam distintas, ou até que sobre apenas uma parte.
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Operagdo 2 - De partes distintas para partes impares: dada uma parti¢ao de
n em partes distintas, caso todas as partes distintas sejam impares nao temos
nada a fazer, caso contrario, pegaremos cada parte par e a dividiremos por dois,
originando duas novas partes iguais e repetiremos esse procedimento até que todas

as partes restantes sejam fmpares.

Denotando por A e B os conjuntos formados pelas particdes de n em partes
impares e partes distintas, respectivamente, temos que f : A — B definida por
f(A) = u, em que u € a parti¢do obtida a partir de A € A pela operac@o 1, é uma
bijecio, e devido a Operagdo 2, f~'(11) = A. Com isso temos a prova bijetiva do

teorema. L]

Observacao 3.1. Quando usarmos no texto a expressdo ‘“somar"estaremos nos
referindo a Operagdo 1 da demonstracdo do Teorema de Euler e quando utili-
zarmos a expressdao “dividir"estaremos nos referindo a Operacdo 2 desta mesma

demonstragao.

Teorema 3.4. Seja n um inteiro positivo. Entdo,
p(n | partes € {1}) = p(n | partes sdo poténcias distintas de 2)

Demonstragdo. E claro que p(n | partes € {1}) = 1, j4 que existe apenas uma
particdo de n formada somente por partes iguais a 1. Usando a operagdo “somar”,
transformamos pares de nimeros 1 em partes 2, na sequéncia os pares de 2 em
partes 4 e assim sucessivamente, logo o conjunto de particdes obtidas tem partes
distintas e estas partes estdo no conjunto formado pelas poténcias de 2, ou seja, o
conjunto {1,2, 4, ...}. Reciprocamente, cada poténcia de 2, digamos 2*, ¢ dividida
em um par de poténcias de 2, 2"~! + 2*~!. Como a tinica poténcia de 2 que é fmpar
é 2° = 1, a operacdo “dividir"serd executada em cada poténcia de 2 até restarem
apenas partes iguais a 1. Com isso, temos que a igualdade do enunciado € de fato

verdadeira. O]

Os conjuntos para os quais € possivel obter uma bijecdo através das operacoes

“somar"e “dividir"sdo chamados de pares de Euler.
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Teorema 3.5.
p(n | a maior parte é r) = p(n —r | cada parte é <),
em que n e r sdo inteiros positivos, com n > 1.

Demonstragcdo. Dada uma particdio A = A\ + A\s + ... + A\; de n, com r =
A1 > ... > s, @0 removermos a maior parte, )\, ficaremos com uma parti¢do
A2+ A3+ ...+ A; de n — r tal que cada parte € menor do que ou igual a r.
Claramente este processo € invertivel bastando acrescentar uma parte r a qualquer
particdo de n — r com partes menores do que ou iguais a r. Com isso temos

estabelecido uma prova bijetiva. [

Vamos denotar por Ax(n) o nimero de parti¢des de n em partes impares, nao

necessariamente distintas, possuindo exatamente k partes diferentes.

Exemplo 3.3. A3(14) = 7, pois as parti¢ées contadas por As(14) sdo

9+3+1+1

T+5+1+1

7T+3+3+1
7T+3+1+1+1+1
O+5+3+1
O+3+3+1+1+1
O+3+1+1+1+1+1+1.

Vamos denotar por By (n) o nimero de parti¢des de n nas quais cada parti¢ao
¢ formada por k sequéncias de um ou mais inteiros consecutivos, tais que essas

sequéncias ndo podem ser consecutivas.

Exemplo 3.4. B;3(14) = 7, pois as parti¢oes contadas por Bs(14) sdo
104341, 944+1, 8444284541, T+542, 7444241 e 6+4+3+1.

Observe, por exemplo, que a particdo 8 + 3 + 2 + 1 apesar de ser formada por

3 sequéncias de inteiros, ndo é contada em Bs(14), pois as segunda e terceira
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sequéncias sdo consecutivas.

Teorema 3.6 (Sylvester). Ax(n) = By(n), para quaisquer inteiros positivos k e

n.

Para este teorema, iremos apenas ilustrar a demonstragdo através de um exem-
plo. Para obtermos uma bije¢do iremos fazer uma variacdo no gréifico de Ferrers
das particdes em partes impares. Na representacdo grafica de uma particdo as
linhas sdo alinhadas a esquerda, o que iremos fazer agora serd alinha-las ao centro.
Como exemplo, podemos representar a particdo 15 + 15+ 15+ 11+ 9+ 3 + 1,

uma das parti¢des contadas em A5(69) por:

L] L] L] L] L] L] L ] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L) o . L] . L] L) L) . . (]
L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L]
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Agora, neste novo diagrama, conectamos os pontos em L da seguinte maneira:

Cada parte da nova parti¢do serd obtida contando o niimero de pontos sobre cada
linha em L, o que resulta na parti¢do 144+12+114+9+4-8+47+4+3+1. Observe que
esta nova parti¢do possui partes distintas e exatamente cinco sequéncias separadas:
14,124+ 11,9+ 8+ 7,4+ 3 e 1, isto é, trata-se de uma parti¢do contada em B5(69).

Teorema 3.7. O niimero de particdes de um inteiro positivo n cuja diferenca entre
quaisquer duas partes é > 2 é igual ao niimero de particoes de n em partes

distintas, onde cada parte par é maior que duas vezes o niimero de partes impares.

Vamos descrever brevemente o processo para demonstrar este teorema através
de um exemplo. Considere o grafico de Ferrers de uma parti¢do contada por
p(n | diferenca entre quaisquer duas partes é > 2). Ajustaremos as linhas deste
grifico da seguinte maneira: deslocaremos a segunda linha para a direita de forma
que o primeiro ponto desta linha fique na mesma direcdo do terceiro ponto da
primeira linha e faremos este mesmo processo sucessivamente para todas as outras
linhas de forma que o primeiro ponto de cada linha coincida sempre com o terceiro
ponto da linha anterior. Tragaremos agora um linha vertical neste diagrama de
forma que fique apenas um ponto na ultima linha a esquerda desta linha vertical.

Por exemplo, para 17 4+ 12 + 6 + 3 + 1, o diagrama modificado é:
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A direita da linha vertical no diagrama acima temos um grafico de Ferrers de uma
particdo e agora vamos reordenar suas linhas colocando as partes impares em

ordem ndo-crescente e, depois, as partes pares em ordem nao-crescente:

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2020 115



RMAT: v.2 pp:116-137 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

L] L] L] L] L] L] L] L] L] Ll L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] Ll
L] L] L] L] L] Ll L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L]
L]

Agora, ignorando a linha vertical no meio do diagrama e considerando cada linha
como uma parte da nova parti¢do, temos que 14 + 8 + 13 + 3 + 1 serd esta nova
particdo em partes distintas e tal que cada parte par € maior do que duas vezes o
nimero de partes impares. Este procedimento fornece uma prova bijetiva para o

teorema.

Relembremos do Teorema 3.1 que gx(n) é o nimero de parti¢des de n tendo
exatamente k partes se 0 < k < n. Vamos agora, por meio de bije¢des, provar uma

relacdo de recorréncia para g (n).

Proposicao 3.2. Sejam n, k inteiros positivos tais que 0 < k < n, entdo
qk(n) = qr—1(n — 1) + qp(n — k).

Demonstragdo. Seja (1) o conjunto formado pelas parti¢des de ¢ com exata-
Q;(1)| = 4;(i). Temos
que o conjunto Qx(n) é a unido disjunta dos seguintes conjuntos

mente j partes. Entdo, o nimero de elementos de ();(i) é

S = {()\1, .. ,/\k) € Qk(n)\)\k = 1},

T = {()\1, .. ,)\k) € Qk(n)])\k > 1} .

A fungdo f : S — Qx_1(n — 1), dada por

FOA, ) = Ay oo A1),y

é uma bijegdo cuja inversa satisfaz f ' ((p1, ..., pr—1)) = (1, - - ., px—1, 1). Logo,
|S| = [Qr_1(n — 1)| = gx_1(n—1). Por outro lado, a fun¢do g : T — Qr(n—k),
dada por

g A, ) =M =1, % — 1),

Revista de Matemadtica de Ouro Preto 2020 116



RMAT: v.2 pp:117-137 2020 Universidade Federal de Ouro Preto

é uma bijecio cuja inversa satisfaz ¢~ ((p1, ..., pix)) = (141, ..., . +1). Logo,
T = |Qr(n — k)| = gx(n — k). Portanto,

@(n) = |Qr(n)| = [S|+ T = qe-1(n = 1) + gr(n — k).

3.2 Funcoes geradoras

As fungdes geradoras estdo entre as principais ferramentas utilizadas na solug¢ao
de problemas de contagem. Quem comecou a empregar essa técnica na teoria
aditiva dos numeros foi Euler, porém ela teve origem em trabalhos de A. De
Moivre (1667 - 1754). Uma série de poténcias ¢ uma soma infinita da forma
ap + ax + asx? + azz® + -+, em que a;, parat = 1,2, 3, ..., sdo nimeros reais
e = é uma varidvel. Dada uma sequéncia (a,),cn, a funcio geradora ordinaria

para esta sequéncia é definida como a série de poténcias
2 3
ag + a1 x + asxr” +asxr” + .- .

Exemplo 3.5. Pela definicao de fungdo geradora ordindria acima, vemos que a
fungdo dada por
f@)y=1+z+22+2°+2* +.. .,

é a fungdo geradora para a sequéncia a, = 1, parar =0,1,2,3,.. ..

Sabemos que, para |x| < 1,

Quando consideramos expressées como f(x) = 1+x+x*+2°+2*+. .., sabemos
do cdlculo que estamos interessados na funcdo definida por esta expressdo e,

portanto, nos importa o problema de sua convergéncia, isto é, quando f(x) é

finito. Desta forma ndo nos interessard os valores de x com |x| > 1. No nosso

contexto de funcoes geradoras estamos interessados nos coeficientes e raramente
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iremos atribuir valores para x, sendo assim vamos manipular essas séries sem nos
preocuparmos com convergéncia. Implicitamente, estaremos sempre considerando

lz| < 1.

Conheceremos, a seguir, uma série de exemplos de fungdes geradoras para
contar alguns exemplos de parti¢des restritas, isto €, aquelas em que as partes

possuem alguma propriedade especial, e particdes irrestritas.

3.2.1 Funcao geradora para as particoes de n em partes impares e distintas

Tomando o produto (1 + z)(1 + 2%)(1 + 2°)(1 + 27) -+ (1 + 2.
podemos ver que o coeficiente de 2° é igual a 1, que é o total de maneiras de se
escrever 6 como soma de fmpares distintos. E facil ver que a poténcia z° aparece
como o produto de z° - '. Note também que 11 s6 pode ser escrito como soma de
impares distintos através do préprio nimero 11 e da soma 7 4+ 3 + 1, por isso o
coeficiente de 2'' no produto acima é 2. J4 o coeficiente de z'* ¢ 3, pois obteremos

3 .3 5

z'* apenas quando se multiplica « - ', 2® - ! e 2° - 2°. Desta forma vemos que

ﬁ(l + %) = i d;(n)z",
k=0 n=1

em que d;(n) é o nimero de parti¢cdes de n em partes impares distintas, ou seja,

ﬁ(l + $2k+1)

k=0

¢ a fung@o geradora para d;(n).

3.2.2 Funcao geradora para particoes de n em partes distintas

Tome o produto
1+z)14+2)1+2*) (1 +2b) - (T +a™)---.

Tome agora como exemplo um niimero inteiro positivo que seja menor ou igual

a 5. E claro que nenhuma parte deste nimero pode ser maior ou igual a 5 e se
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tomarmos entdo o produto (1 4 2)(1 + z*)(1 + 2*)(1 + 2*)(1 + 2°) e conside-
rarmos apenas as poténcias de x < 5 temos a fun¢do geradora para as particdes
de todos os nimeros menores do que ou iguais a 5 em partes distintas. Como o
produto acima é igual a 1 + 2 + 2 + 22 + 22* 4 32° + - - - podemos observar,

por exemplo, que, como 3 é o coeficiente da poténcia z°

, existem 3 parti¢cOes de
5 em partes distintas, que sdo: 5,4 + 1,3 + 2. E fécil ver que os termos do tipo
(14 2", (1 4+ 2™2), - - - ndo contribuem para as particdes de n, com isso, para
se encontrar o total de particdes de n em partes distintas, basta considerarmos o
produto finito (1 + z)(1 + 2®)(1 +2%) - (1 + 2™).

Pela argumentagdo acima, podemos concluir que a fun¢do geradora para as parti-

coes de n em partes distintas é dada pelo produto infinito

H(l + ). (7)

k=1

3.2.3 Funcao geradora para particoes de n em partes pares e distintas

Se estivermos interessados na funcdo geradora das parti¢cdes de n em partes
pares e distintas devemos tomar o produto (1 + 22)(1 4 z*)(1 + 2°)(1 + 2®)(1 +
2% ... (1 + 2?) ... Como na parti¢io de um niimero menor do que ou igual a

0ito nunca teremos partes maiores do que 8, se tomarmos o produto
(1+2%)(1+ 2 (1 + 2% + 2°)

e considerarmos apenas as poténcias de x < 8 teremos a funcdo geradora para
a particdo de todos os nimeros menores do que ou iguais a 8 em partes pares e

distintas. E facil ver que o produto acima é igual a
1+ 2%+ o' + 225 22 + - -

e como exemplo podemos observar que o coeficiente de 2 é 2 que representa a

quantidade de parti¢cdes de 6 em partes pares e distintas que sdo: 6 e 4 + 2.

A partir desta argumentacgdo e da fungao geradora (7) € facil ver que a fungao
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geradora para parti¢des de n em partes pares e distintas é
oo
o+

3.2.4 Funcao geradora para particoes de n em partes que sao quadrados
distintos

Se estivermos interessados na funcio geradora das parti¢cdes de n em quadrados

distintos devemos tomar o produto
(14+2)(1+2) (1+2%) (1429 ... = 1+a+at +2’ 42+ 04 B o a0

Desta forma por exemplo, podemos ver que entre os numeros de 1 a 16, somente

oito possuem particoes cujas partes sdo quadrados perfeitos.

A partir da mesma argumentacdo para a funcdo geradora (7) e no que foi
dito acima, vemos que, a fung¢do geradora para particdes de n em partes que sao

quadrados distintos é

ﬁl—l-x

3.2.5 Funcao geradora para p(n)

Note que
1 2,3, .4
m=1+x+x +a’+xt A+
1_x2:1—|—x2+x4+x6+x8+~~
1 m 2m 3m 4m
1_xm:1—|—:1: A ol A R A RN
dai,
~ 2 2, 4 3., .6
Hl_xk:(1+x+x +o )14+t )+t b )
k=1
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e com isso concluimos que as contribui¢des para os coeficientes de x™ vém de um
termo ' da primeira série, de 2% da segunda série, de 3% da terceira, . . ., de
™% da m-ésima série, em que a; > 0, para todo 7. Como o produto destes termos

resulta em 2", temos que
a1 + 2a9 4+ 3as + - - - + ma,, = n.

Cada a; deve ser representado como a soma de is que aparecem na parti¢do de n,

isto €, podemos expressar n da seguinte forma
nz1+---+1+2+---—|—2+---+m+---+m,

em que o nimero 1 aparece a; vezes, 0 nimero 2 aparece a, vezes € assim
sucessivamente. Desta forma, cada particdo de n vai contribuir com uma unidade

para o coeficiente de =" nesta expansao.

Como exemplo do que acabamos de expor, suponha que em cada uma das qua-
tro primeiras séries, tenhamos tomado, respectivamente as seguintes poténcias de
T x4, xﬁ, xﬁ,xn.

Escrevamos estas poténcias da seguinte forma

4 ZE1+1+1+1

Tr =

26 — p2t2+2
26 — o343
p12 = At

28

Note que o produto das poténcias x acima resultam em z°° € com isso temos a

seguite particao de 28 :
44+4+4+3+3+2+2+2+1+1+1+1

Observe que o termo z° representa trés 2 na segunda série e dois 3 na terceira série.
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Assim, as séries acima estdo sendo vistas como

[e. 9]

1
11 = (I4zt+2 7 )A+ 22+ 2224 ) +2° 4254+
k=1
~ 1 , 1
A funcdo 7 “controla”, portanto, a presenca de partes 1, 12 a presenca de
— -
1
partes 2, 1 5 a presenga de partes 3,.. ., T—om a presenga de partes m. Isto
—x —a™m
prova, portanto, que
ﬁ 1
1 — ok
k=1

€ a funcgdo geradora para particdes irrestritas. Se estivermos interessados na fungdo

geradora para as particdoes de n em que nenhuma parte supera m, basta tomarmos:

m

1
=

k=1

3.2.6 Funcao geradora de particoes de n em partes impares

Mostraremos a seguir que a funcio geradora de particdes de n em partes

impares € dada por:
[e.e]

1
i

k=0

Primeiro note que

=l+a+2®+a°+2"+---
1—2
Substituindo = por z* e posteriormente por x° na equagio acima temos, respectiva-

mente,

1
=1+2°+2%+2°+--
1 — a3

1
1—2ab

142 20 15
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A partir disto podemos escrever

oo

1
H 1 — p2h+l (I+z+2®+2+. )1+ +a2%+. )1+ +20+.. ) ..

k=0
Sabemos que o expoente n de x serd obtido a partir da soma de um expoente da
primeira série, outro da segunda e assim sucessivamente, sendo que na primeira
série o expoente serd um multiplo de 1, na segunda um multiplo de 3, na terceira

um multiplo de 5 e assim sucessivamente, dai
aj; + 3as + bas + Tag + - - -+ (2m — 1)a,, = n,
que por sua vez podemos escrever

n=1++1+3++3+-+2m—1+---+2m—1.
al as am

o0
Assim, a s€rie H T g2hit estd sendo vista da seguinte maneira
k=0
=
_ 141 3 ..3+3 5 ..5+5
k=0
~ (3 " 1
em que a funcao controla", portanto, a presenca de partes 1, 1- 3 a
- —x

presenca de partes 3,

1
= a presenca de partes 5, ..., ——— a presenga de
1 - xz , 1—am

partes m, sendo m um nimero impar.

Portanto, a particao de n serd dada a partir apenas de partes impares, ja que o
produto de = que resultard em z" sera formado apenas por poté€ncias de x com

expoentes que sao multiplos de impares.
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3.2.7 Funcao geradora de particoes de n em partes pares

Mostraremos a seguir que a fungdo geradora de parti¢des de n em partes pares
¢ dada por:

had 1
H 1 — 2k
k=1

Primeiro note que

1

=1l+az+a°+a2°+a'+ -
11—z

6

Substituindo « por z*, depois por z* e posteriormente por z° na equagio acima

temos, respectivamente,

1
il SR A

1
1_x4:1+x4+x8+x12+~'

1
1_x6:1+w6+x12+m18+---

A partir disto, podemos escrever

oo

1
Hm:(1_|_;B2_|_;E4_|_...)(1_|_;E4+$8_|_...)(1_|_x6_|_x12_|_...)... )
k=1 t
Sabemos que o expoente n de x serd obtido a partir da soma de um expoente da
primeira série, outro da segunda e assim sucessivamente, sendo que na primeira
série o expoente serd um multiplo de 2, na segunda um multiplo de 4, na terceira

um multiplo de 6 e assim sucessivamente, dai
2a; + 4as + 6az + - - - + (2m)a, =n
que por sua vez escrevemos

n=24--4+2+4+---+44-+2m+---+2m.
al az am
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Assim, a série H T estd sendo vista da seguinte maneira
—x
k=1
|
11 1 2% (142242224 (1 +z+ 2™ ) A+ af 28 )
k=1

1 1
em que a fungao T2 “controla", portanto, a presencga de partes 2, T4 a
-

1
— - apresenca de

presenca de partes 4,
11—z

— a presenga de partes 6, ... ,
1 - T
partes m, sendo m um ndmero par.

Portanto, a particdo de n serd dada apenas por partes pares, ja que o produto de
x que resultard em x" serd formado apenas por poténcias de x com expoentes

multiplos de pares.

Enquanto na Se¢do 3.1 utilizamos bijecdes para mostrar que o nimero de par-
ticoes de uma dada caracteristica A era igual ao nimero de particdes de uma dada
caracteristica B3, aqui a nossa ferramenta serd mostrar que as funcdes geradoras dos
dois tipos de parti¢des que estaremos comparando sio iguais e consequentemente a
quantidade dessas parti¢des coincidirdo. Na Secdo 3.1 enunciamos e provamos uma
das varias contribui¢des de Euler para a teoria das particdes, o Teorema 3.3. Nossa
demonstracao foi através de bijecdo. Apresentaremos agora 0 mesmo teorema,

porém com uma demonstragdo utilizando funcdes geradoras.

Teorema 3.8. O niimero de particoes de n em partes distintas é igual ao niimero

de particoes de n em partes impares.

Demonstracdo. Sabemos que a func¢do geradora para particdes em partes distintas
¢ dada por

[T+

k=1
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e que a funcao geradora para particdes em partes impares € igual a

~ 1
]

k=1

Dai, basta que mostremos que ambas as expressdes sao idénticas. Temos,

[[( -+ - ] 20 =)

1 — 2k
k=1 k=1
=1 — %k
I
k=1

(1—2?)(1—2M)(1 —a%)(1 —2%) -
(1—2)1 =221 —a23)(1—2%)---

1
T -1 - )
A 1

Outro resultado que ja apresentamos uma prova bijetiva, € o que segue no

exemplo abaixo de mais uma utiliza¢do das funcdes geradoras.

Exemplo 3.6. Todo inteiro positivo pode ser expresso de maneira tinica como

soma de poténcias distintas de 2.

De fato, pelos argumentos apresentados nesta secdo, a funcdo geradora para

particoes de n em poténcias distintas de 2 é dada por
1+ 2)1+ 231+ 2 (1 +2%) - (1 +22)- -

e o coeficiente de x" da expancdo deste produto nos fornece o niimero de maneiras
de escrever n. como soma de poténcias distintas de 2. Logo basta mostrarmos que

o coeficiente de x™ ¢ igual a 1 para todo n.
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Sabemos que

=l4at+ata® 4+t 4+

1—=x

lOgO nos resta provar que

1

= L)) (L)

Temos,

(1—2)1+2) 1+ )1 +2) =1 —2)(1+2°)(1 +2) -
=1 —-aM(1+a2")(1+2%)- -
=(1-2%)(1+2%(1+2"%)--
=1 -2 +2"1+ 2%
=1

Jjd que |x| < 1 e conforme o exponente de x cresce seu valor se aproxima de 0.

Uma prova bijetiva para o exemplo acima foi apresentada no Teorema 3.4.
4 Teoremas sobre niimeros poligonais

Elaborados pelos pitagéricos, os niimeros figurados sao nimeros expressos
como reunido de pontos numa determinada configura¢do geométrica, ou seja, um
ndmero € representado por uma quantidade de pontos que sdao agrupados em formas
sugestivas. Deste nimeros, os mais estudados tém sido os nimeros poligonais,
dos quais destacamos os triangulares e os pentagonais. A seguir, apresentamos
dois importantes teoremas da teoria de particdes de inteiros que envolvem estes

ndameros.

Definicao 4.1. Os niimeros triangulares sdo 1, 3,6, 10, . . ., referentes ao niimero

de pontos nos tridngulos em ordem crescente:
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L . . c 4 (J+1
O j-ésimo ndmero triangular ¢ dadopor 1 +2+ 3+ --- +j = ‘% De
maneira andloga, podemos definir os nimeros pentagonais.
Definicao 4.2. Os niimeros pentagonais sdo 1,5,12,22, ..., referentes ao niimero
de pontos nos pentdgonos abaixo:

L] L] L] L)
L] L] L] L] L] .
. . . . . [ . o
L] L] L] L] L] L] L]
. o o o . . [

Desta forma, vemos que o j-ésimo niimero pentagonal consiste em um triangulo
equilétero de lado 7 sobre um retangulo de lados j e 7 — 1, com isso, 0 j-ésimo
nimero pentagonal é

j(3j —1)

+i(-1) = T —

jG+1)

2
A partir da representagdo grifica dos niimeros pentagonais acima podemos obter
gréficos de Ferrers de parti¢des rotacionando os diagramas e alinhando suas linhas

a esquerda:

. [ o ) ° ° . o o . o ° ° o . °
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L]
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Teorema 4.1 (Teorema dos Numeros Pentagonais de Euler).
p(n | niimero par de partes distintas) = p(n | niimero impar de partes distintas)+e(n),

em que
_J@Bj+1)
n=-—=
e(n) = 2

0, caso contrdrio.

Demonstragdo. Iremos agora construir uma bijecao entre as particdes de n em
um ndmero par de partes distintas e as particdes de » em um nimero impar de
partes distintas. Considere um Grafico de Ferrers de uma parti¢cdo de n em partes
distintas. Vamos chamar de a a menor parte e de b, o nimero de pontos sobre a

linha r mostrada na figura a seguir:

Se a < b, como na figura acima, removeremos 0s a pontos € 0s colocaremos

paralelos a reta r de forma que ocupem as primeiras linhas do gréfico de Ferrers:

Feita tal mudanca podemos observar que temos uma nova parti¢ao de n, possuindo
partes distintas e representadas em ordem decrescente e com paridade diferente da
anterior, ou seja, se o total de partes era par, agora é impar e se era impar, agora é
par. Note também que, ainda que tivéssemos a = b a mudanga acima ainda teria

sido possivel.

Vejamos agora, um caso em que a > b. Considere o grafico de Ferrers abaixo:
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L] Ll L] L] L]
(] L] o . .
L] Ll L] L]
>

Neste caso podemos tomar os b pontos da linha r e coloca-los abaixo da parte de
tamanho a, desta forma teremos uma nova particdo com diferente pariedade. Feita
tal alteracfo na particdo continuaremos com uma particao em partes distintas e

colocadas em ordem decrescente em seu grafico de Ferrers.

[ [ . L] L] L] L]
(] (] . () . ()

L] L] L] L]

L] L] L]

L] L]

Vemos que quando uma das transformacdes acima puder ser feita, teremos
uma correspondéncia entre as particoes de n em um nimero par de partes distintas
e as particoes de n em um nimero impar de partes distintas. Porém, as duas
transformacdes mostradas acima nem sempre podem ser feitas. Existem dois casos
em que a linha r passa do dltimo ponto da menor parte. Isso ocorre quando a = b
oua=>b+1.

Com ajuda dos gréficos abaixo fica facil ver que ndo podemos fazer nenhuma
das transformacgdes descritas até entdo, ja que sempre que executada uma destas

transformacdes, devemos ter partes distintas e dispostas em ordem decrescente.

L] L] L] L]

L] L] L] L]

L] . L] L]
a=b+1
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Nas figuras acima temos

b(2a +b—1)

n=a+(@+1)+(a+2)+ - +@+(0-1))= 5

b(3b+ 1)

Dai,nocasoa = b+ 1 temos n = 5

, logo, se b que é o nimero de partes,

for par, teremos

p(n | ndmero par de partes distintas)—p(n | nimero impar de partes distintas) = 1

e se b for impar

p(n | ndmero par de partes distintas)—p(n | nimero impar de partes distintas) = —1,

ou seja, teremos exatamente uma particdo contendo um ndmero par (impar) de

partes distintas excedendo aquelas com um nimero impar (par) de partes distintas.

No caso em que a = b, teremos

b(3b — 1)
2

n =
e a mesma andlise acima pode ser feita, ou seja,
p(n | nimero par de partes distintas)—p(n | nimero fmpar de partes distintas) = (—1)°,
0 que conclui a demonstragdo do teorema. [
Vejamos agora um teorema envolvendo a fun¢do geradora para os nimeros

triangulares, que possui uma prova bijetiva semelhante a do Teorema dos Niimeros

Pentagonais apresentada acima e dada por F. Flanklin em 1881.

Teorema 4.2. Para |q| < 1

— (=) —¢") - (1=6") pp1 _ N~ msn
AP PNy R s L DL
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Observe que, a soma do lado esquerdo da equacdo acima gera particdes em
que as partes sao maiores do que 1, as partes pares sao distintas, a maior parte €
fmpar e tendo um peso associado dado por (—1)™ em que m é o niimero de partes
pares. Além disso, € facil ver que os expoentes do lado direito da equacdo acima

sdo os numeros triangulares. Note que a equagdo abaixo € equivalente a Equagdo

8)

~ (1-¢)A—q"---(1—¢™) e (1)
n > 9
Z 1-—¢)(1—¢) - (1_q2n+1 Zq ®)

n=1

Temos como objetivo para provarmos a equagdo acima, mostrar que os coefici-
entes de ¢" do lado esquerdo sdo iguais a 1 se n € um nimero triangular e 0, caso
contrdrio. Em outras palavras, é equivalente mostrar que, se p.(n) denota o nimero
de parti¢des de n geradas pelo lado esquerdo de (9) tendo um nimero par de partes
pares e p,(n) denota o nimero de parti¢des de n geradas pelo lado esquerdo de (9)

tendo um nimero impar de partes pares, entdo devemos mostrar que

1,se n € um ndmero triangular
pe(n) - po(”) = (10)

0, caso contrdrio.

De fato, se P(n) denota o conjunto das parti¢des de n em partes maiores do que 1,

tendo todas as partes pares distintas e a maior parte impar, entao
[P(n)] = pe(n) + po(n).

A ideia utilizada na demonstragdo a seguir € mostrar que, dada uma parti¢ao de
n contada em p.(n) obtemos uma correspondente contada em p,(n) e vice-versa,

para todos os valores de n exceto se n for um numero triangular.

Se n ndo é um nimero triangular, existe uma bijecdo entre o conjunto de

particdes contado por p.(n) e o conjunto de parti¢des de n contado por p,(n), dai
Pe(n) — po(n) = 0.
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No caso de n ser um nimero triangular, existe uma particao contada em p,(n)

que ndo tem correspondente contada por p,(n), dai, p.(n) — p,(n) = 1.

Demonstra¢do. Definamos em P(n) a seguinte transformagdo: dada uma parti¢éo
A=\ + -+ X\ € P(n) consideramos seu grafico de Ferrers e removamos as
duas ultimas colunas para formarmos uma nova parte \;;;. Com isso ficamos com

uma particgdo N = | + -+ X. den — A\ 1.

Posteriormente, inserimos esta nova parte abaixo da menor parte de \" quando
Aep1 < Ao e N, é impar ou A\, < A, e \, é par, resultando na parti¢io \” =
N+ + A+ X1 € P(n). Como exemplo:

Se por acaso A\g;1 > A, ou A\;y1 = N, e N, € par ndo podemos realizar a
operagdo acima a fim de termos uma nova parti¢do em P(n). Quando isso acontece,
removemos a menor parte A; de A para formarmos duas colunas para adicionarmos
ao gréfico de Ferrers da particdo A\; + --- + A\;_1, em que serdo iguais quando
s € par ou que diferem por 1 quando A\, é impar. Podemos observar que a nova
parti¢do formada a partir desta operac@o estd em P(n), ja que todas suas partes
continuardo sendo maiores do que 1, pois a menor parte retirada € maior que 1 e
o grafico de Ferrers tem suas partes dispostas em ordem ndo crescente, todas as
partes pares sdo distintas ja que eram distintas antes e agora foram somadas mais
duas unidades quando A € par ou entdo se torna uma parte impar se for somada
apenas uma unidade e a maior parte continua impar ja que resultard da soma de

uma parte impar com uma parte 2. Como exemplo:
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e o o o o o o e ©o o o o o o
e o o o o o o oooot.oI
b——
e o o o o o e o o o o o
*—o—o
e
e o o o o o o oooooooI—I
e o o o o o o e o o o o o o
b——
e o o o o e o o o o
——o—o o

Observe que, quando n € um nudmero triangular, ou seja, tem forma
k(k+1

n= %, nenhuma das duas operagdes definidas acima podem ser aplicadas

k 1

aquela particdo em P(n) tendo 5 partes k£ + 1, quando £ € par ou +

,seké

impar.

De fato, se removermos as duas dltimas colunas da parti¢do que tem 5 partes

k
k + 1, quando k € par, a nova parte terd tamanho 25 = k e, consequentemente,
nao podemos colocéd-la abaixo da menor parte k + 1 — 2 = k£ — 1. Inversamente,

removendo a menor parte, cujo tamanho é k£ + 1, ndo podemos colocar as duas

) k k )
novas colunas obtidas, uma tendo tamanho 5 + 1 e aoutra > em frete a ultima

k . .
coluna, que tem tamanho 5~ 1, da parti¢do com a menor parte removida.

. . 1
Se removermos as duas tltimas colunas da particdo que tem partes k,

+1

quando £ € impar, a nova parte terd tamanho 2 k = k+1 e, consequentemente,
nao podemos colocéd-la abaixo da menor parte & — 2. Inversamente, removendo
a menor parte, cujo tamanho € %k, ndo podemos colocar as duas novas colunas
obtidas, a maior tendo tamanho

kE—1

, em frente a dltima coluna, que tem tamanho

da particao com a menor parte removida.

Por exemplo, ndo podemos aplicar nenhuma das duas operagdes nas particoes

de 6 em que £ = 3 e 10 em que k = 4 abaixo:
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Para concluirmos a demonstragdo, basta mostrarmos que as transformagdes
descritas acima, quando aplicadas, mudam a paridade do ndmero de partes pares.
Feito isso, teremos mostrado que (10) € valida. Para aquelas particdes em P(n) nas
quais podemos remover as duas ultimas colunas do gréfico de Ferrers, temos duas
possibilidades: se as colunas t€ém o mesmo tamanho, ndo modificamos o niimero
de partes impares e a nova parte terd tamanho par, o que modifica a paridade do
nimero de partes pares; se as colunas diferem por 1 perdemos uma parte par e
obtemos uma parte impar como nova parte modificando a paridade do nimero de
partes pares. Estes argumentos podem ser facilmente invertidos para mostrar que a

outra transformacdo também modifica a paridade do numero de partes pares.

O]
5 Conclusao

E interessante ver como a matemdtica estd ligada a inimeros momentos da
nossa vida e traz explicacdes para tantos feitos ou ocorréncias, como por exemplo,
a sequéncia de Fibonacci e suas diversas apari¢cdes em padrdes na natureza e em
outras dreas da matemdtica. Além disso, chama a atencdo o fato de que, para
muitas das demonstragdes sobre particdes de inteiros uma importante técnica
utilizada, baseia-se em conceitos simples de matemadtica basica, como o de funcao
bijetora, mas que por muitas vezes nao € tdo simples encontarmos essa tal bijecdo
entre dois conjuntos. Outro ponto, € o fato de como o recurso visual, a partir dos
graficos de Ferres, nos permitem fazer com que as demonstragdes analiticas se

tornem menos extensas € mais compreensfveis.

Até aqui ficou evidente a importancia dos estudos de nomes como Euler,
Ramanujan e Hardy para o desenvolvimento da drea. Entretanto, também ficou
claro o quanto ela ainda deve ser desenvolvida, haja visto que muitos problemas
ainda estdo sem respostas, como por exemplo a obten¢do de uma prova bijetiva para

as identidades de Rogers-Ramanujan. Um caminho natural para prosseguimento
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do trabalho € analisar mais detalhadamente as novas representacdes de parti¢oes
que vém surgindo, em especial, a representacao matricial. E tentar utilizar essa
representacdo em provas bijetivas e/ou usando funcdes geradoras para obter novas

identidades dentro da teoria.

Em 2011, Santos, Mondek e Ribeiro, [6] apresentaram uma nova maneira de
estudarmos parti¢cdes de inteiros, utilizando matrizes de duas linhas, exibindo duas
diferentes representagdes matriciais para particdes irrestritas, uma delas fornecendo
uma descri¢do para a particdo conjugada. Essa nova maneira de descrever as
parti¢des tornou-se objeto de estudo de alguns mateméticos. Em 2010, Brietzke,
Santos e Silva, [1], que j4 tinham conhecimento dos resultados obtidos em [6],
ainda que este trabalho fosse ser publicado posteriormente, obtiveram provas
bijetivas de parti¢des utilizando a nova representac@o por matrizes. E em 2016, em
sua tese de doutorado, Wagner, [8], apresenta novos resultados dentro da teoria,
utilizando as matrizes de duas linhas. Novas pesquisas na drea foram impulsiona-

das por essa nova descricdo de particdes, como o trabalho de Santos e Matte em [5].

Esse grande nimero de referéncias atuais dentro da teoria nos faz acreditar
que o engajamento em tal estudo € promissor e pode ajudar a desenvolver ndo s6 a

teoria por si s6, mas como outras areas da matematica e da matemaética aplicada.
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