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Resumo

Neste trabalho serdo investigadas as matrizes geradoras da sequéncia de Mersenne com indices
correspondentes aos inteiros positivos, bem como a generalizacio de sua forma matricial de
ordem 2 X 2 e serd realizada a extensdo para as matrizes com indices negativos. E ainda, serdo
apresentadas propriedades inerentes a essas matrizes. Por fim, serdo apresentadas algumas
definicdes a respeito dos quatérnios de Mersenne, a férmula variante de Binet, funcdo geradora, a
sua extensdo para indices inteiros negativos e identidades cldssicas, tais como: Cassini, Catalan e
d’Ocagene.
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1 Introducao

A sequéncia de Mersenne € composta pelos nimeros de Mersenne e carrega esse
nome em homenagem ao francés Marin Mersenne (1588-1648), ver por exemplo
[2]. Dos estudos matematicos, em especial na teoria dos nimeros, Mersenne ficou
conhecido pelas suas contribui¢cdes relativas aos chamados primos de Mersenne,
ver por exemplo [18]. Podemos encontrar estudos em torno dos nlimeros primos
de Mersenne em [1, 4, 11, 14].

Definicao 1.1. A sequéncia de Mersenne, para n € N, corresponde a seguinte

relacdo de recorréncia, com My = 0:

Mn+1 == 2Mn + 1
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Assim, os primeiros termos dessa sequéncia sao 0,1, 3,7, 15, 31,63, . ..

Proposicao 1.2. A formula de Binet de Mersenne é representada pela formula
M, =2"—1.

Proof. Iremos mostrar que 2" — 1 satisfaz a Defini¢do 1.1. Para o caso em n = 0,
tem-se My =2"—-1=1-1=0.

E ainda, substituindo M, na Defini¢do 1.1, temos M, ;1 = 2(2" — 1) + 1 =
"t — 241 =27 — 1 O

Para n + 1, podemos reescrever essa relagdo de recorréncia como M, 1o =
2M,, .1 + 1. Subtraindo M, o> — M, ., podemos obter uma outra relacdo de

recorréncia equivalente para esta sequéncia. Assim, tem-se:

Proposicao 1.3. A recorréncia da sequéncia de Mersenne, em sua forma ho-

mogénea, é dada por:

M, o =3M,1 —2M,,n >0,
com My=0e M; = 1.
Proof. Utilizando a Proposicao 1.2, tem-se que:

3M,1 —2M, = 32" —1)—-2(2" -1)
— 3‘2714-1 . 3 . 2n+1 + 2
= 22" 1

_ 2n+2 -1

= Mn+2
L]

Como em [4], encontramos a equagio caracteristica definida por 2°—3z4+2 = 0
com suas raizes r; = 2 e x5 = 1. Salienta-se, na Proposicao 1.2, que M, é
uma combinacao linear das poténcias de 2 e de 1, ou seja, as raizes da equacao

caracteristica.
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Definicao 1.4. Os niimeros primos de Mersenne sdo todos os niimeros primos da

forma 2" — 1.

Os primos de Mersenne vem sendo estudados ha séculos e até 2018 foram
apresentados 51 ndmeros primos dessa forma. O maior deles contém 23.249.425
digitos e, ainda, nao se sabe se a quantidade de primos de Mersenne € infinita ou
ndo. O fato de M, ser primo implica que n é primo, como veremos na Proposicao
1.5. Em [5], os nimeros primos muito grandes sdo evidenciados devido a sua

importancia para a criptografia RSA.

Em [8] podemos encontrar um elo entre os primos de Mersenne e 0s nimeros
perfeitos pares, sendo esses nimeros da forma 27~ (2” — 1). Percebe-se que todo
nimero primo de Mersenne, quando representado no sistema bindrio, € da forma

111---111, com p algarismos.

Proposicao 1.5. Sejam a e n niimeros natuais e maiores que 1. Se a" — 1 é primo,

entdo a = 2 e n é primo.

Proof. Podemos encontrar essa demonstracido em [3], mas por conveniéncia vamos
reproduzi-la aqui.

Sea > 2,entdoa—1 > 1e(a—1) | (a" — 1), assim a" — 1 ndo é primo.
Consequentemente, a" — 1 primo implica em a = 2. Por outro lado, supondo que n
ndo é primo, tome n = rs,comr > les > 1. Como (2" —1) | ((2")°—1) = 2"—1,

segue que 2" — 1 ndo é primo. Logo, 2" — 1 primo implica que n € primo. [

Baseado na Proposicdo 1.5, percebe-se que a busca pelos ndmeros primos
de Mersenne comece pelo indice primo. E ainda, sabemos que, pela forma dos
numeros primos de Mersenne, o seu crescimento € exponencial. Por isso, Lucas
desenvolveu um algoritmo para testar a primalidade de um ntimero de Mersenne e,
posteriormente, esse algorimo foi melhorado por Lehmer, criando assim o critério
Lucas-Lehmer, o qual possibilita fazer os cdlculos de forma computacionalmente

mais eficiente [10].

Neste trabalho, abordaremos a forma matricial da sequéncia de Mersenne, a sua
generalizacio para os nimeros inteiros nao positivos e a sua complexificagdao por

meio dos quatérnios de Mersenne. Com isso, a seguir, realizaremos investigacoes
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matematicas em torno dessa sequéncia.

Nas proximas secoes serdo estudadas as matrizes da sequéncia de Mersenne e
a sua forma matricial generalizada para o conjunto dos nlimeros inteiros negativos.
Essa pesquisa teve como base as matrizes discutidas nos trabalhos de [15, 16] para

a sequéncia de Padovan.

Por outro lado, definiremos os quatérnios de Mersenne e apresentaremos
defini¢Oes e teoremas em torno desses numeros. Vale ressaltar (ver [12]) que os
quatérnios sugiram a partir da tentativa de generalizacdo dos nimeros complexos
na forma z = a + b em trés dimensdes, resultando assim em uma soma formal
de escalares com vetores usuais do espago tridimensional, o que requer quatro
dimensdes. Um nimero quatérnio € um nimero da forma ¢ = a + bt + ¢j + dk,

onde a, b, c e d sdo nimeros reais e 7, j, k satisfazem

= =k==1ij=k jk=1iki=j ji=—kkj=—iik=—j (1)
Com isso, os quatérnios formam um anel ndo comutativo.
2 A sequéncia de Mersenne para indices negativos

Visando explorar e estudar o processo de generaliza¢do para os termos nega-
tivos, substituimos o indice n por —n na férmula de Binet, obtendo a férmula que

possibilita encontrar os termos de indice negativo dessa sequéncia.

Definicao 2.1. A sequéncia de Mersenne, para os niimeros inteiros negativos, com

n > 0, é dada por:

M,
M, =——-.
2n
_— ) ) _ 1
Essa definicdo faz sentido pois basta observarque M_,, = 27"—1 = ~on (2"—
M, _ . o .
1) = “on E ainda, substituindo n por —n na Proposi¢ao 1.3, temos:

Proposicao 2.2. A recorréncia da sequéncia de Mersenne para os niimeros nega-

tivos, em sua forma homogénea, é dada por:

M—n+2 = 3A]\4—n—|-1 - 2M—nan 2 0,
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Proof. De forma similar a Proposi¢do 1.3 e utilizando a Definicdo 2.1, tem-se que:

3M_, 1 —2M_, = 327" —1)—2(27"—1)
= 327" 32 49
= 27" 3 -1)-1
= 2721

= 27"

= M—n+2-
]

Os primeiros termos negativos dessa sequéncia sdo apresentados na Tabela 1.

Table 1: Termos da sequéncia de Mersenne - indices negativos

Mg | M7 | M_g | M5 | M_y | M| My| M| M
~ 25 [ 127 63|31 LT 3l 0
256 128 64 | 32 16 8 4 2

3 As matrizes de Mersenne

Uma forma de obter os termos de uma sequéncia gerada por uma recorréncia linear
¢ através da sua forma matricial. A matriz carrega consigo a férmula de recorréncia
da sequéncia e, ao ser elevada a n-ésima poténcia, gera os termos da sequéncia

sem necessitar conhecer os seus termos anteriores, como feito por Ercolano [6].

Seja M = 5 3| A seguir, vamos mostrar que // € uma forma matricial da

sequéncia de Mersenne, de modo que ao ser elevada a n-ésima poténcia obtemos 0s
termos da sequéncia de Mersenne. Observe que M carrega consigo os coeficientes

da féormula de recorréncia.

Teorema 3.1. E vdlido que:

_2Mn71 Mn
_2Mn Mn+1

M" =
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Proof. Vamos utilizar o principio da inducao finita.

0 1 oM, M
M = — o
92 3 M, M,

Assim, a igualdade € vélida.

Paran = 1:

Supondo que, para algum k£ € N, vale

k
=2 3

Vamos mostrar, utilizando a relagdo de recorréncia, que o resultado vale para
k+1
0 1] oMy M ]

k + 1. De fato,
0 1
-2 3 —2M; M| |2 3

—2M,,  —2M;_1 + 3M,
| —2My —2Mj + 3Mpp iy
_ | 2My My

| —2My1 Mo

—2My—1 M,
—2M), My |

MkJrl — [

Com isso, a partir da matriz de Mersenne [1], podemos permutar as suas linhas
e colunas, respectivamente, obtendo outras matrizes que satisfazem propriedades

andlogas a anterior.

~ 3
Coroléario 3.2. Seja M = [1

. ~ M,.1 —2M,
. E vdlido que M" =

M, —2M,_,
paran = 1.

Proof. De modo similar a demonstracdo do Teorema 3.1, pode-se provar este

Corolario. O]
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4 A generalizacio da forma matricial de Mersenne

Com o proposito de obter a forma matricial generalizada da sequéncia de Mersenne,
foi realizada uma extensao para o conjunto dos nimeros inteiros negativos presentes
na sequéncia. Para estender a forma matricial discutida na se¢@o anterior aos indices
negativos, precisamos da relag@o de recorréncia M_,, 1o = 3M_,, 11 —2M_, eda

inversa da matriz M.

A partir das matrizes estudadas na secdo anterior, foi calculada a inversa da

matriz M, obtendo a matriz

M~ = 2)

— DN W
[\

e dando origem aos resultados a seguir. Com isso, foram abordadas as duas formas

matriciais da extensdo desta sequéncia, generalizando a sua forma matricial.

Teorema 4.1. Seja n € N. A forma matricial da sequéncia de Mersenne para

—2M_,—y M_,
indices negativos é dada por M™" = (M~')" = ! .
_ZM—TL M—n+1
Proof. Vamos utilizar o principio da inducao finita.
Paran = 1:
3 1
- —= —2M_5 M_
Mt=12 2|= 2
1 0 —QM_l MO
Assim, a igualdade € vélida.
Supondo que, para algum k € N, vale
3 11*
M= (= |3 | = | M
1 0 —2M_  M_ppy

Vamos mostrar, utilizando a rela¢do de recorréncia, que o resultado vale para
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k + 1. De fato,

3
M—(k+1) — (M—l)k‘-i-l — (M_l)k.(M_l) _ _2M*k*1 M*k § 92
—2M_ M _p 1
—3M_py+M_y M_j_

—3M_y+ M 1 My,

—2M__o M_j_4
—2M_ v M_y

Com isso, permutando as suas linhas e colunas, respectivamente, obtemos
outra matriz de Mersenne, apresentando uma alternativa de conseguirmos os termos

da sequéncia de Mersenne.

Corolario 4.2. Seja M a matriz do Coroldrio 3.2. Entdo M~ = 1

DO W
Q

> M—n+l _2M—n
M .
M-, —=2M_,,

Proof. De modo similar a demonstracao do Teorema 4.1, pode-se provar este

Corolério. [
5 Proposicoes inerentes as matrizes

Fundamentado nos trabalhos [15, 16], nesta secao estabelecemos proposi¢cdes
referentes as matrizes encontradas nas se¢des anteriores, utilizando a recorréncia
das matrizes (Proposi¢do 5.1), juntamente com a propriedade X" ™ = X" X?*,
Referente a representa¢do matricial de Mersenne para os indices inteiros positivos,

tem-se:

Proposicao 5.1. Para qualquer inteiro n > 0, temos:

M" T2 = 3M™ 20"
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Proof. De acordo com o Teorema 3.1 e com a Proposi¢do 1.3, temos:

o| 2 Mua| [-2Ma M| _ [ 6M, +4M,_1  3M,1 — 2M,
—2My 1 Mg —2M, M, | —6Mp1 +4AM, 3Myio — 2My
_[2Mu Mo
| —2Myp2 Miis
[
Proposicao 5.2. Para quaisquer inteiros m,r com 0 < m < r, tem-se:
M, = =2M,, M, _,, + MmMrferl' (3)

Proof. De acordo com o Teorema 3.1, utilizando o produto entre poténcias e

multiplicacdo de matrizes quadrada, tem-se:

MT = MMMT™
_2Mr—1 Mr _2Mm—1 Mm _2Mr—m—1 Mr—m
_2Mr Mr—i-l _2Mm Mm+1 _2Mr—m Mr—m+1

Considerando a igualdade entre as matrizes e comparando o termo M.,

Mr = _2Mm—1Mr—m + MmMr—m—l—l'

Observacdo. Na Equacgdo (3), se m = 2, tem-se:

Mr - 3MT—1_2MT—27

o que mostra que a Equacgao (3) generaliza a Proposi¢ao 1.3.

Proposicao 5.3. Para qualquer inteiro n > 0, temos:

1
M= §M—n—1 _ _M—n—Q’
2 2

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 9
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onde M™" é a matriz dada pelo Teorema 4.1.

Proof. De acordo com o Teorema 4.1, temos:

§M_n_1 _ lM_n_Q o § _2an anJrl B 1 _2an+1 an+2
2 2 2| 2M_piy M_pio| 2| =2M_, 0 M_,i3
i 3 1
—3M_, + M_, 1 gMnH - %Mn+2
—3M_py1+ M i §an+2 - §an+3
o __2M—n—l M—n
| -2, Mo
= M
[
Proposicao 5.4. Para quaisquer inteiros m,r com 0 < m < r, tem-se:
M—'r = _2M—m—1M—r+m + M—mM—r—l-m—i-l- (4)

Proof. De acordo com o Teorema 4.1, a propriedade do produto de poténcias e a

multiplicacdo de matrizes quadradas, tem-se:

M = Mmefr+m

_2M7r71 Mfr
_2M—r M—r+1

Considerando a igualdade e comparando o termo M _,,

M-,

_2M7m71 Mfm _2Mfr+mfl Mfr+m
_QM—m M—m—H _2M—T+m M—T’+m+1
_2M—m—1M—r+m + M—mM—T-l—m—l—l' (5)
[
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Observagdo. Na Equacdo (4), se m = 1, tem-se:

M,r = —2M72M7r+1+M,1M,r+2
3 1

M—T = _M—T - _M—T 9
g T g

0 que mostra que a Equacgao (4) generaliza a Proposi¢ao 2.2.

6 Quatérnios de Mersenne

Segundo [13], os quatérnios foram criados em 1843 por Willian Rowan Hamil-
ton (1805-1865). Antes disso, em 1833, Hamilton fundamentou a defini¢cao dos
nimeros complexos como pares ordenados de nimeros reais para uma represen-
tacdo geométrica. Nessa representacdo, os nimeros complexos sdo localizados
no plano de Argand-Gauss. Estudos envolvendo sequéncias numéricas, nimeros
complexos e quatérnios podem ser encontrados em [13, 17]. Nesta secdo, iremos

definir os quatérnios de Mersenne.

Definicao 6.1. Seja n € N. Definimos o n-ésimo quatérnio de Mersenne como
Qn = M, + M, 11+ M, 25 + M, 3k, onde i, j, k satisfazem as igualdades
em (1). Um termo qualquer da sequéncia formada pelos n-ésimos quatérnios de

Mersenne é chamado de quatérnio de Mersenne.

Os termos iniciais dos quatérnios de Mersenne sdo Qg = i + 37 + Tk e
QL =1+3i+ 75+ 15k.

Proposicao 6.2. Os quatérnios de Mersenne, paran > (0, satisfazem a recorréncia
Qn+2 = 3Qn+1 - 2Qn
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Proof.

3Qni1 —2Qn = 3(Muy1 + Mpyoi + Myy3j + Mpyak) — 2(M,, + My i +
M, 0] + M, 3k)
= (3Mys1 — 2My) + (3Myyo — 2Mys1 )i + (3My s —
2Mi0)j + (3Myyya — 2M,,43)k
= Myto+ Myt + Myyaj + My sk
= Qno

A partir dessa rela¢do de recorréncia, (12 = 3Q,+1 — 2Q),,, apresentaremos

sua equacao caracteristica, obtendo

Qn+1 QnJrl %
@n
QnJrl

Tomando q = ,temos ¢° — 3¢+ 2 =0.

Teorema 6.3. A funcdo geradora dos quatérnios de Mersenne, denotada por
GQn (x)’ é'.
Qo + (Q1 — 3Qo)x
G = .
@) = a5, o)

Proof. Para determinar a fun¢do geradora dos quatérnios de Mersenne, denotado
por G, (), vamos escrever uma série em que cada termo da sequéncia corre-

sponde aos coeficientes:
oo
Gon(0) = 30 Qua”
n=0

Assim como realizado nos trabalhos [7, 9], podemos realizar manipulagdes algébri-
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cas devido a relagdo de recorréncia, reescrevendo essa série como:

Go,(z) = Qo+ Qrz+ Qo + -+ Q" + - -
—31Gg, () = —3Qur —3Q17* — 3Qez® — -+ — 3Q,z" ! — - ..
20°Go, (1) = 2Qor”° 4+ 2Q12° +2Qqz" + -+ +2Qua" P + -

Somando cada membro, temos:

(1 — 3z + ZZL’Z)GQn (ZE) = Qo + (Ql - 3Q0>ZE + (Q2 - 3@1 + 2C20)1:2 +
(Qs = 3Q2 +2Q1)2° + -+ + (Qn — 3Qn_1 +
2Qn_2)l'n —+ ...

= Q0+(Q1—3Qg)m~|—0x2+0x3+---—l—0x”+...
Qo + (@1 —3Qo)x
(1 -3z +222)

Teorema 6.4 (Férmula de Binet). Para n > 0, temos
Qn=014+2i+45+8k)2"+(-1—i—j—k).

Proof. As raizes da equacdo caracteristica s@o 2 e 1, com isso tem-se que a férmula

de Binet da seguinte maneira:
Qn=R-2"+5-1"

Paran = 0,temos R+ S = Qg e, paran = 1, temos 2R + S = ;.

Resolvendo esse sistema, temos que:

R=—-Qo+Q1eS=20Q0— Q1.

Fazendo as devidas substitui¢des na férmula de Binet, temos:

Qn=(1+2i4+47+8k)2"+(-1—i—j—k).

Revista de Matemaética de Ouro Preto 2021 13



RMAT: v.1 pp:14-17 2021 Universidade Federal de Ouro Preto

Assim, apresentaremos a seguir, a deducdo de identidades cléssicas vinculadas

aos quatérnios de Mersenne.

Proposicao 6.5 (Identidade de Catalan). Para os niimeros naturais n e k, com

n > k, tem-se a seguinte identidade:
ananJrk - QEL = (1 + 2¢ + 4] + Sk)(_l — 1 _j _ k)(znfk . 2n+1 + 2n+k>

Proof. Sejam R =1+2i+45+8ke S = —1—1—j — k, como no Teorema 6.4.

Temos:

QniQuir — Q) = (R2""+ 8)(R2"F 4 5) — (R2" + 5)*
= R?2 + RS2"F 4 RS2F 4 5% — R?2*" — RS2™T! — §°
= RS2"F — RS2 4 RS2
= RS(2"F —gntl 4 onth),

Corolario 6.6 (Identidade de Cassini). Para todo niimero natural n, tem-se a

seguinte identidade:
Qn1Qni1 — Qp = 2" (1 + 20 + 45 +8k) (=1 —i—j — k).

Proof. A identidade de Cassini € um caso particular da identidade de Catalan para
k=1 ]

Proposicio 6.7 (Identidade de d’Ocagne). Sejam m,n naturais. E vdlido que:
Qm-‘rlQn - Qan—H = (1 + 21 + 4] + 8k3)(—1 —1 —j — k)(Qm — 2”)

Proof. Sejam R =1+42i+4j+8keS =—1—1—j — k, como no Teorema 6.4.
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Temos:

Qmi1Qn — QmQnyr = (R2™M + S)(R2" +85) — (R2™ + S)(R2™ + 9)
— R2omintl L pgomtl 4 pgon 4 g2 p2omintl _
RS2™ — RS2"H — 62
= RS2™! — RS2™ — RS2"! 4 RS2"
= RS(2mT! —gm _ontl 4 on)
= RS(2™ —2").

E ainda, € possivel apresentar a recorréncia para os termos negativos dos

3 1
quatérnios de Mersenne, paran > 1, como ()_,, = §Q_n+1 - §Q_n+2, de onde
1 3 1
obtemos, por exemplo, ()_; = —5 +7+3keQ o= vl 5@' + k.

7 Conclusao

A partir da relagdo de recorréncia da sequéncia de Mersenne, verificou-se que, ao
realizar a transformacao linear elementar (troca de linhas) em uma das matrizes
geradoras de Mersenne, foi possivel obter quatro matrizes geradoras, sendo duas
para os inteiros positivos e duas para os termos negativos. Destaca-se ainda que a
matriz, para o indice negativo, € a inversa da matriz para o indice positivo. Foram

apresentadas proposi¢des inerentes as matrizes geradoras encontradas.

Por fim, foram apresentadas a extensdo dos nimeros complexos de Mersenne,
denomidada por quarténios de Mersenne, sua defini¢do, recorréncia, equacao
caracteristica, funcdo geradora, férmula de Binet, sua extensao para os nimeros

inteiros negativos e identidades cldssicas em torno dos quatérnios.

Para trabalhos futuros, propde-se verificar uma aplicacdo dessas matrizes para
as areas de exatas e da natureza, bem como a utilizagdo desses contetidos voltados

para a area de ensino.
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