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Resumo

Usando a sequéncia de Fibonacci, apresentaremos um novo cdlculo da entropia do
automorfismo (z,y) +— (2x + y, x + y) do toro T, de forma efetiva e seguindo o
passo a passo da defini¢do.
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1 Introducao

O nosso propésito € conduzir o leitor que ndo € da drea de Sistemas Dindmicos
a contextualizar o conceito de entropia e a compreender, ao longo do texto, os termos
técnicos que compdem o nosso principal resultado que, precisamente, € o cdlculo da
entropia da transformagdo 7" : T — T2 no toro T2, dada por (z,y) = 2z +y,z+y),
considerando o sistema conservativo (T?, A, i, T), onde A é a o-dlgebra de Borel' e
¢ a medida de Lebesgue. Isto € um resultado ji bem conhecido na literatura, inclusive
para automorfismos quaisquer de T? ([3], pdg. 177). Nossa motivagio é apresentar
a relacdio do automorfismo 7" acima com a sequéncia de Fibonacci e como isso nos
permite calcular, de um modo particular, a entropia de 7" por meio desta relagdo. Neste

sentido, comecemos com um apanhado geral da 4rea.

Sistemas Dinamicos é uma drea da Matematica relativamente nova, com seus
primordios nos trabalhos de Kepler e Newton, mas que foi consolidada somente a partir
dos trabalhos de Poincaré no final do século XIX. O interesse tedrico é o estudo da
evolugdo de uma familia f* : X — X de funcdes, quando o “tempo” ¢ varia num
certo conjunto. Basicamente temos dois tipos de sistemas dindmicos: os discretos e
os continuos. Os discretos, como o nome ja diz, sdo aqueles onde o tempo varia num
conjunto discreto, como por exemplo os inteiros ou uma estrutura algébrica finita. Os
continuos sdo aqueles onde o tempo varia num conjunto continuo como o dos nimeros
reais.

'E a intersecco de todas as o-algebras que contém o conjunto dos abertos do plano, também chamada de

o-dlgebra gerada pelos abertos.
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Um exemplo de sistema discreto bastante estudado € o seguinte: dada uma

funcdo f : X — X, onde X # () é um conjunto qualquer, considere a familia

f" X — X de fungbes dadas por f* =fo f---o f. Neste caso, uma das coisas
que estamos interessados em entender &, para cada z em X, a evolucdo da sequéncia
OF(@) = {2, f(2), f(F@)), F(F (@), .} = {z. f(@), (@), [ (@), } ©r-
bita positiva de x) que é a evolucdo de x por f* ao longo do tempo. Essa construcio
€ tdo comum que a propria fungio f ja é chamada de sistema dindmico discreto, pois
basta té-la em maos para que o sistema completo, como descrito, seja exibido. Aqui

trataremos apenas dos sistemas dinamicos discretos.

Num sistema f : X — X, conforme X adquire certas estruturas e f preserva
propriedade nessa estrutura, o sistema fica cada vez mais abstrato e mais dificil de
ser estudado. Por exemplo, se X possui uma estrutura topologica e f € continua,
podemos indagar se existe x tal que (’)J}(x) é densa. Quando X possui uma estrutura
de medida e f preserva essa medida, podemos perguntar qual € a medida do conjunto
dos elementos x com Orbita finita. Além de tudo isso, ha o interesse em diferenciar os
sistemas dindmicos, pois alguns deles sdo idénticos do ponto de vista da dindmica. Para
isso, foi criada uma ferramenta chamada entropia métrica, que € um nimero associado
a certos tipos de sistemas dinamicos, que é sempre 0 mesmo para sistemas idénticos,
e em alguns casos vale até a reciproca ([5]). Em geral, ndo € uma tarefa fécil calcular
diretamente a entropia de um sistema dado, conforme veremos aqui. Agora, vamos aos
detalhes dos principais conceitos deste trabalho. Iniciaremos apresentando o toro e a

transformacdo que iremos estudar.

2 A transformacio no toro

O 2-toro T?, ou somente toro, é obtido a partir de uma relagio de equivaléncia
no plano, onde identificamos pontos cuja diferenga é um ponto com coordenadas
inteiras. Mais precisamente, é o conjunto quociente do plano cartesiano pela relagdo
de equivaléncia R dada por (a,b)R(z,y) < (a,b) — (z,y) € Z*. Assim, o toro é
o conjunto das classes de equivaléncia dessa relacdo. Isso pode ser entendido como
um ladrilhamento do plano onde cada peca, o toro, € um quadrado com vértices de
coordenadas inteiras onde pontos de lados opostos da fronteira e que sdo paralelos aos
eixos, sdo idénticos. Note que o toro € invariante por translacdes unitdrias paralelas
aos eixos cartesianos. Note também que os quatro vértices do quadrado no plano € um
s6 ponto no toro. Se vocé faz isso com uma folha de papel quadrada, ird obter uma
superficie que se parece com uma cdmara de ar usada em pneus ou com uma rosquinha,

conforme a Figura 1 abaixo.
O sistema dindmico que iremos estudar no toro é o definido pela aplicag¢do linear
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Figura 1: Fonte Wikipedia

T : T? — T? dada por

T(w,) = ( . )( ' ><2x+y,x+y>,

cujainversaé T~ (x,y) = (z—y, 2y—x). Note que T define bem uma aplicagio no toro
pois se (a,b) — (z,y) € Z?, entdo T(a,b) — T(x,y) € Z*. O sistema dinimico definido
por T representa uma classe importante de sistemas no toro que sdo os automorfismos

1
do toro ([3], p. 44). Os autovalores de 7" sdo os nimeros reais \ e it onde

Ao 3EVE (1)
2
V5 —1 1-+5

cujos respectivos autovetores sdo ¥ = (1, T) ew = (77 1). Note que ¥ e W
sdo ortogonais e que 7" expande (em relagfo a origem) na direcdo do autoespaco gerado

por v e contrai na direcdo do autoespago gerado por .

Para simplificar algumas expressdes e argumentos, consideremos a constante

V5 —1

= —2:
6=\ —.

(2)
que cumpre a relacdo

@ =1-0¢. 3)
Com isso, escrevemos ¥ = (1, ¢) e & = (—¢, 1), ambos com norma igual a /1 + ¢2.

A nossa missao € calcular na “forca bruta” a entropia desta aplicacdo. Para isto,

vamos ao conceito de entropia.
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3 Entropia

Aqui faremos um breve resumo sobre o assunto. Para mais detalhes, sugerimos [2]
e [6].

Fixemos um espago de probabilidade (X, .A, ), onde A é uma o-dlgebra de
subconjuntos de X e u é uma medida de probabilidade sobre A, com p(X) = 1.
Uma transformacdo 7' : X — X preserva a medida p quando, para todo A € A,
T 1(A) € Aeu(T'(A)) = u(A). Neste caso, dizemos que a quadrupla (X, A, i, T)

é um sistema conservativo.

Um conjunto finito P = {Ay, ..., A,} C A é uma particdo de (X, A, 1) quando:

1. p(A;) > 0, para todo i;

2. Z#jép(AlmAJ):O,

m
Se P1,Pa, ..., P sdo partigdes finitas, \/ Pi=P1VP2V---V P, denotard a

i=1
particdo cujos elementos sdo os conjuntos da forma A; N A; N ---N A, com 4; € P,
paratodo i, e pu(A; NAxsN---NA,)>0.

Dado um sistema conservativo (X, A, u, T), a entropia h(T) de T é o niimero

obtido a partir dos trés seguintes passos:

1) para cada particdo finita P de (X, A, 1), definimos a entropia de P como sendo

o nimero

H(P) =~ n(A)In(u(4)).

AeP
2) definimos a entropia de 7" em rela¢@o a P como sendo o nimero

k—1
1 :
h(T,P) =limsup - H \/ TP,
ok :
7=0
onde T/P = {T 7 A; A € P}.
3) finalmente temos h(T") = sup h(T,P), com P variando no conjunto de todas

as parti¢des finitas de (X, A, ).

Para o cdlculo de h(T), usaremos um resultado importante que é o Teorema de

Kolmogorov-Sinai ([2], p. 96):
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Sejam (X, A, pu, T) um sistema conservativo com T invertivel e P uma parti¢do
+o00

Sfinita de (X, A, 1) tal que A coincide com a o-dlgebra gerada por U T’P. Entdo,
j=—00
hT) = h(T,P).

O nosso objetivo é calcular a entropia da transformagio 7' : T? — T2 da se¢do
anterior, considerando o sistema conservativo (']1‘2, A, i, T), onde A é a o-dlgebra de
Borel® e 11 é a medida de Lebesgue. Neste caso, T preserva a medida de Lebesgue pois
det(T) = 1.

Fatos como a existéncia de h(T'), que h(T) = h(T ') (se T é invertivel) e a prova

do Teorema acima, podem ser verificados em [1], [2] e [3].

Usaremos o Teorema de Kolmogorov-Sinai aplicando-o numa parti¢do P que

descreveremos a seguir.

4 A particao do toro

A particdo P do toro que serd considerada é a de Markov, que € formada pelos
conjuntos P e G, conforme a figura abaixo, onde P representa o retingulo menor

(pequeno) e G representa o retdngulo maior (grande).

Figura 2:

Aqui, os lados maiores dos retdngulos sdo paralelos ao vetor ¢’ e os lados menores

’Ea intersec¢do de todas as o-dlgebras que contém o conjunto dos abertos do plano, também chamada de
o-dlgebra gerada pelos abertos usuais do plano.
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Figura 3:

sdo paralelos ao vetor W, de modo que o prolongamento de qualquer lado de um dos
retdngulos contém um vértice do quadrado [0, 1] x [0,1]. A Figura 2 mostra os dois
retangulos que formam a particdo. A Figura 3 mostra como os retdngulos cobrem o toro.
Para mais detalhes sobre a Parti¢do de Markov, sugerimos a leitura da Secdo 5.2 de [1].

Para todo n € Z, T™P ainda é uma parti¢io de T?. Além disso, sendo a aplicagio
T é uma \-expansio na dire¢do de ¥ e uma \-contragio na dire¢do de , paran > 1,
T™P pode ser visualizado em R? como a unido de dois retingulos formados por um
alongamento de P em A" vezes na direcdo de ¥ e um encolhimento de P de )\in vezes
na diregdo de w, ocorrendo o inverso quando n < 0. Com isso, a o-dlgebra A é gerada

“+oo
por U TP pois T~ VPV T™ é uma parti¢io do toro composta por retangulos
j=—o00
. 1 . . .
com lados ndo maiores do que W (comprimento de G). Assim, considerando todos os
n € N, o interior desses retdngulos sdo abertos que geram a o-dlgebra de Borel. Isso nos

permite usar o Teorema de Kolmogorov-Sinai sobre a parti¢do P para calcular (7).

Observagdo 1. Como h(T) = h(T™') ([2], [6]), faremos as contas na forma
1

H(\n/ T(P)) em vez de h(T) = lim lH(n\_/ T7YP)), ou
i=0 i=0

n—oo N

seja, usaremos as iteragcées para frente ao invés de para trds e com um termo a mais.
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5 A Sequéncia de Fibonacci

(1+\/5)" B (1—\/§)n
2 2

V5
(Fy)nez é chamada de Sequéncia de Fibonacci. Estes niimeros satisfazem as seguintes

, n € Z, ditos nimeros de Fibonacci.

Definimos F,, =

equacoes:

Fn+2 - Fn+Fn+la nEZ, (4)
F., = (-)""'F,, n>o0. 5)

Temos assim
(Fo)nez = (-..,—21,13,-8,5,-3,2,—1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,...),

onde 0 = Fj. A relagio dos niimeros de Fibonacci com a transformacdo 7" : T? — T?

é estabelecida no préximo lema:

Lema 1. Sejam é1 = (1,0), é3 = (0,1) e € = (1, 1), vértices do quadrado [0, 1] x [0, 1].

Para todo n € 7, valem as seguintes identidades:

1. T"€ = (Fanq2, Fonyr).
2. T"é = (Font1, Fon).

3. T"e; = (Fan, Fan—1).

Demonstragdo. Provemos a primeira identidade. Com efeito, segue da defini¢do de T’
que 7€ = (3,2) = (Fy, F5). Agora, supondo viélida a identidade para um certo inteiro n,
temos que 7" '€ = TT"E = T(Fan+2, Fant1) = 2Fant2+Fant1, Fango+ Fantr).
Decorre da equacdo (4) que a identidade vale para n + 1. Por outro lado, ainda supondo-
a valida para um inteiro n, temos que 7" ¢ = T~ 1T"e = Tfl(FQnJrQ, Fony1) =
(Fon+o—Font1, 2Fon1+1— Fopto). Novamente pela equagéo (4), segue que a identidade
vale para n — 1. Utilizando o Principio de Inducdo, ¢ facil conlcluir que a primeira
identidade vale para todo inteiro n. Como T'é; = €, temos que 77é3 = 771 donde
segue a terceira identidade a partir da primeira. A segunda identidade decorre de

—

€1 = € — €3, da linearidade de T', das identidades ja provadas e da equagéo (4). i

As formulas obtidas até agora serdo aplicadas para medirmos os conjuntos 7" (P)
v
19" ||

base ortonormal de R?, onde @ e @ sdo os autovetores de 7" : T2 — T2. A matriz de

e T"(@G), para todo n € Z. Para iniciar essa tarefa, considere 8 = { } uma
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mudanca da base candnica para a base (3 é dada por

1+ 2| o 1|

Figura 4:

Observacio 2. De agora em diante, comprimento significa medir na direcdo de U, e

largura significa medir na direcdo de 0.

Lema 2. Sobre as medidas dos lados de P e G, temos as seguintes identidades:

¢ = comprimento de P = ;; @)

V1+¢?
1—

l = largurade P = —¢; ®)
V1+¢?

C = comprimento de G = M; ®
V14 ¢?

L = largurade G = L (10)

emonstracdo. Considere 7; : a projecdo na i-ésima coordenada. Para a
D t Consid ;R 5 R denada. P
primeira identidade, observe na Figura 4 o retdngulo P inferior e note que o comprimento

de P é dado por 71 (M - €1), que é a primeira coordenada do vetor €] na base .
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Assim, multiplicando a matriz M por €7 obtemos um vetor com primeira coordenada

1
c= \/177 Para a segunda identidade, observe na Figura 4 o retdngulo P superior
+

e note que a largura de P é dada por my(M - €), que € a segunda coordenada do vetor

€ na base 5. Assim, multiplicando a matriz M por € obtemos um vetor com segunda

coordenada [ = ﬁ Para a terceira identidade, observe na Figura 4 o retdngulo
_|_

G e note que o comprimento de G é dado por w1 (M - €), que é a primeira coordenada

do vetor € na base 3. Assim, multiplicando a matriz M por € obtemos um vetor com
1+¢

N

o retdngulo G e note que a largura de G é dada por |72 (M - €1)|, que é o mddulo da

primeira coordenada C' = . Para a quarta identidade, observe na Figura 4

segunda coordenada do vetor €1 na base . Assim, multiplicando a matriz M por €1

Viter N

De forma mais geral, usando as identidades do Lema 1, obtemos as dimensdes dos

obtemos um vetor cujo médulo da segunda coordenada é L =

conjuntos 7" (P) e T"(G), n € 7Z, da seguinte forma:

Lema 3. Sobre as dimensées de T" (P) e T"(G), n € Z, temos as seguintes identida-
des:

= 9Fmqo+ Fonga
ST i
o+ OFo,
~ e
_ 9Fomq1 — o,
T
Fopyo + ¢Foni1

Comprimento de T" (G) = —————"—. (14)
p (@) o

Largura de T" (P) (11)

Comprimento de T" (P) (12)

Largura de T"(G) (13)

Demonstracdo. Observemos inicialmente que, como 7' espande na dire¢do de v e
contrai na direcdo de w, T preserva a direcdo das retas paralelas a ¢ ou a w; em

particular, preserva a direcio dos lados dos retangulos P e G.

Para a primeira identidade, observe na Figura 4 o retingulo P superior e note que
a largura de 7" (P) é dada por mo (M - T™€), que é a segunda coordenada do vetor 7" €

na base . Assim, multiplicando a matriz M por T"€ = (Fay,+2, Fan4+1), Obtemos um
—¢Font2 + Fonta

Vit

observe na Figura 4 o retdngulo P inferior e note que o comprimento de 7" (P) é

vetor com segunda coordenada igual a

. Para a segunda identidade,

dado por 71 (M - T"é€7), que é a primeira coordenada do vetor 7" €] na base /3. Assim,

multiplicando a matriz M por T"¢é71 = (Fby41, Foy,), obtemos um vetor com primeira
F 2n+1 + QSF 2n

Vit @

retdngulo G e note que a largura de 7" (G) é dada por |mo(M - T"€7)|, que é 0o médulo

coordenada igual a . Para a terceira identidade, observe na Figura 4 o
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da segunda coordenada do vetor 7" ¢7 na base 3. Assim, multiplicando a matriz M por

T"¢1 = (Fany1, Fay), obtemos um vetor cujo médulo da segunda coordenada € igual
a ¢F2n+1 - FQ’rL

Vit @

que o comprimento de 7" (G) é dado por 1 (M - T"€), que é a primeira coordenada

. Para a quarta identidade, observe na Figura 4 o retdngulo G e note

do vetor 7" & na base 3. Assim, multiplicando a matriz M por T"é€ = (Fby 12, Foni1),
Foppo+ 0Fo, 11

Vit N

Novamente, usando o fato de 7" ser uma A-expansio na direcdo de ¢ e uma -

obtemos um vetor com primeira coordenada igual a

contragdo na dire¢do de o, pelas dltimas identidades temos o seguinte:

)\7’ n e Z’
V1+¢?
1-¢
———neZ
A1+ ¢?
NA49) ez
V142

¢
——F——n€Z
Amy/1 + ¢?

Comprimento de 7" (P) = A" - (comprimento de P) = (15)

1
Largura de T"(P) = (largurade P) =

=3

(16)

Comprimento de T"(G) = A" - (comprimento de G) = (17)

1
Largurade T"(G) = (largura de G) =

=3

(18)

Com isso, deduziremos duas importantes identidades:
n

A
Ny

Por um lado, o comprimento de 7" (P) é e também é 7 (MT"€7). Com

. A" Foni1+ ¢Fa, -
isso, = donde segue a relacdo
V14 ¢? V14 ¢?

F2n+1 +¢F2n =" (19)
Multiplicando ambos os lados desta ultima equagdo por ¢, usando (3) e (4) obtemos

Fop + ¢Fop—1 = \"¢. (20)
6 Descrevendo V' ,T"(P)
Observacao 3. Aqui, usaremos o seguinte fato, cuja prova segue imediatamente da
irracionalidade de ¢:

Sea+bp=x+yp coma,b,x,y € Z, entdoa=xeb=y.

Proposicao 1. Para cada n € N temos o seguinte:

1. T" LG é composto por dois retdngulos em T"G e um retdngulo em T™ P, ambos
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de largura ISR

2. TP é composto por um retangulo em T" G e um retdngulo em T™ P, ambos de
largura it

Demonstracdo. Para ambos os itens, basta compararmos os comprimentos dos retdngu-
los da particio 7" (P) com os da partigio 7™ (), pois ja sabemos as larguras dos
l
A n+1 m+1 =
retangulos 7" G e T" ™" P que sdo SUESS e PUEER
quantidade de retangulos de 7" "'G em T"G e em T™ P, assim como a quantidade de

respectivamente. Isso nos dird a

retangulos de 7" P em T"G e em T™ P. Para o item 1, 7" G possuir z retangulos

em 7" G e y retdngulos em 7™ P é dizer, em termos de comprimento, que
NHLC = 2A"C + y\e.

Dividindo a equagéo acima por A" C, obtemos A = x + y% Por (7) e (9), concluimos
que (1 + ¢)A = (1 + ¢)x + y. Finalmente, segue das equacdes (2) e (3) que vale
3+2¢p=x+y+zp,dondex =2ey=1.

O item 2 é andlogo. A equagio que compara os comprimentos é \" ¢ = z\"C +

yA"e. Simplificando resultaem 2 + ¢ = x + y + x¢, donde z = y = 1. i

Proposicdo 2. A particdo V'_oT"(P) é composta da seguinte forma:

1. Fyp,41 retdngulos de comprimento C' e largura F

2. Fy, retdngulos de comprimento c e largura V

l
3. Fb, retdngulos de comprimento C e largura —

A

4. Fy,_1 retangulos de comprimento c e largura —

P\ :

Demonstragdo. Fixado n > 0, descreveremos inicialmente a parti¢do do tipo T"(P) V
T™~1(P). Pela Proposicio 1, T"G tem dois retangulos em 7"~ ', como intersecgio,
e um retdngulo em 7"~ P, ambos de largura )\in e comprimento A" ~'C. Também,
T™P tem um retangulo em comum com 7" 'G e um retingulo em comum com
T~ 1P, ambos de largura o e comprimento A"~ '¢. Isto é exatamente a descricio de

T™(P) v T"'(P). Aplicando novamente a Proposicdo 1, descreveremos (7" (P) V
T Y(P))VT" 2(P). Com efeito, cada retingulo de comprimento \" 1 C de T"(P)V
T"~(P) ird se decompor em dois retingulos em 7" 2G e um em 7" 2P. Também,
cada retangulo de comprimento A"~ *c de T™(P) vV T (P) ird se decompor em um
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retingulo em 7" 2G e um em 7" 2 P. Neste processo, a largura dos retingulos foi
mantida, mas eles tiveram seus comprimentos divididos por A. Prosseguindo dessa
forma, chegaremos a particao \/?zOTi (P). Para a descri¢do completa, resta contarmos
quantos retangulos teremos ao final do processo. Este processo pode ser feito de duas
formas. A primeira é contarmos a quantidade passo a passo até o final. Neste caso, mais
uma vez teremos a presenca da sequéncia de Fibonacci para nos auxiliar. Com efeito,
primeiramente seguiremos os passo de 7" G. No primeiro passo, como ja descrito, temos
dois retangulos em 7" 'G e um em 7" ! P. Guardaremos isso usando a notagio (2,1).
Na primeira coordenada temos os retdngulos maiores que, pela Proposicdo 1, irdo se
decompor nas quantidades (2,1) na etapa seguinte; ou seja, cada retangulo maior ird
gerar dois maiores. Nesta mesma etapa, os menores irdo se decompor na forma (1,1), ou
seja, um maior em T™2@G e um menor em 7™ 2P. Assim, os maiores se duplicam em
outros maiores que recebem mais um gerado por cada um menor. Por outro lado, cada
menor se mantém em quantidade e recebe mais um de cada um dos maiores anteriores.

Com isso, temos a seguinte evolucao da contagem:
(1,0) = (2,1) = (5,3) = (13,8) = - - = (mi,yi) = 2w +yi, i +yi) = -+,
ou seja, contando n etapas, temos

(Fl,Fo) — (Fg,FQ) — (F5,F4) — (F7,F6) — s — (FQnJrl,FQn).

. A . L R
Assim, teremos Fb,, 41 retdngulos de comprimento C' e largura v em G e Fy,, retingu-
. L
los de comprimento c e largura — em P.
An

Para a contagem passo a passos a partir de 7" P o processo é andlogo e usaremos

a mesma notacdo. A sequéncia fica a seguinte:
(0,1) = (1,1) = (3,2) = (8,5) = -+ = (w4, y1) = 2z +yi, T +ys) = -+,

ou seja, contando n etapas, temos

(FOa]-)_)(F27F1)_>(F47F3)_>(F67F5)_>"'_>(F2naF2nfl)~

. . l
Com isso, teremos Fy,, retingulos de comprimento C' e largura I emGe Fy,_1
A . l
retangulos de comprimento c e largura N em P.

A segunda forma de contagem é notarmos que, como a largura nao ¢ alterada, basta

verificar como 7" G e T" P intersectam G e P diretamente, ou seja, basta descrevermos
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T™(P) V P. Para isso, basta fazer a conta comparando os comprimentos. Com esse
intuito, digamos que 7" (G) é composto por p retdngulos em P e g retdngulos em G.
Dai, o comprimento de 7" (G) (eq. 17) é uma combinagéio dos comprimentos de P e G,

cujos coeficientes sdo p e g, respectivamente; ou seja,

1 1+ (b _ F2n+2 + ¢F2n+1

D +y9 =
VI+e2  T/1+¢2 V1+¢?
Donde p = Fy,, € g = Fap, 1. Comisso, T"(G) é formado por Fy,, 11 retingulos em G
V14 ¢
na dire¢do de w (1/A™ da largura de G). Os
+¢

e Fy,, retangulos em P. Os F5, retingulos em P tém dimensdes:

¢
A/ 1+ ¢?
1

Fy,, 41 retingulos em G tém dimensdes: ——

V1+¢?
¢ i .
———— nadire¢ao de W (1/A\" da largura de G).
N ¢ / g

Analogamente, digamos que 7" (P) é composto por p retdngulos dados pela

na direg@o
de ¥ (comprimento de P) e
na dire¢do de ¢’ (comprimento de

Ge

interse¢do de 7" (P) com P e g retdngulos dados pela interse¢dio com G. Dai, o
comprimento de 7" (P) (eq. 15) é uma combinagdo dos comprimentos de P e G, cujos
coeficientes sdo p e g, respectivamente; ou seja,

1 1+¢  Fopp1+ 9k,

P ixe ire . it

Assim, g = Fy,, e p = Fy, 1. Com isso, T" (P) é formado por Fy,_; retingulos em

1+ 92 "

na diregdo de o (1/\"™ da largura de

P e por Fy, retingulos em G. Os Fy,,_; retdngulos em P t&ém dimensoes:
1-¢
An /1 + ¢2

1
P). Os Fy,, retangulos em G t€ém dimensoes: LQS
V14 ¢

—¢ na dire¢do de w (1/A" da largura de P).

1
N1+ :

direcdo de ' (comprimento de P) e
na dire¢do de ¢’ (comprimento

deG)e

7 Calculando H (\/ T (P))
=0

n

Pelos itens anteriores temos H (\/ T-4P)) =

=0
CL CL cL cL Cl Cl cl cl
P S 0| G | v | 2] o S o 5| 1S o | <
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_ F2n+1 o |: 1 :|_ F2n'¢ 10 l: ¢ :|_ FZn'd) 10 |: (ZS :|_
M(1+62) B (1+62)]  N(1+¢2) F N(1+67)]  M(146%)  F A(14¢7)
F2n71'¢2

¢2
log .
A™(1+¢?) [/\"(1+¢2)]
Tomando U := \?"(1 + ¢?), temos

" 1 F2n+1 1 2¢F2n QS ¢2F2n—1 ¢2
H\/ T'(P)) = — 2221 1og — — log & — ¥ 021y
(1\:/0 (P)) e log = — = log 1 o log 7
donde
Y Fopn 20F2, U $*Fona U
H T = log U log — + —F——log —.
(i\:/0 (P)) g lesU+ — log g+ —F—log 5
Assim,
"o logU 2¢ 1o
HO\ TP)) = 50 (s + 26F + 6 Fn 1) = 22282 By 4 683 ).
i=0

Agora, recordemos que Fo, + ¢F5,—1 = ¢A" (eq. 20) e notemos que Fy,4+1 +
20Fon + *Fop—1 = (Faps1 + 0Fon) + ¢ - (Fay + ¢Fop_1) = A" + ¢ - ¢\ =
A1+ ¢2) = U, onde usamos as identidades 19 e 20. Com isso,

"o 2021
H(\/ T(P)) = 1ogU—f+7cff
=0
= nlog/\+log(1+¢2)—2(fz_:cfz¢.

Finalmente podemos concluir que

WT) = lim H(\/?_(;Ti(7’)):10gA:1n<3+¢g>

n—+oo n+1 2

8 Conclusao

Aqui aproveitaremos para deixar a sugestdo de extensdo desse trabalho para os
demais automorfismos hiperbélicos do 2-toro por meio de associagdo com sequéncias
recorrentes, que tém a sequéncia de Fibonacci como caso particular. Sobre sequéncias
recorrentes, sugerimos a leitura do artigo [4].
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